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摘 要

摘 要

在等离子体物理中，有很多重要的数学模型，对其进行算法构造和数值分析

是当今的一个研究热点，近年来吸引了越来越多学者的关注. 由于等离子体物理

模型的多尺度效应，为了长时间准确地模拟等离子体的运动，需构造高效且具有

长时间稳定性的数值方法. 本论文主要研究了等离子体物理中的单粒子模型、强

磁场模型和 Vlasov–Poisson–Fokker–Planck (VPFP) 方程的几何结构，构造了相应

的保结构算法，并分析了算法的收敛性和长时间动力学行为.

对于单粒子模型，基于系统的典则辛结构，通过构造步长函数设计了变步长

辛算法，并模拟了 Penning 阱中的单粒子以及托卡马克装置中逃逸电子的动力学

行为. 在模拟带电粒子运动时，步长函数的引入可以实现在每个回旋周期内均匀

选取离散点，这既保证了算法的精确性又大大地提高了计算效率. 数值实验展示

了在各种形式的电磁场下，所构造的算法均具有长时间的稳定性以及高效性.

强磁场下的单粒子模型本质上是一个高振荡哈密顿系统，但高振荡问题对

数值算法步长的限制导致了辛算法的优越性对该类问题已经失效. 本论文利用系

统的拉格朗日结构构造了带滤子的变分格式. 基于 Modulated Fourier 展开方法，

证明了新构造的算法在各个时间尺度下均具有令人满意的动力学行为. 同时对经

典的 Boris 算法和变分算法进行了理论分析，提出了可以通过修正初始速度来克

服数值解的高振荡现象的方案.

研究了一类切触动力系统，它可以被看做是哈密顿系统的推广. 通过研究

切触生成函数理论，构造了相应的保持系统切触结构的数值算法，并应用于对

VPFP 方程时间离散方法的构造. 对 VPFP 方程，采用粒子离散方法，则对应的

粒子运动方程为一个具有切触结构的随机微分方程. 基于分裂方法，构造了具有

一阶和二阶弱收敛精度的两种随机切触算法，并模拟了等离子物理中一些常见

的不稳定性现象，数值实验结果验证了算法的准确性和长时间稳定性.

关键词：单粒子模型，强磁场，VPFP 方程，变步长辛算法，Modulated Fourier 展

开，滤子变分格式，切触动力系统，生成函数，切触算法
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Abstract

Abstract

Developing algorithms for solving mathematical models in plasma physics has be-

come a crucial way to investigate physical phenomena. Due to the multi-scale nature of

these systems, it is significant to construct numerical methods with long-term stability

and high computational efficiency. In this thesis, our major contributions are to con-

struct and analyze the geometric numerical integrators for solving the plasma physics

problems.

For the single charged particle dynamics, symplectic methods with adaptive time

steps are constructed. With specifically designed step size functions, the motion of

charged particles confined in a Penning trap under three different magnetic fields is

studied, and also the dynamics of runaway electrons in tokamaks is investigated. As the

step size function is adjusted according to particle’s gyro-period, the numerical solu-

tions can be computed uniformly for each gyro-period. The numerical experiments are

performed to show the efficiency of the newly derived adaptive symplectic methods.

It is also important to consider the plasma problems under strong magnetic field. In

this case, the charged particles usually exhibit very fast rotations with cyclotron period.

Classical numerical integrators such as splitting or finite-difference schemes applied

to these problems thus require time steps smaller than the cyclotron period in order

to capture accurately the dynamics. In this thesis, a new filtered variational integrator

is proposed and applied to solve the motion equations of charged particles in a non-

uniform strong magnetic field with step sizes much larger than the period of the Larmor

rotations. Using modulated Fourier expansions, it is investigated that the new filtered

variational integrator with non-resonant large step sizes reproduces the characteristic

features well over all time scales. In comparison, the Boris algorithm and the standard

variational integrator in literature can obtain the satisfactory behaviour only when the

component of the initial velocity orthogonal to the magnetic field is filtered out.

It is known that the contact Hamiltonian dynamics has been used already in the

study of dissipative systems and in the thermodynamics. In this thesis, two contact in-
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tegrators based on generating functions are proposed and analyzed. Furthermore, for

the Vlasov–Poisson–Fokker–Planck system the stochastic particle-in-cell (PIC) contact

discretizations are presented. In this case, the motion of charged particles satisfies the

Langevin equation whose deterministic part possesses a contact structure. Two stochas-

tic contact schemes of weak order 1 and 2 for Langevin equation are obtained via split-

tingmethods. Some numerical examples are given to verify the efficiency and long-term

stability of the proposed algorithms.

Keywords: Charged particle dynamics, strong magnetic field, VPFP system, adaptive

symplectic method, modulated Fourier expansion, filtered variational integrator, contact

Hamiltonian dynamics, generating functions, contact integrator
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第 1章 引言

1.1 研究背景

动力系统可以用来描述物理现象随时间演变的动力学行为，是非线性科学

研究的重要组成部分. 不同于线性系统，除特殊情形外，对于给定初值很难求出

动力系统的精确解 [1]. 因此通过近似方法得到满足一定精度的近似解是研究动

力系统的重要手段. 常用的近似方法有两类：一类被称为近似解析方法，如级数

解法，逐次逼近法等；另一类被称为数值解法. 由于计算机的发展和普及，后一

种方法在动力系统的研究中应用更为广泛.

对动力系统通过数值格式进行近似，其数值解可理解为满足一个离散的动力

系统. 从这个意义上看，很自然地要求动力系统的离散可以和连续系统在同一框

架中进行. 因此，在进行数值模拟时，数值算法的构造应遵循的基本原则是数值

算法应尽可能多地保持原系统的本质特征 [2–4]. 而传统的数值方法，例如，Euler

方法、Runge–Kutta 方法等，由于算法没有考虑动力系统本身的结构特点，进行

长时间计算后会产生较大的误差. 保结构算法 (Structure-preserving algorithms) 也

称几何数值积分 (Geometric numerical integrators) [5]，是指能够保持系统内在几

何结构特征的数值方法. 与传统算法相比，保结构算法具有长时间稳定性. 根据

动力系统本身的几何特性，相应的保结构算法有辛算法、保体积算法、泊松算

法、保首次积分算法、保切触结构算法、保酉结构算法等 [6–8]. 其中，辛算法是

基于哈密顿系统的辛结构而构造的保结构算法，它对于哈密顿系统长时间演化

行为的数值模拟具有重要作用.

迄今为止，保结构算法已经被广泛应用于许多自然学科的研究中，例如天体

力学、分子动力学、结构生物学等，其中一个重要的应用就是在等离子体物理中

的应用. 等离子体是由大量带电粒子组成的非束缚状态宏观体系，它和气体、液

体、固体一起构成了自然界物质在同一层次上的四大基本形态 [9]. 对等离子体

的研究始于气体放电现象的探索，从 20 世纪 30 年代起，由于磁流体力学以及等

离子体动理学理论逐步完成，人们对等离子体有了更进一步的认识. 能源问题是

当前人类面临的重要问题之一，而磁约束核聚变为解决这一问题提供了可能.

在等离子体物理的研究中，一类重要的问题就是考虑带电粒子在电磁场作
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用下的动力学行为. 描述带电粒子运动常见的数学模型包括单粒子模型，动理学

模型，和磁流体模型等.

1. 粒子描述

当带电粒子的运动对原系统的电磁场产生的影响可以忽略不计时，我们可以假

设电磁场是给定的. 在这种情形下，带电粒子的运动满足 Newton–Lorentz 方程

𝑚d2x
dt2 = 𝑒(E + v × B),

其中 𝑚，𝑒，x 和 ẋ 分别表示粒子质量、电荷、位置和速度，E 和 B 分别表示电场

和磁场.

2. 动理学描述

为了研究等离子体的宏观效应，需要考虑带电粒子运动产生的自洽场，因此通常

采用 Vlasov 方程和 Maxwell 方程耦合的动理学系统来描述大量带电粒子的运动，

其中 Vlasov 方程为

𝜕𝑓
𝜕𝑡 + v ⋅ ∇𝑓 + 𝑒

𝑚(E + v × B) ⋅ ∇𝑓 = 𝐶(𝑓),

𝑓 表示粒子的分布函数，𝐶(𝑓) 代表碰撞项. 针对不同的研究对象，可以对碰撞项

作不同的假设，从而得到各种简化模型.

3. 磁流体力学描述

当带电粒子运动的特征长度远大于粒子的平均自由程，特征时间远大于带电粒

子的平均碰撞时间时，等离子体可以看成磁流体. 此时可以用密度、速度和温

度来描述等离子体的运动，而这些宏观量可以从动理学方程的各阶矩方程来求

得 [10].

1.2 研究现状

由于等离子体物理问题具有多尺度的特点，为了研究带电粒子的动力学行

为通常需要长时间的数值模拟. 例如为了准确模拟逃逸电子的动力学行为，通常

需要至少 1011 的迭代步数. 而传统的数值方法，例如 Runge–Kutta 方法，由于误

差的积累会导致长时间计算后的数值结果面目全非. 不同于传统的数值方法，几

何数值算法由于能够保持系统的结构从而保证了系统的守恒量，如能量、动量、
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电荷等的误差在长时间内保持有界，因此保证了数值模拟长时间的稳定性. 在对

磁化等离子体的研究中，带电粒子在电磁场作用下的运动是最为基本的物理过

程，许多重要的物理现象均可以通过分析满足 Lorentz 力下的单粒子方程来理解.

近年来，针对单粒子模型的保结构算法主要包括 (变分) 辛算法 [11–15]，保体积

算法 [16–18]，保 Poisson 结构的算法 [19, 20] 等. 这些算法由于保持了系统的结

构特征，具有长时间计算的优越性. 传统的辛算法在应用于单粒子模型时，由于

系统的哈密顿函数不可分，所以一般而言是隐式的. 文献 [13, 14, 20] 中提出了一

些显式辛格式或保体积格式，但这些算法通常需要分裂或者坐标变换等技巧进

行特殊构造. 上述保结构算法只能使用固定的步长进行计算，然而在具体的数值

模拟时，对于某些物理过程必须采用比较小的步长才能准确刻画，这就带来了庞

大的计算量. 因此，在保持系统结构的前提下，构造能够自适应调节步长的算法

具有重要意义.

在实际的磁约束装置中，外加磁场非常强，这对单粒子系统带来了一个新

的时间尺度 (Larmor 回旋). 在这种情形下，由于强磁场效应带电粒子会被约束

在磁感线附近，在垂直于磁场方向做快速的回旋运动，因而方程的解在时间上

表现出高振荡行为. 当采用经典的数值方法例如分裂算法、差分方法等模拟该问

题时，只有当步长小于回旋周期时才能准确地刻画带电粒子的动力学行为. 而如

何突破对步长的限制是高振荡系统算法构造的重要问题. 近期，有一系列工作致

力于构造和分析针对强磁场模型的数值格式，如文献 [21, 22] 构造了求解高振荡

Vlasov 方程的指数方法；文献 [23–28] 在不同的磁场假设下构造了一系列渐近保

持格式；文献 [29–33] 构造了一致精确格式，其计算量与振荡频率无关. 这些算

法均可以采用大于回旋周期的步长进行计算，保证准确性的同时显著提高了计

算效率. 但目前对于这些算法的长时间行为，例如能量保持、磁矩保持的分析方

面仍为空白. 另外，借助 Modulated Fourier 展开 [5]，文献 [34, 35] 分析了强磁场

下单粒子模型的连续解以及数值解的长时间行为，但证明过程中要求步长小于

回旋周期. 因此，对于强磁场单粒子模型，构造既能采用大步长又保持系统结构

的数值方法具有重要意义.

描述等离子体的集体行为时需要考虑动理学模型，关于该模型的数值方法

主要有两大类：粒子方法 (PIC) [36–39] 和基于网格的方法. 其中粒子方法计算

量小，适用于高维问题的大规模数值模拟，但是该方法会产生数值噪音. 与粒子
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方法相比基于网格的方法不会产生数值噪音，但基于网格的方法的计算量非常

大，特别是对于高维问题. 常见的基于网格的算法包括有限体积方法 [40]、有限

元方法 [41, 42]、谱方法 [43]、半拉格朗日方法 [44]、矩方法 [45, 46] 等. 对于

Vlasov–Maxwell 方程，文献 [38, 47–49] 构造了全离散保结构的粒子方法. 当考虑

带电粒子的碰撞效应时，需要在模型中引入碰撞项，根据物理问题的需要常见的

碰撞项包括 Fokker–Planck 碰撞、Lorentz 碰撞、Lenard–Bernstein 碰撞、Coulomb

碰撞、Landau 碰撞等 [50–54]. 对于带碰撞项的动理学方程的计算也可以采用粒

子方法 [52, 54–56] 或者基于网格的方法 [57–59]. 对于强磁场下带碰撞的动理学

方程，文献 [60–62] 构造了渐近保持格式. 由于带碰撞的动理学系统结构更为复

杂，目前只有极少数工作针对具体的碰撞算子构造了保结构算法，例如文献 [52]

针对 Landau 碰撞，构造了保持 metriplectic 结构的数值算法. 因此，针对带碰撞

的动理学方程，如何寻找系统的几何结构并构造相应的保结构算法是现在的一

个研究难点.

1.3 论文创新点与结构

本论文的创新点主要有：(1) 对于单粒子模型，结合系统的几何结构以及带

电粒子的运动特点，通过提出特殊的步长函数构造了一类变步长辛算法. 该类

算法不但可以应用于非相对论情形，同样可以应用于相对论情形. 特别对于磁

约束核聚变中非常重要的逃逸电子的模拟问题具有显著的优越性. 由于所提出

的步长函数可以保证在带电粒子的每个回旋周期内采用一致数目的离散点进行

刻画，从而克服了由于逃逸电子回旋周期随时间变大而带来的计算时间过长的

问题，这极大地提高了计算效率. 并且由于算法的长时间稳定性，有助于人们

了解逃逸电子的长时间运动行为；(2) 在强磁场下带电粒子的运动由于具有高振

荡行为，从而导致了在应用传统数值算法时对步长有很强的限制. 结合方程的

结构特点，我们通过引进滤子函数并利用 Lagrange 变分理论构造了滤子变分格

式，在应用该算法时，可以采用远大于回旋周期的步长. 基于 Modulated Fourier

展开方法，在不同时间尺度下对连续解和数值解进行了分析，给出了数值格式

的误差估计并分析了对能量和磁矩长时间的保持. 此外，对于经典的 Boris 算

法和变分算法，我们发现只需要对初始速度进行修正便可大大改进算法在强磁

场下的数值表现；(3) 切触哈密顿系统与齐次哈密顿系统具有理论上的联系，冯
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康通过齐次辛算法构造了切触算法并给出了相应的生成函数理论. 我们这里直

接从切触哈密顿系统出发，基于切触映射的定义，发展了针对切触系统的生成

函数理论，建立了切触哈密顿系统与推广的 Hamilton–Jacobi 方程之间的联系.

基于我们给出的生成函数理论，构造了保切触结构的算法，并将该算法应用于

Vlasov–Poisson–Fokker–Planck 方程的求解中.

本论文的组织结构如下：

第二章介绍了本论文所需的预备知识，主要包括对单粒子模型几种等价形

式的描述和相应的几何结构，用于分析高振荡问题的 Modulated Fourier 展开技

巧，以及切触动力系统和切触算法的相关基本概念.

在第三章中，基于单粒子系统的哈密顿结构，我们构造了变步长辛算法. 其

中步长函数的构造与带电粒子的回旋周期有关，可应用于非相对论和相对论两

种情形. 具体地，对于非相对论情形，我们模拟了 Penning 阱中带电粒子的运动.

对于三种不同类型的磁场，数值结果显示了算法均能够在长时间内保持系统能

量和磁矩的误差有界. 通过计算定步长和变步长方法在达到同等误差时所需的迭

代步数，比较了两种策略的计算效率. 结果显示，应用变步长算法进行计算所需

的迭代步数更少，从而消耗时间更少. 在磁约束核聚变问题中，托卡马克装置里

会有一类带电粒子持续被加速，从而接近于光速并且具有极高的能量，这类带电

粒子被称为逃逸电子. 对逃逸电子的模拟需要考虑相对论效应，在该情形下，我

们通过模拟大量粒子的分布随时间的演化展示了逃逸电子的长时间集体行为. 数

值结果显示，变步长辛算法具有长时间稳定性且明显高效于定步长算法.

在第四章中，我们考虑了强磁场下的单粒子模型，此时系统的解具有高振荡

行为. 基于系统的 Lagrangian 结构，通过引进滤子函数，我们为此类问题构造了

一种滤子变分格式，并模拟了带电粒子在不同时间尺度下的运动，分析了带电粒

子的 Larmor 回旋、导心运动及其在磁场作用下的缓慢漂移等动力学行为. 利用

Modulated Fourier 展开技巧，对经典的 Boris 算法，变分格式以及新提出的滤子

变分格式进行了分析，并给出了当步长远大于回旋周期时的数值解的误差阶以

及能量和磁矩长时间的误差估计. 分析结果显示，对于大步长情形，为了得到令

人满意的数值结果，在应用 Boris 算法和变分格式时需要对初始速度进行修正.

而与之相比，新提出的滤子变分格式直接采用给定的初值，便可以比较准确的刻

画带电粒子在不同时间尺度下的运动.
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在第五章中，我们研究了切触哈密顿系统，由于它与锥形哈密顿系统的联系，

它可以被理解为哈密顿系统的推广. 通过建立切触生成函数理论，我们构造了

相应的保持系统切触结构的数值算法. 并应用于 Vlasov–Poisson–Fokker–Planck

(VPFP) 方程时间离散方法的构造中，该方程在 Vlasov–Poisson 方程的基础上引

入 Fokker–Planck 算子，可以用来描述带电粒子之间的碰撞行为. 在本章中, 我们

采用粒子方法 (PIC) 对 VPFP 方程进行离散. 与无碰撞模型相比，带电粒子随时

间的演化满足一个随机微分方程，其中方程的确定部分具有切触结构. 通过分裂

方法我们构造了两种随机切触算法，并证明了该类算法分别具有弱一阶和弱二

阶精度. 结合求解 Poisson 方程的谱方法，我们模拟了等离子体物理中几种常见

的不稳定性现象，并验证了数值算法的优越性.

第六章是本文的总结与展望.
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第 2章 预备知识

本章主要介绍本论文所需的基础知识. 单粒子模型是等离子物理中的基本模

型，在 2.1 节中，我们介绍了它的几种等价形式；在 2.2 节中，我们介绍了用于

分析高振荡问题的一类重要工具——Modulated Fourier 展开方法，该方法可以用

来分析连续系统的性质以及数值解的长时间行为. 在 2.3 节中，我们介绍了切触

动力系统的相关概念以及性质，并且介绍了保切触结构算法的相关知识.

2.1 等离子体中的单粒子模型

描述等离子体的动力学行为有三种常用的模型，分别是单粒子轨道模型、流

体模型以及动理学模型. 在本节中，我们介绍最简单、最基本的模型——单粒子

轨道模型. 假设带电粒子的运动对原系统电磁场产生的影响可以忽略不计，这时

可以认为带电粒子是在给定电磁场中进行运动.

考虑一个带电粒子，电荷为 𝑒，粒子质量可表示为 𝑚 = 𝑚0𝛾，𝑚0 为静止质量，

其中 𝛾 = 1/√1 − ‖ẋ‖2/𝑐2 为洛伦兹因子，𝑐 为真空中的光速. 记 x ∈ ℝ3 为带电粒

子的位置，E 和 B 分别为电场和磁场. 在给定电磁场的作用下，该粒子的运动可

以由 Newton–Lorentz 方程

d
d𝑡(𝑚ẋ) = F(x, ẋ) = 𝑒 (E(x, 𝑡) + ẋ × B(x, 𝑡)) (2.1)

来描述，其中 F 表示粒子所受的洛伦兹力. 引入电势 𝜑(x, 𝑡) 和磁势 A(x, 𝑡)，电

场和磁场可以表示为 E = −∇𝜑(x, 𝑡) − 𝜕A(x,𝑡)
𝜕𝑡 ，B = ∇ × A(x, 𝑡) [63].1 当粒子的速

度远小于真空中的光速时，即 ‖ẋ‖/𝑐 → 0 时，则方程 (2.1) 可以模拟非相对论情

形下的带电粒子运动. 在本文中，我们假定电磁场为静电磁场，即 E = −∇𝜑(x)，

B = ∇ × A(x).

定义拉格朗日量为

𝐿(x, ẋ) = −𝑚0𝑐2

𝛾 + 𝑒ẋ ⋅ A(x) − 𝑒𝜑(x), (2.2)

1对于给定的电磁场，它所对应的电势和磁势是不唯一的. 我们可以选取规范来确定电磁势. 常见的三种
规范包括 Coulomb 规范，它要求 ∇ ⋅ A = 0，Lorenz 规范要求 ∇ ⋅ A + 𝜕𝜑/𝜕𝑡 = 0，Weyl 规范要求 𝜑 = 0.
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方程 (2.1) 可以通过变分原理

𝛿 ∫
𝑡1

𝑡0
𝐿(𝑥(𝑡), �̇�(𝑡))d𝑡 = 0

等价地表达为 Euler–Lagrange 方程.

𝜕𝐿
𝜕x − d

d𝑡 (
𝜕𝐿
𝜕ẋ ) = 0, (2.3)

记 (2.3) 的解流为 𝜙𝐿
𝑡 ，定义拉格朗日二形式 𝜔𝐿 = 𝜕2𝐿

𝜕�̇�𝑖𝜕𝑥𝑗
d𝑥𝑖 ∧ d𝑥𝑗 + 𝜕2𝐿

𝜕�̇�𝑖𝜕�̇�𝑗
d𝑥𝑖 ∧ d�̇�𝑗，

可以证明解流 𝜙𝐿
𝑡 保持该二形式，即

(𝜙𝐿
𝑡 )∗𝜔𝐿 = 𝜔𝐿,

其中 ∗ 表示拉回映射.

通过引入动量 p，方程 (2.1) 可以等价表示为如下的一阶微分方程组，

dx
d𝑡 = p

𝑚0𝛾 ,

dp
d𝑡 = 𝑒 (E(x) + p

𝑚0𝛾 × B(x)) ,
(2.4)

其中洛伦兹因子在该坐标下可以表达为 𝛾 = √1 + p2/(𝑚2
0𝑐2). 记 z = [x⊤,p⊤]⊤，系

统 (2.4) 可表达为更紧凑的形式

̇z = 𝐾−1(z)∇𝐻(z), (2.5)

其中 𝐾(z) =
⎛
⎜
⎜
⎝

−𝑒B̂(x) −𝐼

𝐼 0

⎞
⎟
⎟
⎠

, 𝐻(x,p) = 𝑚0𝑐2𝛾 + 𝑒𝜑(x). 在反对称矩阵 𝐾(z) 中的

B̂(x) =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0 −𝐵3(x) 𝐵2(x)

𝐵3(x) 0 −𝐵1(x)

−𝐵2(x) 𝐵1(x) 0

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

是由磁场 B 所定义. 利用矩阵 𝐾，定义二形式

𝜔𝐾 = dz ∧ 𝐾dz. 当 ∇ ⋅ B(x) = 0，可以验证 d𝜔𝐾 = 0. 进一步，可以证明系统 (2.5)

的解流 𝜙𝐾
𝑡 满足

(𝜙𝐾
𝑡 )∗𝜔𝐾 = 𝜔𝐾 ,

8
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其中 𝜔𝐾 被称为 𝐾-辛结构.

通过 Euler–Lagrange 方程 (2.3) 定义共轭动量 P = 𝜕𝐿/𝜕ẋ，单粒子模型 (2.1)

在坐标 (x,P) 下可以表示为

dx
d𝑡 = P − 𝑒A(x)

𝑚0𝛾 ,

dP
d𝑡 = 𝑒

𝑚0𝛾 (
𝜕A(x)

𝜕x )
⊤

(P − 𝑒A(x)) − 𝑒∇𝜑(x),

其中洛伦兹因子可表达为 𝛾 = √1 + (P − 𝑒A(x))2/(𝑚2
0𝑐2). 记 z = [x⊤,P⊤]⊤，上述

系统可以表达为哈密顿正则方程

̇z = 𝐽 −1∇𝐻(z), (2.6)

其中 𝐻(x,P) = 𝑚0𝑐2𝛾 + 𝑒𝜑(x) 为系统的哈密顿量，𝐽 =
⎛
⎜
⎜
⎝

0 −𝐼

𝐼 0

⎞
⎟
⎟
⎠
. 可以证明系统

(2.6) 的解流 𝜙𝑡 满足

(𝜙𝑡)∗𝜔𝐽 = 𝜔𝐽 ,

其中 𝜔𝐽 = d𝑧 ∧ 𝐽 −1d𝑧 被称为典则辛结构.

图 2.1托卡马克几何位形截面图

在等离子体物理的研究中，除了笛卡尔坐标外，还有两类比较常见的坐标：

柱坐标 (𝑅, 𝜉, 𝑧) 和环坐标 (𝑟, 𝜃, 𝜉). 图 2.1 展示了两种坐标系下的托卡马克位

形 [64]. 其中柱坐标 (𝑅, 𝜉, 𝑧) 可以表达为

𝑅 = √𝑥2 + 𝑦2, 𝜉 = arctan (
𝑦
𝑥) , 𝑧 = 𝑧 (2.7)

9
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环坐标 (𝑟, 𝜃, ̄𝜉) 可以表达为

𝑟 = √(𝑅 − 𝑅0)2 + 𝑧2, 𝜃 = arctan (
𝑧

𝑅 − 𝑅0 ), ̄𝜉 = −𝜉

其中 𝑅0 是一个常数，取决于装置的尺寸.

2.2 Modulated Fourier展开方法

本节介绍一种可以对二阶高振荡问题进行分析的方法：Modulated Fourier 展

开方法 [5]. 该方法于 2000 年首次在文献 [65] 中被提出并用于高振荡问题的长

时间分析，在文献 [65] 中，这种方法也称为频率展开方法. Modulated Fourier 展

开方法的思路是把精确解和数值解按照系统的频率展开成级数形式，其中每一

项的系数是不依赖于高振荡频率的缓慢变化函数. 通过比较数值解和精确解对应

的 Modulated Fourier 展开系数，可以分析数值方法的精度. 此外，由于系数函数

满足的系统不再是一个高振荡问题，我们可以利用 Noether 定理分析系统的守恒

量，从而理解精确解以及数值解的长时间行为.

考虑如下的非线性二阶高振荡微分方程

�̈� + Ω2𝑥 = 𝑔(𝑥), (2.8)

其中 Ω =
⎛
⎜
⎜
⎝

0 0

0 𝜔𝐼

⎞
⎟
⎟
⎠
，𝜔 ≫ 1，𝑔(𝑥) = −∇𝑈(𝑥). 方程 (2.8) 可以用来描述很多实际问

题，例如 Fermi–Pasta–Ulam 问题 [66]，半线性波动方程 [67] 等. 在本节中假设初

值满足如下条件
1
2‖�̇�(0)‖2 + 1

2‖Ω𝑥(0)‖2 ≤ 𝐸 (2.9)

其中 𝐸 与 𝜔 无关，我们可以得到如下精确解的 Modulated Fourier 展开.

定理 2.1. [5]假设方程 (2.8)的解 𝑥(𝑡)满足初值条件 (2.9)，且该解在 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇

内一直保持在紧集 𝕂上，那么该数值解具有如下的展开

𝑥(𝑡) = 𝑦(𝑡) + ∑
0≤𝑙|𝑘|≤𝑁

e𝑖𝑘𝜔𝑡𝑧𝑘(𝑡) + 𝑅𝑁 (𝑡), ∀𝑁 ≥ 2 (2.10)
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其中余项 𝑅𝑁 和其导数 �̇�𝑁 对于 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 满足

𝑅𝑁 (𝑡) = 𝑂(𝜔−𝑁−2) 和 �̇�𝑁 (𝑡) = 𝑂(𝜔−𝑁−1).

实值函数 𝑦 = (𝑦0, 𝑦1)和复值函数 𝑧𝑘 = (𝑧𝑘
0, 𝑧𝑘

1)以及它们直到𝑀 阶导数满足

𝑦0 = 𝑂(1), 𝑧1
0 = 𝑂(𝜔−3), 𝑧𝑘 = 𝑂(𝜔−𝑘−2)

𝑦1 = 𝑂(𝜔−2), 𝑧1
1 = 𝑂(𝜔−1),

(2.11)

其中 𝑘 = 2, ⋯ , 𝑁 − 1，𝑧−𝑘 = ̄𝑧𝑘. 上述关系式中的所有高阶项系数与 𝜔和 𝑡 (0 ≤

𝑡 ≤ 𝑇 )无关，但是依赖于𝑀，𝑁，𝑇 和 (2.9)中的 𝐸，以及非线性项 𝑔(𝑥)在 𝕂上

导数的界.

下面我们介绍一类常见的数值方法

𝑥𝑛+1 − 2 cos(ℎΩ)𝑥𝑛 + 𝑥𝑛−1 = ℎ2Ψ𝑔(Φ𝑥𝑛), (2.12)

其中 ℎ 为步长，Ψ = 𝜓(ℎΩ)，Φ = 𝜙(ℎΩ)，𝜓 和 𝜙 被称为滤子函数，它们均为偶

的实值函数且满足 𝜓(0) = 𝜙(0) = 1. 根据问题需要，滤子函数可以有多种不同的

选择方式. 例如，

• 𝜓(𝜉) = sinc2(𝜉/2)，𝜙(𝜉) = 1，参见 [68].

• 𝜓(𝜉) = sinc(𝜉)，𝜙(𝜉) = 1，参见 [69].

• 𝜓(𝜉) = sinc(𝜉)𝜙(𝜉)，𝜙(𝜉) = sinc(𝜉)，参见 [70].

• 𝜓(𝜉) = sinc2(𝜉/2)，𝜙(𝜉) = sinc(𝜉)(1 + 1
3 sin2 1

2𝜉)，参见 [67].

• 𝜓(𝜉) = sinc2(𝜉)，𝜙(𝜉) = 1，参见 [65].

假设滤子函数 𝜓 和 𝜙 满足下面的条件

|𝜓(ℎ𝜔)| ≤ 𝐶 sinc2
(

1
2ℎ𝜔) ,

|𝜙(ℎ𝜔)| ≤ 𝐶 |sinc (
1
2ℎ𝜔)| ,

|𝜓(ℎ𝜔)𝜙(ℎ𝜔)| ≤ 𝐶 |sinc (ℎ𝜔)| ,

(2.13)

我们可以得到下述关于数值解的 Modulated Fourier 展开.

11
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定理 2.2. [5]考虑数值方法 (2.12)在 (2.13)的条件下，假设 ℎ𝜔 ≥ 𝑐0 > 0满足如

下的非共振性条件

| sin (
1
2𝑘ℎ𝜔) | ≥ 𝑐√ℎ 𝑘 = 1, ⋯ , 𝑁, 𝑁 ≥ 2,

则数值解在 0 ≤ 𝑡 = 𝑛ℎ ≤ 𝑇 内有如下展开

𝑥𝑛 = 𝑦ℎ(𝑡) + ∑
0<|𝑘|<𝑁

e𝑖𝑘𝜔𝑡𝑧𝑘
ℎ(𝑡) + 𝑅ℎ,𝑁 (𝑡). (2.14)

对任意 𝑚 ≥ 0，余项 𝑅ℎ,𝑁 具有如下形式

𝑅ℎ,𝑁 (𝑡) = 𝑡2ℎ𝑁Ψ𝑟(𝑡), 其中 𝑟(𝑡) = 𝑂(𝜙(ℎ𝜔)𝑁 + ℎ𝑚).

进一步，系数函数 𝑦ℎ，𝑧ℎ.以及它们直到𝑀 阶导数满足

𝑦ℎ,0 = 𝑂(1), 𝑧1
ℎ,0 = 𝑂(𝜔−2), 𝑧𝑘

ℎ,0 = 𝑂(𝜔−𝑘)

𝑦ℎ,1 = 𝑂(𝜔−2), 𝑧1
ℎ,1 = 𝑂(𝜔−1), 𝑧𝑘

ℎ,1 = 𝑂(𝜔−𝑘),
(2.15)

其中 𝑘 = 2, ⋯ , 𝑁 − 1. 上述关系式中的高阶项系数与 𝜔和 ℎ无关，但是依赖于

𝐸，𝑀，𝑁，𝑚，𝑐和 𝑇 .

上述定理表明高振荡问题 (2.8) 的精确解以及数值格式 (2.12) 对应的数值解

均可以表示为慢变部分与快变部分乘积的形式. 下面我们分别对精确解以及数值

解对应的系数函数满足的系统进行分析.

从方程 (2.8) 可知，对应的哈密顿量为

𝐻(𝑥, �̇�) = 1
2�̇�⊤�̇� + 1

2𝑥⊤Ω2𝑥 + 𝑈(𝑥).

应用定理 2.1 知，方程 (2.8) 的解 𝑥 可以表示为 (2.10) 的形式. 记 𝑦0(𝑡) = 𝑦(𝑡)，

𝑦𝑘(𝑡) = e𝑖𝑘𝜔𝑡𝑧𝑘(𝑡) (0 < |𝑘| < 𝑁) 以及 y = (𝑦−𝑁+1, ⋯ , 𝑦−1, 𝑦0, 𝑦1, ⋯ , 𝑦𝑁−1), 定义

𝑈(y) = 𝑈(𝑦0) + ∑
𝑠(𝛼)=0

1
𝑚!𝑈 (𝑚)(𝑦0)y𝛼.
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根据定理 2.1可知，y(𝑡) 满足如下的系统

̈𝑦𝑘 + Ω2𝑦𝑘 = −∇𝑦−𝑘𝑈(y) + 𝑂(𝜔−𝑁 ),

如果忽略 𝑂(𝜔−𝑁 ) 项，上式可以表示为如下的哈密顿形式

̇𝑦𝑘 = 𝜕ℋ
𝜕 ̇𝑦−𝑘 (y, ẏ), ̈𝑦𝑘 = − 𝜕ℋ

𝜕𝑦−𝑘 (y, ẏ),

其中

ℋ(y, ẏ) = 1
2 ∑

𝑘
(( ̇𝑦−𝑘)⊤ ̇𝑦𝑘 + ( ̇𝑦−𝑘)⊤Ω2 ̇𝑦𝑘) + 𝒰 (y). (2.16)

定理 2.3. [5]记ℐ(y, ẏ) = −𝑖𝜔 ∑𝑘 𝑘(𝑦−𝑘)⊤ ̇𝑦𝑘,系统谐振子能量为 𝐼(𝑥, �̇�) = 1
2‖�̇�1‖2+

1
2𝜔2‖𝑥1‖2. 在定理 2.1的假设下，我们有如下估计

ℋ(y(𝑡), ẏ(𝑡)) = ℋ(y(0), ẏ(0)) + 𝑂(𝜔−𝑁 ),

ℐ(y(𝑡), ẏ(𝑡)) = ℐ(y(0), ẏ(0)) + 𝑂(𝜔−𝑁 ),

进一步

𝐻(𝑥(𝑡), �̇�(𝑡)) = ℋ(y(𝑡), ẏ(𝑡)) + 𝑂(𝜔−1),

𝐼(𝑥(𝑡), �̇�(𝑡)) = ℐ(y(𝑡), ẏ(𝑡)) + 𝑂(𝜔−1).

上述表达式的高阶项系数与 𝜔，𝑡 (0 < 𝑡 < 𝑇 )无关，但依赖于 𝐸，𝑁 和 𝑇 .

类似地，考虑数值解对应的 Modulated Fourier 展开 (2.14)，我们有下述定理.

定理 2.4. [5]记
𝑦ℎ = (𝑦−𝑁+1

ℎ , ⋯ , 𝑦−1
ℎ , 𝑦0

ℎ, 𝑦1
ℎ, ⋯ , 𝑦𝑁−1

ℎ ),

𝑧ℎ = (𝑧−𝑁+1
ℎ , ⋯ , 𝑧−1

ℎ , 𝑧0
ℎ, 𝑧1

ℎ, ⋯ , 𝑧𝑁−1
ℎ ),

其中 𝑦0
ℎ(𝑡) = 𝑧0

ℎ(𝑡) = 𝑦ℎ(𝑡)，𝑦𝑘
ℎ(𝑡) = e𝑖𝑘𝜔𝑡𝑧𝑘

ℎ(𝑡). 定义

ℋℎ[zℎ](𝑡) = 1
2‖ ̇𝑦ℎ,0(𝑡)‖2 + 2𝜔2‖𝑧1

ℎ,1(𝑡)‖2 + 𝑈(Φ𝑦ℎ(𝑡)) + 𝑂(ℎ2),

以及

ℐℎ[zℎ](𝑡) = 2𝜔2‖𝑧1
ℎ,1(𝑡)‖2 + 𝑂(ℎ2).
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在定理 2.2的假设下，ℋℎ满足

ℋℎ[Zℎ](𝑡) = ℋℎ[Zℎ](0) + 𝑂(𝑡ℎ𝑁 ),

ℋℎ[Zℎ](𝑡) = 𝐻(𝑥𝑛, �̇�𝑛) + 𝑂(ℎ),

ℐℎ满足

ℐℎ[Zℎ](𝑡) = ℐℎ[Zℎ](0) + 𝑂(𝑡ℎ𝑁 ),

ℐℎ[Zℎ](𝑡) = 𝐼(𝑥𝑛, �̇�𝑛) + 𝑂(ℎ).

上述表达式的高阶项系数与 𝜔，𝑡(0 < 𝑡 < 𝑇 )无关，但依赖于 𝐸，𝑁 和 𝑇 .

利用定理 2.3 和定理 2.4，易得到系统 (2.8) 的能量 𝐻 和振动能量 𝐼 满足如

下的估计，表明了数值方法在 𝐶𝑁ℎ−𝑁+1 长时间内保持 𝐻 和 𝐼 .

定理 2.5. [5]在上述假设条件下，数值格式 (2.12)对应的数值解满足

𝐻(𝑥𝑛, �̇�𝑛) = 𝐻(𝑥0, �̇�(0)) + 𝑂(ℎ),

𝐼(𝑥𝑛, �̇�𝑛) = 𝐼(𝑥0, �̇�(0)) + 𝑂(ℎ),
0 ≤ 𝑛ℎ ≤ ℎ−𝑁+1.

2.3 切触哈密顿系统

在本节中，我们介绍一种新的微分几何结构，它被称为切触结构，与辛几何

结构相比，它是定义在奇数维流形上的，是于 1987 年被 Sophus Lie 提出，作为

研究微分方程的一种几何工具 [71]. 切触几何和许多纯数学中的其它一些领域具

有密切联系，并且在应用数学以及物理科学中也有着重要的应用，例如非完整约

束系统 [72]，热力学 [73, 74]，流体动力学 [75, 76] 等.

首先我们给出切触流形和切触结构的定义.

定义 2.1. [77] 记 𝑀 为 2𝑛 + 1 维流形，𝛼 为定义在 𝑀 上的 1-形式. 如果 𝛼 满足

𝛼 ∧ (d𝛼)𝑛 ≠ 0 处处成立，则 𝛼 被称为切触形式. 我们称 (𝑀, 𝛼) 为一个 2𝑛 + 1 维的

切触流形. 由切触形式 𝛼 可以定义相应的切触结构 𝐷

𝐷 = Ker 𝛼.

注. 切触结构可进一步表示为 𝐷 = ∪𝑥∈𝑀𝐷𝑥，其中 𝐷𝑥 = {𝑋 ∈ 𝑇𝑥𝑀 ∶ 𝛼𝑥(𝑋) = 0}.
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由切触结构的定义可知切触流形 (𝑀, 𝛼) 均为奇数维.

定理 2.6. [78]记 𝛼 为切触 1-形式，𝑓 为定义在 (𝑀, 𝛼)上的非零函数. 那么 1-形

式 𝛼′ = 𝑓𝛼也是一个切触形式且 Ker 𝛼′ = Ker 𝛼.

根据该定理我们可以看出，两个不同的 1-形式 𝛼 和 𝛼′ = 𝑓𝛼 定义了相同的

切触结构，即切触形式是不唯一的.

如下定理是对辛结构的 Darboux 定理的一个推广.

定理 2.7. [78][Darboux定理]记 (𝑀, 𝛼)为 2𝑛 + 1维切触流形. 则 (𝑀, 𝛼)局域微分

同胚于 (ℝ2𝑛+1, 𝛼0)，其中

𝛼0 = 𝑥d𝑦 + d𝑧 =
𝑛

∑
𝑖=1

𝑥𝑖d𝑦𝑖 + d𝑧,

(𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑛, 𝑦1, ⋯ , 𝑦𝑛, 𝑧)为 ℝ2𝑛+1上的坐标.

例 2.1. 对于 ℝ3，其上坐标记为 (𝑥, 𝑦, 𝑧)，考虑如下的 1-形式

𝛼 = 𝑥d𝑦 + d𝑧.

由于 𝛼 ∧ (d𝛼) = (𝑥d𝑦 + d𝑧) ∧ (d𝑥 ∧ d𝑦) = d𝑥 ∧ d𝑦 ∧ d𝑧 ≠ 0，所以 𝛼 是 ℝ3 上的一个

切触形式，被称为典则切触形式. 切触结构可以由 { 𝜕
𝜕𝑥 , ( 𝜕

𝜕𝑦 − 𝑥 𝜕
𝜕𝑧 )} 张成，即

𝐷 = Ker 𝛼 = 𝑐1
𝜕

𝜕𝑥 + 𝑐2 (
𝜕
𝜕𝑦 − 𝑥 𝜕

𝜕𝑧) .

定义 2.2. [77] 记 (𝑀, 𝛼) 和 (𝑀′, 𝛼′) 为 2𝑛 + 1 维切触流形. 如果一个微分同胚映

射 𝑓 ∶ 𝑀 → 𝑀′ 满足，存在非零函数 𝜇 ∶ 𝑀 → ℝ，使得

𝑓 ∗𝛼′ = 𝜇𝛼,

则称 𝑓 是切触微分同胚映射

我们可以记 (𝑀, 𝛼) 上的切触微分同胚映射群为

Diff(𝑀, 𝛼) = {𝑓 ∈ Diff(𝑀)|𝑓 ∗𝛼 = 𝜇𝛼, 𝜇(𝑥) ≠ 0 ∀𝑥 ∈ 𝑀}.
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如果 𝛼′ = 𝜌𝛼, 𝜌 ≠ 0，那么我们有

Diff(𝑀, 𝛼′) = Diff(𝑀, 𝛼).

(𝑀, 𝛼) 上的切触动力系统可以由一个切触向量场所定义. 如果切触流形上的

一个向量场保持切触结构 𝐷 = Ker 𝛼，则称该向量场为切触向量场. 下述命题给

出了一个等价条件.

命题 2.8. [79]一个向量场𝑋是切触的，当且仅当存在一个光滑函数 𝜆 ∶ 𝑀 → ℝ

使得

𝐿𝑋𝛼 = 𝜆𝛼, (2.17)

其中 𝐿𝑋𝛼表示 1-形式 𝛼关于向量场 𝑋 的李导数.

定义 2.3. [77] 如果 𝑋 是一个切触向量场，那么函数

𝐾 = 𝑖𝑋𝛼 ≡ 𝛼(𝑋)

称为由 𝑋 定义的切触哈密顿函数.

定理 2.9. [77]对任意给定的函数 𝐾 ∶ 𝑀 → ℝ，存在唯一的切触向量场 𝑋，使

得 𝐾 是其对应的哈密顿函数.

在本论文中我们考虑 𝑀 = ℝ2𝑛+1 欧氏空间作为基流形. 它的标准切触结构

为

𝛼 = 𝑥d𝑦 + d𝑧 = (0, 𝑥⊤, 1)

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

d𝑥

d𝑦

d𝑧

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

ℝ2𝑛+1 中切触动力系统是由切触向量场 𝑋 = (𝑎⊤, 𝑏⊤, 𝑐) ∶ ℝ2𝑛+1 → ℝ2𝑛+1 通过下

列方程给出

�̇� = 𝑎(𝑥, 𝑦, 𝑧), ̇𝑦 = 𝑏(𝑥, 𝑦, 𝑧), ̇𝑧 = 𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑧),

根据切触向量场条件为 (2.17) 有

𝐿𝑋𝛼 = 𝑖𝑋d𝛼 + d𝑖𝑋𝛼 = 𝜆𝛼. (2.18)
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从 (2.18) 容易看到，在 ℝ2𝑛+1 中任一个切触向量场 𝑋，存在一个切触哈密顿函数

𝐾(𝑥, 𝑦, 𝑧)，使得

𝑎 = −𝐾𝑦 + 𝐾𝑧𝑥, 𝑏 = 𝐾𝑥, 𝑐 = 𝐾 − 𝑥⊤𝐾𝑥 =∶ 𝐾𝑒, (2.19)

其中 𝜆 = 𝐾𝑧. 事实上，(2.19) 是切触向量场的一般表示.

定义 2.4. [4] ℝ2𝑛+1 中的一个变换 𝑔

𝑔 ∶

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

x

v

𝑠

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

↦

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

x̂(x, v, 𝑠)

̂v(x, v, 𝑠)

̂𝑠(x, v, 𝑠)

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

是切触变换，即 𝑔∗𝛼 = 𝜇𝑔𝛼，意味着

𝑛

∑
𝑖=1

�̂�𝑖d ̂𝑦𝑖 + d ̂𝑧 = 𝜇𝑔 (

𝑛

∑
𝑖=1

𝑥𝑖d𝑦𝑖 + d𝑧
)

, (2.20)

其中 𝜇𝑔 ∶ ℝ2𝑛+1 → ℝ 为处处不等于零的函数，称为 𝑔 的因子.

可以将 (2.20) 显式表达为

(0, �̂�⊤, 1)

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

�̂�𝑥 �̂�𝑦 �̂�𝑧

̂𝑦𝑥 ̂𝑦𝑦 ̂𝑦𝑧

̂𝑧𝑥 ̂𝑧𝑦 ̂𝑧𝑧

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

= 𝜇𝑔(0, 𝑥⊤, 1).

切触哈密顿函数 𝐾 的切触系统的相流 𝑔𝑡
𝐾 ∶ ℝ2𝑛+1 → ℝ 是 ℝ2𝑛+1 中的一单参

数切触变换群，满足

𝑔0
𝐾 = 𝐼 为 ℝ2𝑛+1 中恒等映射,

𝑔𝑡+𝑠
𝐾 = 𝑔𝑡

𝐾 ∘ 𝑔𝑠
𝐾 , ∀𝑡, 𝑠 ∈ ℝ,

(𝑔𝑡
𝐾 )∗𝛼 = 𝜇𝑔𝑡

𝐾
𝛼, (2.21)
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其中函数 𝜇𝑔𝑡
𝐾

∶ ℝ2𝑛+1 → ℝ 处处不为零，与哈密顿函数 𝐾 有如下关系式

𝜇𝑔𝑡
𝐾

= exp ∫
𝑡

0
(𝐾𝑧 ∘ 𝑔𝑠

𝐾 )d𝑠.

为了构造切触系统的差分格式，我们要使离散后切触相流同样满足条件 (2.21)，

当然可以是一个不同的非零因子.

文献 [3, 7] 中最早提出并构造了切触算法. 下面给出切触算法的定义.

定义 2.5. [3] 一个数值方法 Φℎ ∶ (x𝑛, y𝑛, 𝑧𝑛) ↦ (x𝑛+1, y𝑛+1, 𝑧𝑛+1) 称为是切触的，

如果它满足

d𝑧𝑛+1 + x𝑛+1dy𝑛+1 = 𝜇ℎ (d𝑧𝑛 + x𝑛dy𝑛) ,

其中 𝜇ℎ 为一个依赖 ℎ 的函数.
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第 3章 单粒子模型的变步长辛算法

在实际计算中，数值方法的步长不一定是一致的，可以通过数值解的误差调

整步长以实现高效的目标. 但对于哈密顿系统，文献 [80, 81] 中的结果表明直接

对辛算法采用变步长策略会破坏数值解的长时间稳定行为. 因此文献 [82, 83] 通

过引入时间变换函数，构造了新的变步长方法，该方法是辛的并且保证了数值

解的长时间稳定性. 该策略也被推广到变步长变分方法的构造中 [84]. 在本章中，

我们主要对等离子体中的单粒子模型构造了相应的变步长辛方法. 由于带电粒子

在电磁场中的运动具有时空多尺度效应，例如逃逸电子运动的时间尺度范围是

从回旋周期 (𝑡 ∼ 10−11s) 到观测时间 (𝑡 ∼ 10−2 → 1s). 为了模拟逃逸电子的运动，

如果采用经典数值方法，通常需要大约 1011 量级的迭代步数. 我们在本章中提出

了一类新的时间变换函数，可以实现在每一个回旋周期内均匀采样，提高了计算

效率并且保证了数值解具有长时间的准确性.

3.1 单粒子系统的性质

考虑单粒子模型 (2.6)，我们知道能量 𝐻 = 𝑚0𝑐2𝛾 + 𝑒𝜑(x) 是系统的一个守恒

量. 此外，下述定理给出了系统 (2.6) 的另外两个物理量的守恒情况，它们分别是

角动量和磁矩.

定理 3.1. 假设系统 (2.6)在柱坐标下的表达形式具有方位角对称性，则典则角动

量

𝑃𝜉 = 𝑚0𝛾𝑅2 ̇𝜉 + 𝑒𝑅𝐴𝜉 ,

是系统的一个不变量，其中 𝐴𝜉 是磁势 A在柱坐标下的环向分量.

证明. 考虑拉格朗日函数 (2.2)，在柱坐标 (𝑅, 𝜉, 𝑧) 下，它可以表达为

𝐿(𝑅, 𝜉, 𝑧, �̇�, ̇𝜉, ̇𝑧) = −𝑚0𝑐2
√1 − �̇�2 + 𝑅2 ̇𝜉2 + ̇𝑧2

𝑐2 +𝑒(�̇�𝐴𝑅+𝑅 ̇𝜉𝐴𝜉 + ̇𝑧𝐴𝑧)−𝑒𝜑. (3.1)

定义典则角动量为

𝑃𝜉 = 𝜕𝐿
𝜕 ̇𝜉

= 𝑚0𝛾𝑅2 ̇𝜉 + 𝑒𝑅𝐴𝜉 .
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由于该系统是关于方位角 𝜉 对称的，所以在柱坐标 (𝑅, 𝜉, 𝑧) 下，A 和 𝜑 的分量均

不依赖方位角 𝜉，因此拉格朗日函数 (3.1) 不依赖方位角 𝜉，即 𝜕𝐿/𝜕𝜉 = 0. 在柱坐

标下，Euler–Lagrange 方程可以表达为

d
d𝑡

𝜕𝐿
𝜕 ̇𝜉

= 𝜕𝐿
𝜕𝜉 = 0,

所以我们有
d𝑃𝜉
d𝑡 = d

d𝑡
𝜕𝐿
𝜕 ̇𝜉

= 0,

这表明了 𝑃𝜉 是系统的一个守恒量.

若不考虑相对论效应，磁矩定义为

𝜇 = |ẋ⟂|2

2𝐵(x) , (3.2)

其中 ẋ⟂ 表示粒子垂直于磁场方向的速度，𝐵(x) = |B(x)| 表示磁场强度. Kruskal

等人证明了在磁场缓慢变换的假设下，即 |𝜕B
𝜕𝑡

1
𝜔𝑐

| ≪ 𝐵 和 |𝜌∇B| ≪ 𝐵 时，磁

矩 (3.2) 是一个绝热不变量 [85, 86]. 对于强磁场情形，文献 [87] 中基于哈密顿摄

动理论证明了磁矩在指数长时间内几乎不变，但该方法很难用于分析数值格式

的长时间行为. 而文献 [34] 中采用了 Modulated Fourier 展开的方法，不仅证明了

连续系统的绝热不变量，对数值格式的长时间行为也进行了分析.

考虑带相对论效应的单粒子模型，磁矩可以表达为

𝜇 = 𝑝2
⟂/2𝑚𝐵, (3.3)

我们证明了如下定理.

定理 3.2. 假设电磁场满足 E(x) ≡ 0以及 𝜌|∇𝐵| ≪ 𝐵，那么磁矩 (3.3)是相对论单

粒子系统 (2.1)的一个绝热不变量. 其中 𝑚 = 𝑚0𝛾，𝛾 为相对论因子，𝐵表示磁场

强度，𝜌 = 𝑝⟂/|𝑒|𝐵表示回旋半径，𝑝⟂为动量垂直于磁场方向的分量.

证明. 由假设知 E(x) ≡ 0，即电势 𝜑(x) 为常数，定义系统 (2.1) 的哈密顿量为

𝐻 = 𝑚0𝑐2𝛾 + 𝑒𝜑(x),
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由于 𝐻 沿着解流保持不变，所以 𝛾 和 𝑚 沿着解流保持不变. 对方程 (3.3) 中定义

的磁矩 𝜇 关于 𝑡 求导有

d𝜇
d𝑡 = 1

2𝑚𝐵
d𝑝2

⊥
d𝑡 −

𝑝2
⊥

2𝑚
d
d𝑡

1
𝐵 . (3.4)

我们把动量 p 分解如下

p = 𝑝∥b + 𝑝⟂n (3.5)

其中 b = B/𝐵，n = (p−𝑝∥b)/𝑝⟂. 类似地，速度 v也可以相应的表达为 v = 𝑣∥b+𝑣⟂n.

将 (3.5) 代入到 (2.4) 的第二个方程中，并在两端分别与 n 做内积，我们有

𝑝∥n ⋅ db
d𝑡 + d𝑝⟂

d𝑡 = 0.

上式两端乘以 𝑝⟂ 得

1
2

d𝑝2
⟂

d𝑡 + 𝑝∥𝑝⟂n ⋅ db
d𝑡 = 0. (3.6)

由于
db
d𝑡 = 𝑣∥b ⋅ ∇b + 𝑣⟂n ⋅ ∇b,

我们可以将 (3.6) 等价表达为

1
2

d𝑝2
⟂

d𝑡 = −𝑝∥𝑝⟂𝑣∥n ⋅ (b ⋅ ∇b) − 𝑝∥𝑝⟂𝑣⟂n ⋅ (n ⋅ ∇b). (3.7)

因为 b ⋅ ∇b 垂直于 n，所以上式右端第一项为 0. 方程 (3.7) 两端在一个回旋周期

内取平均有，

< 1
2

d𝑝2
⟂

d𝑡 >= − < 𝑝∥𝑝⟂𝑣⟂n ⋅ (n ⋅ ∇b) >= −1
2 < 𝑝∥𝑝⟂𝑣⟂∇ ⋅ b > . (3.8)

下面我们考虑方程 (3.4) 右端的第二项，

d
d𝑡

1
𝐵 = − 1

𝐵2 (𝑣∥b ⋅ ∇𝐵 + 𝑣⟂n ⋅ ∇𝐵).

21



等离子体物理中保结构算法的设计与分析

上式两端同时在一个回旋周期内取平均得

< d
d𝑡

1
𝐵 >= − < 1

𝐵2 𝑣∥b ⋅ ∇𝐵 > +𝑂(𝜖). (3.9)

最后，我们对 (3.4) 两端取平均，并借助 (3.8) 和 (3.9) 可以给出

< d𝜇
d𝑡 > = − 1

2𝑚 < 1
𝐵 𝑝∥𝑝⟂𝑣⟂∇ ⋅ b > − 1

2𝑚 <
𝑝2

⟂
𝐵2 𝑣∥b ⋅ ∇𝐵 > +𝑂(𝜖)

= − 1
2𝑚 <

𝑝2
⟂

𝐵2 𝑣∥∇ ⋅ B > +𝑂(𝜖) = 𝑂(𝜖).

通过上式我们可以看出磁矩 𝜇 是一个绝热不变量.

上述定理考虑模型中 𝐸 = 0，假设有电场作用，文献 [88, 89] 中观察到磁矩

可能会增长到初始磁矩的 100 倍，所以 (3.3) 中的磁矩 𝜇 不再是系统 (2.1) 的绝热

不变量. 文献 [90] 给出了一个修正的磁矩表达式，并通过哈密顿摄动理论证明了

该量为绝热不变量.

3.2 变步长辛算法

这里，我们首先介绍变步长算法的基本思想 [5]. 考虑一个微分方程

dz
d𝑡 = 𝑓(z), (3.10)

定义时间变换 𝑡 ↦ 𝜏，满足 d𝑡/d𝜏 = 𝜎(z)，其中 𝜎(z) = 𝜎(z(𝑡)) 也称为步长函数. 记

̃z(𝜏) = z(𝑡(𝜏))，有

d ̃z
d𝜏 = dz

d𝑡
d𝑡
d𝜏 = 𝜎(z(𝑡(𝜏)))𝑓 (z(𝑡(𝜏))) = 𝜎( ̃z(𝜏))𝑓 ( ̃z(𝜏)).

为了简便，下述表达中我们记 z(𝜏) = ̃z(𝜏). 因此经过时间变换后的系统可表达为

dz
d𝜏 = 𝜎(z)𝑓 (z). (3.11)

对系统 (3.11) 采用固定步长为 Δ𝜏 的数值方法进行求解，这样得到的数值离散被

称为是原系统 (3.10)的一个变步长数值格式，其中步长 Δ𝑡𝑛 = ∫(𝑛+1)Δ𝜏
𝑛Δ𝜏 𝜎(z(𝜆))d𝜆 ≈
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𝜎(z𝑛)Δ𝜏，在每一个迭代步是不等的，如图 3.1 所示.

t :

τ :

图 3.1时间坐标 𝑡和 𝜏 下的步长对应.

进一步，若 𝑓 为哈密顿向量场，我们定义变换后的系统为

̇z = 𝐽∇𝐸(z), (3.12)

其中 𝐸(z) = 𝜎(z) (𝐻(z) − 𝐻(z0))，z0 为一给定的初值. 方程 (3.12) 可以等价表达

为

̇z = 𝜎(z)𝐽∇𝐻(z) + (𝐻(𝑧) − 𝐻(𝑧0))𝐽∇𝜎(z).

由于哈密顿系统的能量守恒，所以上式右端第二项等于 0，这一项的引入保证了

变换后的系统也具有典则辛结构. 分别记 z(𝑡) 和 ̄z(𝑡) 为系统 (2.6) 和系统 (3.12) 的

解，对于给定初值 z0，有 ̄z(𝜏) = z(𝑡) 其中 𝑡 = ∫𝜏
0 𝜎( ̄z(𝜆))d𝜆. 对方程 (3.12) 应用步

长为 Δ𝜏 的辛算法

z𝑛+1 = ΦΔ𝜏(z𝑛), (3.13)

则知 (3.13) 就是方程 (2.6) 的一个变步长数值方法. 我们发现，上述分析可以

推广到 𝐾-辛系统. 在实际计算中，𝜎 的选择是非常重要的. 通常取步长函数为

𝜎(z) = ‖𝑓(z)‖−1 [91]. 但对于更多的问题，这种选择并不适合. 比如当右端向量场

特别复杂时，那么计算 𝜎 的导数可能会带来比较大的计算量，所以在应用变步

长辛算法时的一个关键问题便是对于具体问题如何选取合适的步长函数.

在给定的电磁场中，带电粒子的运动可以理解为由沿着磁场方向的漂移以

及围绕导心的 Larmor 回旋组成，其中 Larmor 回旋的频率为 𝑓𝑐 = 𝑒𝐵/(2𝜋𝑚0𝛾)，对

应的回旋周期为 𝑇𝑐 = 1/𝑓𝑐 . 在实际模拟中，为了准确刻画粒子的运动，需要采用

小于回旋周期的步长来计算，但这样会增加计算量. 我们这里基于回旋周期来调

整步长，具体的，对于非相对论情形，选择步长函数为 𝜎(z) = 1/𝐵；对于相对论

情形，取步长函数为 𝜎(z) = 𝛾/𝐵. 这种步长函数可以实现在每个回旋周期内的迭

代步数是一致的. 数值结果表明，这样构造的算法不仅具有长时间稳定性，而且
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是高效的.

由于哈密顿量是该系统的一个守恒量，在实际计算中，洛伦兹因子 𝛾 = (𝐻 −

𝑒𝜑)/𝑚0𝑐2 可以被替换为 𝛾 = (𝐻0 − 𝑒𝜑)/𝑚0𝑐2. 所以步长函数 𝜎 可以被表示为不依

赖 P 的函数 𝜎 = (𝐻0 − 𝑒𝜑)/𝐵𝑚0𝑐2, 从而简化了方程 (3.12) 的表达. 使用上述步长

函数 𝜎，变换之后的哈密顿系统可以表达为

dx
d𝑡 = 𝐻0 − 𝜑

𝐵𝛾 (P − A(x)),

dP
d𝑡 = 𝐻0 − 𝜑

𝐵𝛾 (
𝜕A(x)

𝜕x )
⊤

(P − A(x)) − 𝐻0 − 𝜑
𝐵 ∇𝜑(x) − (𝐻 − 𝐻0) 𝜕

𝜕x (
𝐻0 − 𝜑

𝐵 ) .
(3.14)

对该系统采用定步长的辛算法，例如辛欧拉算法，Störmer–Verlet格式，辛Runge–

Kutta 方法，就能得到原系统 (2.6) 的变步长辛算法，这样构造的变步长辛算法具

有长时间稳定性.

ż = J∇H(z)

ż = J∇E(z)

E = σ(z)(H − H0)

zn+1 = Φ∆τ (zn)

numerical

˙̃z = J∇Ẽ(z̃)
modified equation

exact

adaptive

˙̃z = J∇H̃(z̃)

H̃ = Ẽ
σ + H0

modified equation

图 3.2变步长辛算法的向后误差估计示意图.

对于哈密顿系统 (2.6)，记 𝑟 阶变步长辛算法为 z𝑛+1 = Ψ(Δ𝑡𝑛, z𝑛). 可以证明

数值解 z𝑛 是如下修正哈密顿方程

̇̃z = 𝐽∇�̃�(Δ𝜏, ̃z)
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的精确解 [82]，其中修正哈密顿量为

�̃�(Δ𝜏, z) = 𝐻(z) + Δ𝜏𝑟𝐻1(z) + Δ𝜏𝑟+1𝐻2(z) + ⋯ ,

见图 3.2.

考虑单粒子模型 (2.6)，我们可以定义如下的协变哈密顿量

𝐻 =
𝑔𝛼𝛽(𝑃𝛼 − 𝐴𝛼)(𝑃𝛽 − 𝐴𝛽)

2 , (3.15)

其中 𝑋𝛼 = (𝑡, x) 表示 4 维时空中的位置向量，𝑃𝛼 = (𝛾 + 𝜙, −P) 为动量，𝐴𝛼 =

(𝜙, −A) 代表势能，𝑔𝛼𝛽 = 𝑔𝛼𝛽 = diag(1, −1, −1, 1) 为 Minkowski 度规. 记本征时

间为 𝜏，根据哈密顿量 (3.15)，我们可以得到如下协变哈密顿方程 (3.16)

d𝑃𝛼
d𝜏 = − 𝜕𝐻

𝜕𝑋𝛼 = (𝑃 𝛽 − 𝐴𝛽)𝜕𝛼𝐴𝛽 ,
d𝑋𝛼

d𝜏 = 𝜕𝐻
𝜕𝑃𝛼

= 𝑃 𝛼 − 𝐴𝛼,
(3.16)

其中 𝜕𝛼 = 𝜕/𝜕𝑋𝛼 = (𝜕/𝜕𝑋0, ∇)，𝑃 𝛼 = 𝑔𝛼𝛽𝑃𝛽，𝐴𝛼 = 𝑔𝛼𝛽𝐴𝛽 . 研究表明，对 (3.16) 采

用定步长 Δ𝜏 的数值算法计算时，对应 Δ𝑡𝑛 = 𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑛 = Δ𝜏(𝛾𝑘+1 + 𝜙𝑘+1 − 𝜙𝑘) ≈

Δ𝜏𝛾𝑘+1，这与我们的变步长策略是一致的.

3.3 数值实验

在本节中应用上面介绍的变步长辛算法进行数值实验. 首先我们不考虑模型

的相对论效应，模拟了 Penning 阱中三种不同的磁场下的带电粒子运动. 其次，

对于相对论情形，模拟了托卡马克位形中逃逸电子的运动.

Penning阱中的带电粒子. Penning 阱是一个可以储存带电粒子的装置. 在该装

置中，一般选择均匀的轴向磁场和不均匀的四极电场对离子进行束缚，也可考虑

非均匀的磁场 [92]. 该装置可以用来精确测量离子和稳定的亚原子粒子的特性，

已经被各大实验室广泛采用，比如在欧洲核子研究中心（CERN）反质子的储存

就是使用的这种装置.

在如下的数值实验中，我们取电场为 E(x) = 10[𝑥, 𝑦, − 2𝑧]⊤. 对应的电势可
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等离子体物理中保结构算法的设计与分析

以表达为 𝜑(x) = −5(𝑥2 +𝑦2 −2𝑧2). 粒子的初始位置和速度选为 x0 = [1/3, 0, 1/2]⊤，

v0 = [0, 1, 0]⊤. 数值算法我们选择隐中点格式.
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(b)
图 3.3均匀磁场下带电粒子在 Penning阱中的运动轨迹. (a)定步长隐中点. (b)变步长隐中

点.
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(b)
图 3.4非均匀磁场下带电粒子在 Penning阱中的运动轨迹. (a)定步长隐中点. (b)变步长隐

中点.

首先考虑均匀磁场的情形. 取 B(x) = [0, 0, 100]⊤，其对应的磁势可以选为

A(x) = [0, 100𝑥, 0]⊤，由于磁场是均匀的，所以步长函数 𝜎 是一个常数，此时，

变步长辛算法退化为定步长辛算法. 带电粒子在该电磁场下的运动见图 3.3.

下面我们考虑一个非均匀磁场 [93]. 具体表达式为

B(x) = 100 [0, 0, 1]⊤ + 200 [−𝑥𝑧, − 𝑦𝑧, 𝑧2 − 𝑥2 + 𝑦2

2 ]

⊤
,

其对应的磁势为

A(x) = 50 [−4𝑦𝑧2 + 2
3𝑦3 − 𝑦, − 2

3𝑥3 + 𝑥, − 4𝑥𝑦𝑧]
⊤

.
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图 3.4 分别展示了定步长隐中点和变步长隐中点格式所模拟的粒子轨迹. 进一步，

我们展示了变步长辛算法对守恒量的保持情况，在图 3.5 中展示了哈密顿量的相

对误差，可以看出能量误差在长时间内保持有界. 类似地，图 3.6 展示了磁矩误

差随时间的变化，可以看出长时间内磁矩也被保持地很好. 为了进一步阐述变步

长辛算法的高效性，我们分别采用定步长和变步长算法进行模拟，比较了计算到

相同时刻 𝑇 = 100 时，它们分别所需的步数. 通过图 3.7 可以看出，为了得到同

样的数值解误差，变步长算法所需的迭代步数更少，计算效率提高了 180%.
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图 3.5非均匀磁场下系统哈密顿量的相对误差 (Δ𝑡 = Δ𝜏/𝐵 = 0.05/𝐵).
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图 3.6非均匀磁场下系统磁矩的绝对误差 (Δ𝑡 = Δ𝜏/𝐵 = 0.05/𝐵).

最后我们考虑的是一个非对称的磁场

B(x) = 100 [
1
3, 0, 1]

⊤
+ 50 [𝑦 − 𝑧, 𝑥 + 𝑧, 𝑦 − 𝑥]⊤ ,

对应的磁势为

A(x) = 25 [𝑧2 − 𝑦2 − 2𝑦, 2𝑥 − 𝑥2 + 𝑧2 − 2
3𝑧, 𝑦2 − 𝑥2 + 2

3𝑦]
⊤

.
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图 3.8 展示了在该磁场下粒子的运动轨迹. 图 3.9 和 3.10 分别展示了定步长以及

变步长中点格式的哈密顿量误差和磁矩误差，可以看出在长时间内能量误差和

磁矩误差均保持有界，并且变步长策略所得的误差更小. 我们也对比了计算到相

同时刻 𝑇 = 100 时定步长和变步长的效率，如图 3.11 所示，可以看出达到相同

误差时，变步长所需步数明显少于定步长算法. 对于该算例，计算效率提高了约

400%.
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图 3.7非均匀磁场下变步长和定步长的计算效率比较 (𝑇 = 100).
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(b)
图 3.8非对称磁场下带电粒子在 Penning阱中的运动轨迹. (a)定步长隐中点. (b)变步长隐

中点.

在数值实现中，我们发现变步长算法可以采用比定步长算法更大的步长. 以

非对称磁场为例，磁场强度变化范围大致为 77.86 到 167.36 ，所以相应的回旋周

期变化范围为 𝑇𝑐𝑙 = 0.0375 到 𝑇𝑐ℎ = 0.0807. 若采用定步长隐中点格式，最大步

长可以取到 Δ𝑡 = 0.32 𝑇𝑐𝑙 ≈ 0.012 ，如果选取稍大步长 Δ𝑡 = 0.33 𝑇𝑐𝑙，在误差容
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限 𝑒𝑝 = 10−10 时，迭代已经不收敛. 但是对于变步长隐中点格式，我们在步长取

Δ𝜏 = 1.98 时依然可以得到满意的结果. 在图 3.12 中我们展示了对应 Δ𝜏 = 1.98

时步长的变化 Δ𝑡𝑛 ≈ Δ𝜏𝜎𝑛，可以看出步长变化范围为 0.0118 到 0.0254，步长

Δ𝜏 = 1.98 时的能量相对误差和磁矩绝对误差如图 3.13 和 3.14 所示，可以看出，

在大步长的情况下，我们的算法依然可以保持能量误差和磁矩误差长时间有界.
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图 3.9非对称磁场下哈密顿量相对误差. 红色代表定步长算法，其中步长为 Δ𝑡 = 0.012，蓝
色代表变步长算法，其中 Δ𝑡 = Δ𝜏/𝐵 = 0.012/𝐵.

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

T

-1

0

1

2

3

4

5

|
|

10-3

fixed (  t=0.012)

variable ( =0.012)

图 3.10非对称磁场下的磁矩绝对误差. 红色代表定步长算法，其中步长为 Δ𝑡 = 0.012，蓝色
代表变步长算法，其中 Δ𝑡 = Δ𝜏/𝐵 = 0.012/𝐵.

相对论单粒子模型. 下面我们考虑对于相对论带电粒子系统的数值模拟，我们

取步长函数为 𝜎 = 𝛾/𝐵，其中 𝛾 为洛伦兹因子. 在该算例中，我们选取了两种类

型的电磁场，分别为均匀电磁场以及托卡马克位形下的非均匀电磁场.

首先我们考虑均匀电磁场下逃逸电子的运动. 在该算例中，我们选择的电磁

场为

E(x) = 𝐸0[0, 0, 1]⊤, B(x) = 𝐵0[0, 0, 1]⊤,
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其中 𝐵0 = 1，𝐸0 = 0.005. 对应的电磁势可以表达为

𝜑(x) = −𝐸0𝑧, A(x) = 𝐵0[0, 𝑥, 0]⊤.

粒子的初始速度选为 𝑣𝑥 = 10−2，𝑣𝑦 = 𝑣𝑧 = 0，初始位置为 𝑦 = 0.01，𝑥 = 𝑧 = 0.

这里我们选择了两种辛算法，分别为隐中点格式以及 4 阶 Gauss 算法，其中 4 阶

Gauss 算法的系数如表 3.1.

表 3.1 4阶 Gauss方法的系数.
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图 3.11非对称磁场下定步长与变步长的计算效率比较 (𝑇 = 100).

我们首先采用 Gauss 算法分别结合定步长和变步长策略，步长选为 Δ𝑡 =

2𝜋/(100𝐵0). 图 3.15 展示了当 𝑇 = 1000 时，带电粒子在第一个回旋周期内以及

最后一个回旋周期内的运动. 由于回旋周期随着时间增大，采用定步长算法模拟

一个回旋周期内的运动所需步数会变多，所以定步长的计算低效. 相反的，我们

采用的变步长策略可以实现每个周期内均匀采样，所以完成一个回旋周期的模

拟对应的计算量是不变的. 表 3.2 中，我们具体给出了模拟不同回旋周期所需的

步数，可以看出，当模拟第 150 个回旋周期时，定步长需要的步数增加到了 5740

步，而变步长算法依然只需 100 步. 另一方面，对于守恒量的保持，变步长算法
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也表现出了令人满意的结果，在图 3.16 中，我们展示了采用变步长隐中点格式

和变步长 Gauss 算法所得的相对能量误差，可以看出两个算法均能在很长时间

内保持误差有界，其中变步长 Gauss 算法的误差更小.
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图 3.12非对称磁场下实际步长 Δ𝑡的变化 (Δ𝜏 = 1.98).
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图 3.13非对称磁场下相对能量误差 (Δ𝑡 = Δ𝜏/𝐵 = 1.98/𝐵).

托卡马克 (Tokamak) 是约束带电粒子的另一种重要装置. 在托卡马克装置

中，等离子体被加热到一亿度以上的高温，并被环形磁场约束足够长的时间，以

达到核聚变的目的. 在托卡马克等离子体中，随着电子速度的增加，电子受到的

阻尼力在某一时刻将小于其受到的电场力，于是电子将在环向电场的作用下持

续的被加速，从而获得很高的能量。我们把这种电子称之为“逃逸电子” [94]. 由

于大量的逃逸电子具有极高的速度和能量，会与器壁撞击而造成装置损坏，所以

对于逃逸电子的研究也是等离子体物理中的一个重要课题. 逃逸电子的运动时空

尺度差异巨大，例如粒子的回旋频率与加热频率相差达 1011 倍，电子德拜长度

与粒子平均自由程相差 107 倍，为了研究逃逸电子的动力学现象，发展高效且长

时间稳定的数值算法具有重要意义.
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图 3.14非对称磁场下绝对磁矩误差 (Δ𝑡 = Δ𝜏/𝐵 = 1.98/𝐵).
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图 3.15逃逸电子在均匀磁场下第一个和最后一个回旋周期内的运动 (𝑇 = 1000). (a)和 (b)：
定步长 Gauss算法. (c)和 (d)：变步长 Gauss算法.

在该算例中，我们通过计算 𝑁 个 Newton–Lorentz 方程组成的系统来模拟逃

逸电子的集体行为. 对该系统的求解是在 LSSC-IV1上完成的，其中终止时间为

𝑇 = 5 ⋅ 1010.

托卡马克位形中的电磁场可以在环坐标 (𝑟, 𝜃, 𝜉) 下表达为

B =
𝐵0√(𝑅 − 𝑅0)2 + 𝑧2

𝑞𝑅 e𝜃 + 𝐵0𝑅0
𝑅 e𝜉 , E = −𝐸0

𝑅0
𝑅 e𝜉 , (3.17)

1LSSC-IV 是中国科学院科学与工程计算国家重点实验室高性能计算机系统.
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其中 𝑅 = √𝑥2 + 𝑦2，𝜉 和 𝑧 分别表示径向半径，方位角，以及对应柱坐标的 𝑧 轴.

𝑅0 为主半径，𝑞 为安全因子，e𝜉，e𝜃，e𝑅 和 e𝑧 分别表示环向，极向，径向和 𝑧 轴

方向的单位向量. 常数 𝐵0 和 𝐸0 表示环向磁场和电场在磁轴处的值. 这里，我们

取磁势 A 和电势 𝜑 为

A = 𝐵0((𝑅 − 𝑅0)2 + 𝑧2)
2𝑞𝑅 e𝜉 − ln (

𝑅
𝑅0 )

𝐵0𝑅0
2 e𝑧 + 𝐵0𝑅0𝑧

2𝑅 e𝑅,

𝜑 = 𝐸0𝑅0𝜉.
(3.18)

我们这里选择的磁势 A 满足 ∇ ⋅ A = 0，所以是 Coulomb 规范. 但是文献 [95] 针

对上面托卡马克位形中的电磁场也给出了另一种电磁势：电势 𝜑 = 0，磁势 Ã 取

为 Ã = A − E𝑡，其中 A 和 E 如 (3.18) 和 (3.17) 所示. 可以验证，这种电磁势满足

Weyl 规范条件. 对于这种选择，我们有 E = −𝜕Ã
𝜕𝑡 ，可以理解为电场是由环电压

产生的感应电场.

表 3.2不同回旋周期内定步长和变步长 Gauss算法的迭代步数.

周期 1st 70th 120th 150th
定步长 100 451 2134 5470
变步长 100 100 100 100
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图 3.16变步长中点格式和变步长 Gauss算法的相对能量误差（Δ𝑡 = Δ𝜏𝛾/𝐵 = 0.06𝛾/𝐵).

为了模拟逃逸电子的集体行为，我们选择文献 [96] 中的初值. 在极坐标下，

初始的分布函数为

𝑓(𝑅, 𝑧) = 𝑓0 (
1 − (𝑅 − 𝑅0)2 + 𝑧2

𝑟2
𝑏 )

,
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其中 𝑟𝑏 = 2m 表示初始分布的外边界. 初始动能按期望为 47.5 Mev，标准差为

0.25Mev 的正态分布采样. 初始的环向角 𝜃0 服从 0 到 2𝜋 的均匀分布，初始的

pitch 角满足从 0 到 0.3 均匀分布，初始的回旋相位满足从 0 到 2𝜋 均匀分布.
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图 3.17托卡马克中单个逃逸电子的相对能量误差 (Δ𝑡 = Δ𝜏𝛾/𝐵 = 0.8𝛾/𝐵，𝐸0 = −2，𝐵0 =
−5.3).
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图 3.18逃逸电子运动的能量误差 vs. 迭代步数. 终止时间 𝑇 = 2 ⋅ 106，𝐵0 = 5.3，𝐸0 = 200，
初始位置 x0 = [23296.7, 0, 0]⊤，初始动量 P0 = [3.3875, 165.0318, − 1831.295]⊤.

我们首先采用变步长辛算法模拟了单个逃逸电子的运动. 在图 3.17 中，我们

展示了能量误差，可以看出能量误差在很长时间内一直保持有界，且误差很小.

在图 3.18 中，我们计算了变步长和定步长算法的效率，其中红线为定步长所得

结果，蓝线为变步长所得结果，可以看出，对比定步长算法，变步长算法效率提

高了约 10 倍. 为了研究逃逸电子的集体行为，在图 3.19 中，我们展示了逃逸电

子的密度函数随时间的演化，其中下面三幅图和上面三幅图的电磁场方向相反.

可以观察到随时间演化逃逸电子一直向外漂移，这一结果和实验观察是一致的.
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)
图 3.19托卡马克中逃逸电子极向截面密度随时间演化. (a) (d) 𝑇 = 0，(b) (e) 𝑇 = 2 ⋅ 1010，(c)

(f) 𝑇 = 5 ⋅ 1010.

3.4 本章小结

在本章中，我们首先介绍了哈密顿系统的变步长辛算法，通过选取合适的步

长函数，我们对等离子体物理中的单粒子模型构造了相应的变步长方法. 利用新

得到的变步长辛算法，我们分别模拟了带电粒子在 Penning 阱中的三种不同电磁

场以及托卡马克位形下的电磁场中的运动，可以看出，变步长辛算法既能长时间

保持系统的守恒量，又可以极大的提高计算效率. 此外，我们对逃逸电子的集体

行为进行了长时间模拟，可以看出算法能高效且准确地刻画逃逸电子的运动.
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第 4章 强磁场下单粒子模型的保结构算法

近年来，针对强磁场下的单粒子模型，已经构造了一系列数值算法来模拟带

电粒子的动力学行为 [24, 25, 28, 30, 32–35, 97, 98]. 本章主要考虑一类带小参数

𝜀(𝜀 ≪ 1) 的非均匀强磁场 [99, 100]，它的磁场强度与 1/𝜀 成正比. 我们主要研究

了三种数值方法：Boris算法 [101–104]，变分格式 [34, 105] 以及新提出的滤子变

分格式. 通过 Modulated Fourier 展开，给出了数值解在不同时间尺度 𝜀0，𝜀−1，以

及 𝜀−𝑁 (𝑁 > 1) 下的误差估计，并分析了守恒量的长时间保持情况.

4.1 强磁场单粒子模型的多尺度行为

考虑如下二阶微分方程

�̈� = �̇� × 𝐵(𝑥) + 𝐸(𝑥), (4.1)

其中 𝑥 ∈ ℝ3 为粒子位置，𝐵(𝑥) = 𝐵0/𝜀 + 𝐵1(𝑥) (0 < 𝜀 ≪ 1)，𝐵0 ∈ ℝ3 为常

向量且 |𝐵0| = 1. 记 𝐴1(𝑥) 为 𝐵1(𝑥) 对应的磁势，则 𝐵(𝑥) 对应的磁势 𝐴(𝑥) =

−1
2𝑥 × 𝐵0/𝜀 + 𝐴1(𝑥).

在本章中，假设 𝐵1 ∶ ℝ3 → ℝ3 和 𝐸 ∶ ℝ3 → ℝ3 是光滑的且各阶导数在 ℝ3

的紧集上关于 𝜀 是一致有界且初始位置和速度满足

|𝑥(0)| ≤ 𝐶0, |�̇�(0)| ≤ 𝐶1, (4.2)

其中 𝐶0，𝐶1 与 𝜀 无关. 记 𝑣 = �̇�，可以验证在满足条件 (4.2) 时系统的总能量

𝐻(𝑥, 𝑣) = 1
2 |𝑣|2 + 𝜑(𝑥) (4.3)

是守恒的且与 𝜀 无关，其中 −∇𝜑(𝑥) = 𝐸(𝑥). 记系统的磁矩为

𝐼(𝑥, 𝑣) = 1
2𝜀

|𝑣 × 𝐵(𝑥)|2

|𝐵(𝑥)|3 . (4.4)
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可知，在 𝑡 ≤ 𝜀−𝑁 (𝑁 > 1) 时，磁矩满足

|𝐼(𝑥(𝑡), 𝑣(𝑡)) − 𝐼(𝑥(0), 𝑣(0))| ≤ 𝐶𝜀,

这表明磁矩是一个绝热不变量，参见 [34, 106–108].
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图 4.1 (a) 𝑡 ≤ 𝜋/2内粒子的运动轨迹. (b) 𝑡 ≤ 5/𝜀内粒子的运动轨迹. (c) 𝑡 ≤ 𝜀−4 内能量和磁矩
随时间的演化.

在图 4.1 中，我们采用如下的电磁场

𝐸(𝑥) = −𝑥, 𝐵(𝑥) = 1
𝜀 [0, 0, 1]⊤ + [𝑥1(𝑥3 − 𝑥2), 𝑥2(𝑥1 − 𝑥3), 𝑥3(𝑥2 − 𝑥1)]

⊤ ,

对应的电磁势为

𝜑(𝑥) = 1
2 |𝑥|2 和 𝐴(𝑥) = −1

2 [𝑥2, −𝑥1, 0]
⊤ + 𝑥1𝑥2𝑥3 [1, 1, 1]⊤ ,

选取初值为 𝑥(0) = (0.3, 0.2, −1.4)⊤ 和 𝑣(0) = (−0.7, 0.08, 0.2)⊤，我们展示了在不

同时间尺度下带电粒子的运动. 在图 4.1 (a) 中，我们观察到在时间尺度为 𝜀 时带

电粒子的 Larmor 回旋运动，其角频率为 𝜀−1，振幅为 𝑂(𝜀)，以及在时间尺度为 𝜀0
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时的导心运动. 在图 4.1 (b) 中，我们展示了在时间尺度为 𝜀−1 下在垂直于磁场方

向上带电粒子的缓慢漂移运动. 图 4.1 (c) 展示了系统的磁矩以及能量在 𝑡 ≤ 𝜀−4

内随时间的变化，可以看出能量一直保持守恒，磁矩在长时间内也近似守恒.

4.2 数值方法

本节我们首先介绍了两种常用的数值格式：Boris算法 [101–104] 和变分格

式 [34, 105]，并针对 (4.1)，构造了新的滤子变分格式.

Boris 算法是求解单粒子模型的一个经典格式，参见 [36, 101, 109]. 可以表达

为

𝑣
𝑛− 1

2
+ = 𝑣𝑛− 1

2 + ℎ
2 𝐸𝑛

𝑣
𝑛+ 1

2− − 𝑣
𝑛− 1

2
+ = ℎ

2 (𝑣
𝑛+ 1

2− + 𝑣
𝑛− 1

2
+ ) × 𝐵𝑛

𝑣𝑛+ 1
2 = 𝑣

𝑛+ 1
2− + ℎ

2 𝐸𝑛

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 + ℎ𝑣𝑛+ 1
2 , (4.5)

其中 𝐵𝑛 = 𝐵(𝑥𝑛)，𝐸𝑛 = 𝐸(𝑥𝑛). 𝑣1/2 = 𝑣0 + ℎ
2 𝑣0 × 𝐵0 + ℎ

2 𝐸0.

该算法可以写成等价的两步格式

𝑥𝑛+1 − 2𝑥𝑛 + 𝑥𝑛−1

ℎ2 = 𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛−1

2ℎ × 𝐵𝑛 + 𝐸𝑛, (4.6)

速度近似为

𝑣𝑛 = 𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛−1

2ℎ . (4.7)

我们知道当 𝐵 是均匀磁场时，Boris 算法是辛的 [103] . 当步长满足 ℎ|𝐵| ≪ 1

时，即 ℎ ≪ 𝜀 时，文献 [104] 证明了当 𝐵 是均匀磁场或者电势 𝜑 为二次多项式

的时候，Boris 算法可以长时间保持能量.

本文中，我们主要考虑数值算法采用大步长

0 < 𝜀 ≤ ℎ2 ≪ 1 (4.8)
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求解 (4.1) 时的数值表现. 当步长满足条件 (4.8) 时，如果直接取 𝑣0 = 𝑣(0)，那

么 Boris 格式会产生高振荡行为并且振幅正比于 (ℎ2/𝜀)|𝑣0
⟂|，参见 [97]. 这里我们

对初始速度进行修正使得 𝑣0 垂直于磁场方向的分量 𝑣0
⟂ 为 𝑂(𝜀). 具体的，我们取

𝑣0 = 𝑣0
∥ + 𝑣0

⟂ 满足

𝑣0
∥ = 𝑃0𝑣(0), 𝑣0

⟂ = 𝜀(𝑣0
∥ × 𝐵1(𝑥0) + 𝐸(𝑥0)) × 𝐵0, (4.9)

其中 𝑃0 = 𝐵0𝐵⊤
0 是在 𝐵0 方向的正交投影. 采用该修正初始速度其实是对于导

心运动的近似，所以在实际计算中，对于初始位置我们也采用导心近似 𝑥0 =

𝑥(0) + 𝜀𝑣(0) × 𝐵0. 我们注意到单步映射 (𝑥𝑛, 𝑣𝑛−1/2) ↦ (𝑥𝑛+1, 𝑣𝑛+1/2) 是保体积

的 [102].

下面我们研究一个标准变分格式 [5, 105]

𝑥𝑛+1 − 2𝑥𝑛 + 𝑥𝑛−1

ℎ2 = (4.10)

𝐴′(𝑥𝑛)⊤ 𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛−1

2ℎ − 𝐴(𝑥𝑛+1) − 𝐴(𝑥𝑛−1)
2ℎ + 𝐸𝑛,

注意到 𝑣 × 𝐵(𝑥) = 𝐴′(𝑥)⊤𝑣 − 𝐴′(𝑥)𝑣，(4.10) 可以等价的表达为

𝑥𝑛+1 − 2𝑥𝑛 + 𝑥𝑛−1

ℎ2 = 𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛−1

2ℎ × 𝐵𝑛 + 𝐸𝑛

+ 𝐴′(𝑥𝑛) 𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛−1

2ℎ − 𝐴(𝑥𝑛+1) − 𝐴(𝑥𝑛−1)
2ℎ . (4.11)

对于均匀磁场的情形，变分格式和 Boris 算法是一致的. 我们采用 (4.7) 对速度的

近似，可以得到相应的单步格式.

考虑强磁场单粒子模型 (4.1)，当变分格式的步长满足 ℎ|𝐵| ≤ 𝐶 时，文献 [34]

中证明了算法在长时间内可以保持能量和磁矩误差有界. 对于大步长情形 (4.8)，

由于数值解会出现高振荡行为，所以我们应用时需要对初始速度进行修正 (4.9).

如下我们构造一个新的格式，它是对标准变分格式的一个修正，该格式可以

直接采用大步长 (4.8) 计算. 首先引入两个滤子函数

𝜓(𝜁) = tanch(𝜁/2) = tanh(𝜁/2)
𝜁/2 , 𝜑(𝜁) = 1

sinch(𝜁) = 𝜁
sinh(𝜁) .
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它们均为偶函数且在 𝜁 = 0 处取值为 1. 记 tanc(𝜉) = tan(𝜉)/𝜉，sinc(𝜉) = sin(𝜉)/𝜉，

定义如下的滤子矩阵

Ψ = 𝜓(−ℎ
𝜀 𝐵0) = 𝐼 + (1 − tanc(

ℎ
2𝜀))𝐵2

0 ,

Φ = 𝜑(−ℎ
𝜀 𝐵0) = 𝐼 + (1 − sinc(

ℎ
𝜀 )

−1
)𝐵2

0 ,

其中 𝐵0 是反对称矩阵且满足：对任意的 𝑣 ∈ ℝ3，有 −𝐵0𝑣 = 𝑣 × 𝐵0. 可以看出，

滤子矩阵 Ψ 和 Φ 均为对称矩阵.

在方程 (4.10) 等号右边左乘滤子矩阵 Ψ 有：

𝑥𝑛+1 − 2𝑥𝑛 + 𝑥𝑛−1

ℎ2 = (4.12)

Ψ(𝐴′(𝑥𝑛)⊤ (𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛−1)
2ℎ − 𝐴(𝑥𝑛+1) − 𝐴(𝑥𝑛−1)

2ℎ + 𝐸𝑛
).

离散速度可以如下计算

𝑣𝑛 = Φ 𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛−1

2ℎ + 𝜀(1 − sinc(
ℎ
𝜀 )

−1
)𝐸𝑛 × 𝐵0. (4.13)

通常，在实际计算中，我们可以用如下等价的单步格式来求解 (4.1)：

𝑣
𝑛− 1

2
+ = 𝑣𝑛− 1

2 + ℎ
2 Ψ𝐸𝑛

𝑣
𝑛+ 1

2− − 𝑣
𝑛− 1

2
+ = ℎΨ(

1
2(𝑣

𝑛+ 1
2− + 𝑣

𝑛− 1
2

+ ) × 𝐵𝑛

+ 𝐴′
1(𝑥𝑛)1

2(𝑣
𝑛+ 1

2− + 𝑣
𝑛− 1

2
+ ) − 𝐴1(𝑥𝑛+1) − 𝐴1(𝑥𝑛−1)

2ℎ )

𝑣𝑛+ 1
2 = 𝑣

𝑛+ 1
2− + ℎ

2 Ψ𝐸𝑛

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 + ℎ𝑣𝑛+ 1
2 .

为了保证算法的精度，初始速度选为 𝑣1/2 = ̄𝑣 + 1
2𝛿𝑣，其中

̄𝑣 = Φ−1
(𝑣0 − 𝜀(1 − sinc(

ℎ
𝜀 )

−1
)𝐸𝑛 × 𝐵0),
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𝛿𝑣 = ℎΨ( ̄𝑣 × 𝐵(𝑥0) + 𝐴′
1(𝑥0) ̄𝑣 − 𝐴1(𝑥1) − 𝐴1(𝑥−1)

2ℎ + 𝐸(𝑥0)),

这里 𝑥±1 = 𝑥0 ± ℎ ̄𝑣 + 1
2ℎ 𝛿𝑣.

若 𝐵(𝑥) = 𝐵0/𝜀，滤子变分格式等价于文献 [35] 中的滤子 Boris 算法. 进一

步，如果电场 𝐸 是均匀的，若初值 (𝑥(0), 𝑣(0)) 给定，则 𝑥𝑛 = 𝑥(𝑡𝑛) 且 𝑣𝑛 = 𝑣(𝑡𝑛)，

具体证明可参见文献 [35].

定义离散拉格朗日函数为

𝐿ℎ(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) = ℎ
2 (𝑣𝑛+1/2)⊤Ψ−1𝑣𝑛+1/2

+ ℎ 𝐴(𝑥𝑛)⊤ + 𝐴(𝑥𝑛+1)⊤

2 𝑣𝑛+1/2 − ℎ 𝜑(𝑥𝑛) + 𝜑(𝑥𝑛+1)
2 ,

其中 𝑣𝑛+1/2 = (𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛)/ℎ. 通过离散 Euler–Lagrangian 方程，可以推导出滤子变

分格式 (4.12). 矩阵 Ψ−1 的垂直于 𝐵0 的特征向量的特征值为 1/ tanc(ℎ/(2𝜀)) ∝ ℎ/𝜀.

当步长 ℎ 满足 tan(ℎ/(2𝜀)) ≥ 𝑐 > 0 时，滤子矩阵 Ψ 是正定的，

4.3 精确解和数值解的Modulated Fourier展开

当数值格式中的步长满足 ℎ ≤ 𝐶𝜀 时，文献 [5, 34, 35, 110]中给出了Modulated

Fourier 展开结果. 这里我们考虑采用大步长 ℎ2 ≥ 𝑐 𝜀 的情形，为了简单起见，我

们下面均取常数 𝑐 为 1.

4.3.1 精确解的Modulated Fourier展开

我们将方程 (4.1) 的解表达为

𝑥(𝑡) ≈ ∑
𝑘

𝑧𝑘(𝑡)ei𝑘𝑡/𝜀 (4.14)

其中系数 𝑧𝑘(𝑡) 的任意阶导数都是有界的，界与 𝜀 无关.

考虑线性映射 𝑣 ↦ 𝑣 × 𝐵0，假定 |𝐵0| = 1，则该线性映射的特征值为 𝜆1 = i，

𝜆0 = 0 和 𝜆−1 = −i. 归一化后的特征向量记作 𝑣1，𝑣0 = 𝐵0，𝑣−1 = 𝑣1. 记 𝑃𝑗 = 𝑣𝑗𝑣∗
𝑗

表示正交投影，则 (4.14) 中的系数可表示为

𝑧𝑘 = 𝑧𝑘
1 + 𝑧𝑘

0 + 𝑧𝑘
−1, 𝑧𝑘

𝑗 (𝑡) = 𝑃𝑗𝑧𝑘(𝑡).
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根据文献 [34, 35] 中定理 4.1，当频率是常数 1/𝜀，投影矩阵 𝑃𝑗 是常矩阵的情形，

我们可以得到如下的定理.

定理 4.1. 记 𝑥(𝑡)为方程 (4.1)的精确解，其中初始速度关于 𝜀一致有界 (|�̇�(0)| ≤

𝐶1)，假定 𝑥(𝑡)在时间 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 内均保持在紧集 𝕂上 (其中 𝕂和 𝑇 与 𝜀无关).

则对任意的𝑁 ≥ 1，𝑥(𝑡)可以表示为

𝑥(𝑡) = ∑
|𝑘|≤𝑁

𝑧𝑘(𝑡)ei𝑘𝑡/𝜀 + 𝑅𝑁 (𝑡)

其中

(a)系数 𝑧𝑘及其直到𝑁 阶导数均有界：对 𝑗 ∈ {−1, 0, 1}，𝑧0
𝑗 = 𝑂(1)，𝑧1

1 = 𝑂(𝜀)，

𝑧−1
−1 = 𝑂(𝜀)，对其余满足 |𝑘| ≤ 𝑁 的 (𝑘, 𝑗)有

𝑧𝑘
𝑗 = 𝑂(𝜀|𝑘|+1).

这些系数直到 𝑂(𝜀𝑁+2)唯一确定，并且满足 𝑧−𝑘
−𝑗 = 𝑧𝑘

𝑗 . 特别的，有 ̇𝑧0
±1 = 𝑂(𝜀).

(b)余项 𝑅𝑁 及其导数满足

𝑅𝑁 (𝑡) = 𝑂(𝑡2𝜀𝑁 ), �̇�𝑁 (𝑡) = 𝑂(𝑡𝜀𝑁 ).

(c)系数 𝑧0
0，𝑧0

±1，𝑧1
1，𝑧−1

−1满足如下的微分方程

̈𝑧0
0 = 𝑃0( ̇𝑧0 × 𝐵1(𝑧0) + 𝐸(𝑧0)) + 2𝑃0 Re(

i
𝜀 𝑧1 × 𝐵′

1(𝑧0)𝑧−1
) + 𝑂(𝜀2),

̇𝑧0
±1 = ±i𝜀𝑃±1( ̇𝑧0 × 𝐵1(𝑧0) + 𝐸(𝑧0)) + 𝑂(𝜀2),

̇𝑧±1
±1 = 𝑃±1(𝑧±1

±1 × 𝐵1(𝑧0)) + 𝑂(𝜀2).

其余系数 𝑧𝑘
𝑗 可以由 𝑧0, ̇𝑧0

0, 𝑧1
1, 𝑧−1

−1确定.

(d)对于 (c)中微分方程的初值可以如下确定

𝑧0(0) = 𝑥(0) + 𝜀�̇�(0) × 𝐵0 + 𝑂(𝜀2),

̇𝑧0
0(0) = 𝑃0�̇�(0) − 𝜀𝑃0((�̇�(0) × 𝐵0) × 𝐵1(𝑥(0))) + 𝑂(𝜀2),

𝑧±1
±1(0) = ∓i𝜀𝑃±1�̇�(0) + 𝑂(𝜀2).
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以上展开中所有高阶项的系数与 𝜀，𝑡无关，但依赖 𝑁，𝑀，𝐵1 和 𝐸 导数的界，

紧集 𝕂以及 𝑇 .

4.3.2 Boris算法及标准变分算法的Modulated Fourier展开

考虑线性微分方程 �̈� = �̇� × 𝐵0/𝜀，|𝐵0| = 1. 对它应用 Boris 算法，可知相应

的数值解 𝑥𝑛 是 1，𝑛ℎ 和 e±i𝑛ℎ𝜔 的一个线性组合，且系数与 𝑛 无关，其中

ℎ𝜔 = 2 arctan(
ℎ
2𝜀).

如果 ℎ/𝜀 ≫ 1，则 ℎ𝜔 接近 𝜋. 特别的，如果 ℎ2 ≥ 𝜀，那么 ℎ𝜔 = 𝜋 − 𝛾ℎ，其中

𝛾 > 0 的界与 ℎ 和 𝜀 无关，因此 e±i𝑛ℎ𝜔 = (−1)𝑛e∓i𝑛ℎ𝛾，且 e∓i𝑡𝛾 是一个关于 𝑡 的光

滑函数且各阶导数的界与 𝜀 和 ℎ 无关.

进一步，对方程 (4.1) 应用 Boris 算法，可得类似的 Modulated Fourier 展开.

定理 4.2. 对 (4.1)使用 Boris算法或者标准变分格式，记数值解为 𝑥𝑛，其中步长

ℎ满足

ℎ2 ≥ 𝜀. (4.15)

假设初始速度 𝑣0 有界，且界与 𝜀 和 ℎ 无关. 记初始速度垂直于 𝐵0 的分量为

𝑣0
⟂ = (𝐼 − 𝑃0)𝑣0且满足

|𝑣0
⟂| ≤ 𝑐1𝜀. (4.16)

如果数值解 𝑥𝑛 在 0 ≤ 𝑛ℎ ≤ 𝑇 内保持在紧集 𝕂上 (𝕂和 𝑇 与 𝜀和 ℎ无关)，那么，

对任意的𝑁 ≥ 2，我们有如下的分解

𝑥𝑛 = 𝑦(𝑡) + (−1)𝑛𝑧(𝑡) + 𝑅𝑁 (𝑡), 𝑡 = 𝑛ℎ, (4.17)

其中

(a)函数 𝑦(𝑡)和 𝑧(𝑡)满足 𝑦 = 𝑂(1)，𝑧 = 𝑂(ℎ2)，且 ̇𝑦 × 𝐵0 = 𝑂(𝜀)，𝑧 ⋅ 𝐵0 = 𝑂(ℎ4).

(b)余项满足 𝑅𝑁 (𝑡) = 𝑂(𝑡2ℎ𝑁 ), 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 .

(c)函数 𝑦𝑗 = 𝑃𝑗𝑦 (𝑗 = 0, ±1)满足如下的初值问题

̈𝑦0 = 𝑃0( ̇𝑦 × 𝐵1(𝑦) + 𝐸(𝑦)) + 𝑂(ℎ2), (4.18)
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̇𝑦±1 = ±i𝜀𝑃±1( ̇𝑦 × 𝐵1(𝑦) + 𝐸(𝑦)) + 𝑂(𝜀ℎ2), (4.19)

𝑦(0) = 𝑥0 + 𝑂(ℎ2), ̇𝑦0(0) = 𝑃0𝑣0 + 𝑂(ℎ2). (4.20)

(d) 𝑧±1(𝑡) = 𝑃±1𝑧(𝑡)满足如下的初值问题

̇𝑧±1 = ∓4i 𝜀
ℎ2 𝑧±1 + 𝑂(𝜀ℎ2),

𝑧±1(0) = ∓iℎ2

4𝜀 𝑃±1(𝑣0 ∓ i𝜀(𝑃0𝑣0 × 𝐵1(𝑥0) + 𝐸(𝑥0))) + 𝑂(ℎ4).

函数 𝑧0(𝑡) = 𝑃0𝑧可由 𝑦， ̇𝑦0和 𝑧±1确定.

以上所有展开中高阶项的系数与 𝜀，ℎ和 𝑛 (0 ≤ 𝑛ℎ ≤ 𝑇 )无关，但是依赖速

度的界，𝐵1和 𝐸 导数的界，紧集 𝕂以及 𝑇 .

证明. 参见文献 [34] 和 [5]，易给出 (a) 和 (b) 的结论.

把 (4.17) 代入到 (4.6) 中，将 𝑦(𝑡 ± ℎ) 和 𝑧(𝑡 ± ℎ) 在 𝑡 处泰勒展开，比较系数得

̈𝑦 + 𝑂(ℎ2) = ̇𝑦 × 𝐵0
𝜀 + ̇𝑦 × 𝐵1(𝑦) + 𝐸(𝑦) + 𝑂(ℎ2) (4.21)

− 4
ℎ2 𝑧 − ̈𝑧 + 𝑂(ℎ2) = − ̇𝑧 × 𝐵0

𝜀 + ̇𝑧 × 𝐵1(𝑦) + ̇𝑦 × 𝐵′
1(𝑦)𝑧 + 𝐸′(𝑦)𝑧 + 𝑂(ℎ2). (4.22)

注意到 𝑧 和它的导数为 𝑂(ℎ2)，因此在 (4.21) 中 ̈𝑧 及右端二，三，四项均为 𝑂(ℎ2).

对方程 (4.22) 两端作用投影 𝑃0，利用 𝑃0( ̇𝑦 × 𝐵0) = 0，可得 (4.18). 进一步，

由于 𝑃±1( ̇𝑦 × 𝐵0) = ±i ̇𝑦±1，我们有

∓ i
𝜀 ̇𝑦±1 = − ̈𝑦±1 + 𝑃±1( ̇𝑦 × 𝐵1(𝑦) + 𝐸(𝑦)) + 𝑂(ℎ2).

对如上方程两端求导并乘以 i𝜀 可知 ̈𝑦±1 = 𝑂(𝜀)，进一步在条件 (4.15)下该项为

𝑂(ℎ2)，从而得到关于 𝑦±1 的一阶微分方程.

对方程 (4.22) 两端作用投影 𝑃0 有 − 4
ℎ2 𝑧0 = 𝑂(ℎ2)，所以 𝑧0 = 𝑂(ℎ4). 两端作

用 𝑃±1 有

− 4
ℎ2 𝑧±1 = ∓ i

𝜀 ̇𝑧±1 + 𝑂(ℎ2),

整理便可得到关于 𝑧±1 的方程.
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考虑方程 (4.17)，当 𝑛 = 0 和 𝑧(0) = 𝑂(ℎ2)，我们有 𝑦(0) = 𝑥0 + 𝑂(ℎ2).

在 (4.17) 中取 𝑛 = −1, 1，有

𝑣0 = 𝑥1 − 𝑥−1

2ℎ = ̇𝑦(0) − ̇𝑧(0) + 𝑂(ℎ2).

对上式作用 𝑃0 后，可得 ̇𝑦0(0) 的表达. 对上式两端作用 𝑃±1 并且利用 𝑦±1 和 𝑧±1

满足的方程，可得 𝑧±1(0) 的表达.

通过比较精确解和数值解的展开，可知主项系数 𝑦 和 𝑧0 满足的微分方程直

到 𝑂(ℎ2) 阶是一致的. 更高阶系数 𝑧±1 和 𝑧±1
±1 分别满足

d
d𝑡 |𝑧±1|2 = 2 Re𝑧∗

±1 ̇𝑧±1 = 𝑂(𝜀|𝑧±1|2) + 𝑂(𝜀ℎ𝑁 ) = 𝑂(𝜀ℎ4),

和
d
d𝑡 |𝑧±1

±1|2 = 2 Re(𝑧±1
±1)∗ ̇𝑧±1

±1 = 𝑂(𝜀3).

通过对比系数函数的初值所满足的方程，可以看出，为了获得在 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 内对

导心 𝑧0(𝑡) 的 𝑂(ℎ2) 近似，在应用 Boris 算法时，需修正初始速度为 𝑣0 = 𝑃0�̇�(0).

进一步，如果取初始速度为 (4.9) 中的修正速度，可得 𝑧±1(0) = 𝑂(ℎ4).

4.3.3 滤子变分格式的Modulated Fourier展开

对方程 (4.1) 应用滤子变分格式，可以证明，其数值解的 Modulated Fourier

展开与精确解的展开非常类似.

定理 4.3. 记 𝑥𝑛为采用滤子变分格式的数值解，步长 ℎ满足

ℎ2 ≥ 𝜀 (4.23)

以及非共振条件

|sin(
𝑘ℎ
2𝜀 )| ≥ 𝑐 > 0, |cos(

𝑘ℎ
2𝜀 )| ≥ 𝑐 > 0 (𝑘 = 1, … , 𝑁),

|tan(
𝑘ℎ
2𝜀 ) − tan(

ℎ
2𝜀)| ≥ 𝑐 > 0 (𝑘 = 2, … , 𝑁),

(4.24)

其中 𝑐 为一个正常数. 假设初始速度 𝑣0 = �̇�(0)有界，并且界与 𝜀和 ℎ无关. 进一
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步假设数值解 𝑥𝑛 在 0 ≤ 𝑛ℎ ≤ 𝑇 内始终保持在紧集 𝕂上 (𝕂和 𝑇 与 𝜀和 ℎ无关).

那么，在 𝑡 = 𝑛ℎ时，我们有如下分解，

𝑥𝑛 = ∑
|𝑘|≤𝑁

𝑧𝑘(𝑡)ei𝑘𝑡/𝜀 + 𝑅𝑁 (𝑡), (4.25)

其中

(a)对 |𝑘| ≥ 1，有 𝑧𝑘
0 = 𝑂(ℎ𝜀|𝑘|)，其余系数的界与定理 4.1 (a)中的界一致.

(b)对任意的𝑀 > 1，有

𝑃0𝑅𝑁 (𝑡) = 𝒪(𝑡2ℎ𝑀 ) + 𝒪(𝑡2𝜀𝑁 ), 𝑃±1𝑅𝑁 (𝑡) = 𝒪(𝑡2𝜀ℎ𝑀−1) + 𝒪(𝑡2𝜀𝑁 ).

(c)函数 𝑧0
0，𝑧0

±1满足如下的初值问题

̈𝑧0
0 = 𝑃0( ̇𝑧0 × 𝐵1(𝑧0) + 𝐸(𝑧0)) + 𝑂(ℎ2),

̇𝑧0
±1 = ±i𝜀𝑃±1( ̇𝑧0 × 𝐵1(𝑧0) + 𝐸(𝑧0)) + 𝑂(𝜀ℎ),

𝑧0(0) = 𝑥0 + 𝑂(ℎ2), ̇𝑧0
0(0) = 𝑃0𝑣0 + 𝑂(ℎ2).

(d)函数 𝑧1
1，𝑧−1

−1满足如下的初值问题

̇𝑧±1
±1 = 𝜀

ℎ sin(
ℎ
𝜀 )𝑃±1(𝑧±1

±1 × 𝐵1(𝑧0)) + 𝑂(𝜀2),

𝑧±1
±1(0) = ∓i𝜀𝑃±1𝑣0 + 𝑂(𝜀ℎ).

其他系数函数 𝑧𝑘
𝑗 可由 𝑧0， ̇𝑧0

0，𝑧1
1，𝑧−1

−1确定.

以上所有展开中高阶项的系数与 𝜀，𝑡（0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇）无关，但是依赖于𝑁，速

度的界 (4.2)，𝐵1和 𝐸 导数的界，紧集 𝕂和 𝑇 .

证明. 参见 [34] 和 [5]，易给出 (a) 和 (b) 的结论.

把 (4.25) 代入到滤子变分格式 (4.12) 中，将 𝑧𝑘(𝑡 ± ℎ) 在 𝑡 处泰勒展开. 应用

文献 [35] 中的引理 5.1，可得 𝑧𝑘(𝑡)ei𝑘𝑡/𝜀 (0 < |𝑘| ≤ 𝑁) 的一阶和二阶微商展开. 考

虑分量 𝑧𝑘
𝑗 = 𝑃𝑗𝑧𝑘 (𝑗 = 0, ±1) 满足的方程.
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当 𝑘 = 0，𝑗 = 0 时，

̈𝑧0
0 + 𝑂(ℎ2) = 𝑃0(( ̇𝑧0 + 𝑂(ℎ2)) × 𝐵1(𝑧0) + 𝐸(𝑧0) + 𝑂(𝜀2/ℎ)),

这样便得到 (c) 中第一个方程.

当 𝑘 = 0，𝑗 = 1 时，

̈𝑧0
1 + 𝑂(𝜀ℎ2) = 2𝜀

ℎ tan(
ℎ
2𝜀)(

i
𝜀( ̇𝑧0

1 + 𝑂(ℎ2))

+ 𝑃1(( ̇𝑧0 + 𝑂(ℎ2)) × 𝐵1(𝑧0) + 𝐸(𝑧0) + 𝑂(𝜀2/ℎ))).

通过该方程我们可以解出 ̇𝑧0
1，它出现在主项并且系数为 ℎ−1. 根据非共振条件

(4.24) 有 | tan(ℎ/(2𝜀))| ≥ 𝑐 > 0，由 (a) 知 ̈𝑧0
1 以及它的高阶导数均为 𝑂(𝜀)，因此得

到 𝑧0
1 满足的方程

̇𝑧0
1 = i𝜀𝑃1( ̇𝑧0 × 𝐵1(𝑧0) + 𝐸(𝑧0)) + 𝑂(𝜀ℎ),

𝑧0
−1 的方程可以通过对上式取共轭得到.

对 𝑘 = 1，𝑗 = 1，记 𝑦1
1(𝑡) = 𝑧1

1(𝑡)ei𝑡/𝜀，利用文献 [35] 中引理 5.1 以及 (a) 我们

有

𝑦1
1(𝑡 + ℎ) − 2𝑦1

1(𝑡) + 𝑦1
1(𝑡 − ℎ)

ℎ2

= ei𝑡/𝜀
(− 4

ℎ2 sin2
(

ℎ
2𝜀)𝑧1

1(𝑡) + 2 i
ℎ sin(

ℎ
𝜀 ) ̇𝑧1

1(𝑡) + 𝑂(𝜀))

和

𝑦1
1(𝑡 + ℎ) − 𝑦1

1(𝑡 − ℎ)
2ℎ = ei𝑡/𝜀

(
i
ℎ sin(

ℎ
𝜀 )𝑧1

1(𝑡) + cos(
ℎ
𝜀 ) ̇𝑧1

1(𝑡) + 𝑂(𝜀ℎ)),

因此

𝑃1 tanch(
ℎ
2𝜀𝐵0)(

𝑦1
1(𝑡 + ℎ) − 𝑦1

1(𝑡 − ℎ)
2ℎ × 𝐵0

𝜀 )

= 2𝜀
ℎ tan(

ℎ
2𝜀)

i
𝜀 ei𝑡/𝜀

(
i
ℎ sin(

ℎ
𝜀 )𝑧1

1(𝑡) + cos(
ℎ
𝜀 ) ̇𝑧1

1(𝑡) + 𝑂(𝜀ℎ))

48



第 4 章 强磁场下单粒子模型的保结构算法

= ei𝑡/𝜀
(− 4

ℎ2 sin2
(

ℎ
2𝜀)𝑧1

1(𝑡) + 2 i
ℎ tan(

ℎ
2𝜀) cos(

ℎ
𝜀 ) ̇𝑧1

1(𝑡) + 𝑂(𝜀)).

将 (4.25) 代入到加滤子变分的两步格式中，得到

− 4
ℎ2 sin2

(
ℎ
2𝜀)𝑧1

1(𝑡) + 2 i
ℎ sin(

ℎ
𝜀 ) ̇𝑧1

1(𝑡) + 𝑂(𝜀)

= − 4
ℎ2 sin2

(
ℎ
2𝜀)𝑧1

1(𝑡) + 2 i
ℎ tan(

ℎ
2𝜀) cos(

ℎ
𝜀 ) ̇𝑧1

1(𝑡) + 𝑂(𝜀)

+ 2𝜀
ℎ tan(

ℎ
2𝜀) 𝑃1(

i
ℎ sin(

ℎ
𝜀 )𝑧1

1(𝑡) × 𝐵1(𝑧0(𝑡)) + 𝑂(𝜀)),

整理可得 𝑧1
1 所满足的方程. 同样的，𝑧−1

−1 的方程可通过对上式取共轭得到.

类似于定理 4.2 中的证明可得初值的表达.

4.4 数值解在不同时间尺度下的分析

对 4.2 节中所提出的三种数值格式，如下我们给出对应的数值解分别在时间

尺度 𝜀0、𝜀−1 以及 𝜀−𝑁 下的数值分析以及相应的数值模拟，其中时间步长远大于

Larmor 回旋周期.

4.4.1 时间尺度 𝜖0: 位置和平行速度的误差

通过对比数值解和精确解的 Modulated Fourier 展开，根据定理 4.1–4.3，我

们可以得到下面的误差估计.

定理 4.4. 考虑在时间区间 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 (𝑇 不依赖于 𝜀)上，对方程 (4.1)应用 Boris

算法，标准变分格式以及滤子变分格式，采用步长 ℎ满足

ℎ2 ≥ 𝜀.

对于 Boris算法和标准变分格式，假设定理 4.2中的条件均满足.对于滤子变分格

式，假设定理 4.3中的条件均满足.那么对于这三种算法，位置 𝑥的误差以及平

行速度 𝑣∥ = 𝑃0𝑣的误差在 𝑡𝑛 = 𝑛ℎ ≤ 𝑇，均有如下表达

|𝑥𝑛 − 𝑥(𝑡𝑛)| ≤ 𝐶ℎ2, |𝑣𝑛
∥ − 𝑣∥(𝑡𝑛)| ≤ 𝐶ℎ2,

其中 𝐶 与 𝜀，ℎ和 𝑛无关，但依赖于 𝑇 .
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证明. 该误差估计可以由定理 4.1– 4.3直接得出. 通过对比精确解和数值解的

Modulated Fourier 展开的系数，可以看出，三种数值方法的主项函数满足的微

分方程与精确解对应主项函数满足的方程直到 𝑂(ℎ2) 项是一致的，所以位置误差

为 𝑂(ℎ2). 将数值方法对应数值解的 Modulated Fourier 展开代入到相应速度 𝑣𝑛 的

离散格式中，并与精确解的 Modulated Fourier 展开比较，可得到平行速度 𝑂(ℎ2)

的误差.

注. 对于 ℎ2 ∼ 𝜀 的情形，上面的误差阶可以等价表达为 𝑂(𝜀). 对于更小的步长

ℎ ∼ 𝜀，采用文献 [34] 中的技巧，可以证明三种数值方法的误差阶均为 𝑂(𝜀). 而

文献 [35] 中提出的 Filtered Boris 算法，当采用步长 ℎ ∼ 𝜀 时，位置和平行速度误

差可以达到 𝑂(𝜀2)，垂直速度误差为 𝑂(𝜀).

数值实验. 考虑 4.1 节中的数值算例，图 4.2 展示了数值解 𝑥, 𝑣∥ 以及 𝑣⟂ 在 𝑡 = 𝜋/2

时的相对误差关于 𝜀 的变化：图 (a) 是 Boris 算法采用原始初值的结果，可以看

出 𝑥 和 𝑣∥ 的误差都随着 𝜀 → 0，且大致正比于 ℎ2/𝜀. 图 (b) 是 Boris 算法采用修

正的初值 (4.9) 计算的结果，图 (c) 是滤子变分格式采用原始初值的结果，两种误

差趋于常数且正比于 ℎ2.

4.4.2 时间尺度 𝜖−1：垂直方向漂移

在 4.1 节中，我们观察到当时间尺度为 𝑂(𝜀−1) 时，带电粒子在垂直于磁场

平面发生了缓慢的漂移运动，下面，我们首先对连续解的漂移运动进行了理论分

析，然后分别考虑三种数值方法对应的性质,

精确解的垂直漂移. 记 𝑃∥ = 𝑃0 = 𝐵0𝐵⊤
0 为 𝐵0 方向的正交投影，𝑃⟂ = 𝑃1 +𝑃−1 =

𝐼 − 𝑃∥ 为与 𝐵0 垂直的平面的正交投影. 将 𝑥 ∈ ℝ3 分解为

𝑥 = 𝑥∥ + 𝑥⟂ 其中 𝑥∥ = 𝑃∥𝑥, 𝑥⟂ = 𝑃⟂𝑥.

假设

𝐵1(𝑥) = 𝐵1(𝑥⟂) + 𝜀𝐵2(𝑥), 𝐸(𝑥) = 𝐸⟂(𝑥⟂) + 𝐸∥(𝑥) + 𝜀𝐸2(𝑥), (4.26)
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其中 𝐸⟂ ⋅ 𝐵0 = 0，𝐸∥ × 𝐵0 = 0，函数 𝐵1，𝐵2 和 𝐸⟂，𝐸∥, 𝐸2 以及它们的所有导

数关于 𝜀 一致有界. 我们可得如下定理.
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(c)
图 4.2全局误差 vs. 𝜀 (𝜀 = 1/2𝑗 , 𝑗 = 6, ⋯ 17). (a) Boris算法采用初值 𝑥(0)，𝑣(0). (b) Boris算法

采用修正初始速度 (4.9). (c)加滤子变分格式采用初值 𝑥(0)，𝑣(0). 步长均取为 ℎ = 10−2.

定理 4.5. 记 𝑥(𝑡)为方程 (4.1)的解，其中初始速度的界与 𝜀无关 (|�̇�(0)| ≤ 𝑀)，电

磁场满足 (4.26)，并且假定 𝑥(𝑡) 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑐 𝜀−1保持在紧集 𝕂上 (𝕂和 𝑐 与 𝜀无关).

那么，在 𝑂(𝜀−1)长时间内，下面这个非高振荡初值问题

̇𝑦⟂(𝑡) = 𝜀𝐸⟂(𝑦⟂(𝑡)) × 𝐵0, 𝑦⟂(0) = 𝑥⟂(0), (4.27)
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的解 𝑦⟂(𝑡)与 𝑥(𝑡)的垂直分量满足：

|𝑥⟂(𝑡) − 𝑦⟂(𝑡)| ≤ 𝐶𝜀, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑐/𝜀. (4.28)

其中常数 𝐶 与 𝜀和 𝑡 (0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑐/𝜀)无关，但依赖于初始速度的界𝑀，𝐵1 和 𝐸 导

数的界，紧集 𝕂以及 𝑐.

证明. 应用定理 4.1 中的 Modulated Fourier 展开和 (c) 中关于 𝑧0
±1 和 𝑧±1

±1 的方程，

我们将证明分为 (a)–(d) 四个步骤：

(a) 在 (短) 时间区间 0 ≤ 𝑡 ≤ 1 上，定理 4.1 给出了

𝑥⟂(𝑡) = 𝑧0
⟂(𝑡) + 𝑧1

1(𝑡)ei𝑡/𝜀 + 𝑧−1
−1(𝑡)e−i𝑡/𝜀 + 𝑂(𝜀2),

其中 𝑧0
⟂(𝑡) = 𝑧0

1(𝑡) + 𝑧0
−1(𝑡)，𝑧±1

±1(𝑡) 满足如下的微分方程

̇𝑧0
⟂ = 𝜀(( ̇𝑧0

∥ + ̇𝑧0
⟂) × 𝐵1(𝑧0

⟂) + 𝐸⟂(𝑧0
⟂)) × 𝐵0 + 𝑂(𝜀2),

̇𝑧1
1 = 𝑃1(𝑧1

1 × 𝐵1(𝑧0
⟂)) + 𝑂(𝜀2),

这里 𝑧−1
−1 = 𝑧1

1. 由于 d
d𝑡(𝑧1

0e𝑖𝑡/𝜀) = (i𝑧1
0/𝜀+ ̇𝑧1

0)e𝑖𝑡/𝜀 = 𝑂(𝜀)，我们有 ̇𝑧0
∥ = ̇𝑧0

0 = �̇�∥+𝑂(𝜀).

(b) 在每一个时间区间 𝑛 ≤ 𝑡 ≤ 𝑛 + 1 (𝑛 ≤ 𝑐/𝜀) 类似于 (a) 进行操作. 记 𝑦[𝑛]
⟂ 表

示在这个区间上的函数 𝑧0
⟂，记 𝑧[𝑛]

1 表示在该区间上的函数 𝑧1
1，我们有

𝑥⟂(𝑡) = 𝑦[𝑛]
⟂ (𝑡) + 2 Re(𝑧[𝑛]

1 ei𝑡/𝜀) + 𝑂(𝜀2), 𝑛 ≤ 𝑡 ≤ 𝑛 + 1,

其中 𝑦[𝑛]
⟂ 和 𝑧[𝑛]

1 是如下初值问题的解

̇𝑦[𝑛]
⟂ = 𝜀(�̇�∥ × 𝐵1(𝑦[𝑛]

⟂ ) + 𝐸⟂(𝑦[𝑛]
⟂ )) × 𝐵0,

𝑦[𝑛]
⟂ (𝑛) = 𝑥⟂(𝑛) − 2 Re(𝑧[𝑛]

1 (𝑛)ei𝑛/𝜀),

和

̇𝑧[𝑛]
1 = 𝑃1(𝑧[𝑛]

1 × 𝐵1(𝑦[𝑛]
⟂ )),
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𝑧[𝑛]
1 (𝑛) = i𝜀𝑃1�̇�(𝑛),

在区间 𝑛 ≤ 𝑡 ≤ 𝑐/𝜀 上考虑这些初值问题. 由定理 4.1，得

𝑦[𝑛]
⟂ (𝑛 + 1) = 𝑦[𝑛+1]

⟂ (𝑛 + 1) + 𝑂(𝜀2),

𝑧[𝑛]
1 (𝑛 + 1) = 𝑧[𝑛+1]

1 (𝑛 + 1) + 𝑂(𝜀2).

根据 𝑦[𝑛+1]
⟂ 和 𝑦[𝑛]

⟂ 的方程可以推出

𝑦[𝑛+1]
⟂ (𝑡) − 𝑦[𝑛]

⟂ (𝑡) = 𝑂(𝜀2), 𝑛 + 1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑐/𝜀.

进一步，在关于 𝑧[𝑛]
1 的方程两端同时和 𝑧[𝑛]

1 做内积有

d
d𝑡|𝑧[𝑛]

1 |2 = 2 Re𝑧[𝑛]
1

⊤
̇𝑧[𝑛]
1 = 0,

即 |𝑧[𝑛]
1 (𝑡)| = |𝑧[𝑛]

1 (𝑛)|, 𝑛 ≤ 𝑡 ≤ 𝑐/𝜀.

(c) 下面我们考虑 (4.27) 中 𝑦⟂(𝑡) 和 𝑦[0]
⟂ (𝑡) 的差. 计算 𝑦⟂(𝑡) − 𝑦[0]

⟂ (𝑡)，得

𝑦[0]
⟂ (𝑡) − 𝑦⟂(𝑡) = (𝑦[0]

⟂ (0) − 𝑦⟂(0)) + 𝜀 ∫
𝑡

0 (𝐸⟂(𝑦[0]
⟂ (𝑠)) − 𝐸⟂(𝑦⟂(𝑠))) × 𝐵0 d𝑠

+ 𝜀 ∫
𝑡

0
(�̇�∥(𝑠) × 𝐵1(𝑦[0]

⟂ (𝑠))) × 𝐵0 d𝑠,

其中右端第一项的误差为 𝑂(𝜀2)，上式中的第三项可由分部积分得到，

𝜀 ∫
𝑡

0
(�̇�∥(𝑠) × 𝐵1(𝑦[0]

⟂ (𝑠))) × 𝐵0 d𝑠

= 𝜀(𝑥∥(𝑡) × 𝐵1(𝑦[0]
⟂ )(𝑡) − 𝑥∥(0) × 𝐵1(𝑦[0]

⟂ (0))) × 𝐵0

− 𝜀 ∫
𝑡

0 (𝑥∥(𝑠) × 𝜕𝐵1
𝜕𝑥⟂

(𝑦[0]
⟂ (𝑠)) ̇𝑦[0]

⟂ (𝑠)) × 𝐵0 d𝑠.

根据假设 ̇𝑦[0]
⟂ (𝑡) = 𝑂(𝜀) 知 𝑥∥(𝑡) 有界，所以上述表达在 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑐/𝜀 上为 𝑂(𝜀). 因

为 𝐸 是 Lipschitz 有界的，可得到上式中的第二项为 𝜀，根据 Gronwall 引理，可
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以推出 𝑦[0]
⟂ (𝑡) 和 𝑦⟂(𝑡) 的差为

𝑦[0]
⟂ (𝑡) − 𝑦⟂(𝑡) = 𝑂(𝜀), 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑐/𝜀.

(d) 当 𝑛 ≤ 𝑡 ≤ 𝑛 + 1 ≤ 𝑐/𝜀，根据上述估计，我们有

𝑥⟂(𝑡) − 𝑦⟂(𝑡) = (𝑥⟂(𝑡) − 𝑦[𝑛]
⟂ (𝑡) − 2 Re(𝑧[𝑛]

1 (𝑡)ei𝑡/𝜀)) + 2 Re(𝑧[𝑛]
1 (𝑡)ei𝑡/𝜀)

+
𝑛−1

∑
𝑗=0

(𝑦[𝑗+1]
⟂ (𝑡) − 𝑦[𝑗]

⟂ (𝑡)) + (𝑦[0]
⟂ (𝑡) − 𝑦⟂(𝑡))

= 𝑂(𝜀2) + 𝑂(𝜀) + 𝑂(𝑛𝜀2) + 𝑂(𝜀) = 𝑂(𝜀).

注. 文献 [24, 107] 证明了粒子的垂直漂移速度取决于 𝐸 × 𝐵 这一项. 当考虑更特

殊的一类电磁场 𝐵1 ≡ 0 和 𝐸∥ ≡ 0 时，文献 [28] 给出了类似于 (4.28) 的估计.

数值解的垂直方向漂移. 对于 Boris 算法采用大步长 (4.8) 以及修正初始速度，

根据定理 4.2，我们可以得到下面的结果.

定理 4.6. 在定理 4.2的条件下 (特别是 (4.15)–(4.16))，假定 Boris算法得到的数

值解 𝑥𝑛在 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑐 𝜀−1内始终保持在紧集 𝕂上 (𝕂和 𝑐与 𝜀和 ℎ无关). 那么，在

𝑂(𝜀−1)长时间内，初值问题 (4.27)的解 𝑦⟂(𝑡)与 𝑥𝑛的垂直分量满足

|𝑥𝑛
⟂ − 𝑦⟂(𝑡𝑛)| ≤ 𝐶ℎ2, 0 ≤ 𝑡𝑛 = 𝑛ℎ ≤ 𝑐/𝜀, (4.29)

其中常数 𝐶 与 𝜀，ℎ，𝑛无关，但依赖初始速度的界，𝐵1和 𝐸 导数的界，紧集 𝕂

以及 𝑐.

证明. 类似于定理 4.5 的证明，我们可以给出该定理的证明.

利用定理 4.2 和 4.3，对于标准变分格式以及滤子变分格式，可以得到类

似的结果. 注意到 Boris 算法和标准变分算法需要初始速度垂直分量很小的假

设 (4.16)，而对于滤子变分，只需步长满足非共振条件 (4.24)，初始速度有界即
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可. 但是，由于定理 4.3 (c) 中给出的 𝑧0
±1 所满足的方程对应的余项为 𝑂(𝜀ℎ)，所

以滤子变分格式所得数值解 𝑥𝑛
⟂ 的误差阶只有 𝑂(ℎ).

数值实验. 对 4.1 节中的算例应用 Boris 算法和滤子变分进行求解. 图 6.1 展示

了在三种不同的参数 𝜀 下，粒子轨迹在垂直于磁场 𝐵0 = 𝑒3 平面的投影，其中

𝑇 = 5/𝜀，步长为 ℎ = 10−2. 可以看出当采用原始初值时，Boris 算法所得的运

动轨迹的回旋半径随时间增长，为了得到正确的轨迹，需要对初始速度进行修

正 (4.9). 对于滤子变分格式，使用原始初值即可得到正确的轨迹.

(a)

-0.5 0 0.5

-0.5

0

0.5

-0.5 0 0.5

-0.5

0

0.5

-0.5 0 0.5

-0.5

0

0.5

(b)

(c)
图 4.3在时间段 𝑡 ≤ 5/𝜀内投影在垂直于磁场平面的粒子轨迹. (a) Boris算法采用初值 𝑥(0)，

𝑣(0). (b) Boris算法采用修正初始速度 (4.9). (c)加滤子变分格式采用初值 𝑥(0), 𝑣(0). 步
长均取为 ℎ = 10−2.

4.4.3 长时间能量和磁矩的近似保持

在本节中，我们主要分析了标准变分格式以及滤子变分格式对能量和磁矩

的保持情况. 对于 Boris 算法，我们没有相应的理论结果. 对于标准变分格式，
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我们证明了采用修正初始速度时，对应的数值能量误差在 𝑂(𝜀−1) 时间内保持有

界. 对于滤子变分格式，我们借助系统的拉格朗日形式，可以证明能量和磁矩在

𝑂(𝜀−𝑁 ), ∀𝑁 > 1 时间内近似被保持.

标准变分格式. 对于标准变分格式，采用步长 (4.8) 以及修正的初始速度 (4.9)，

可证明在 ℎ6 ≤ 𝜀 的条件下，能量误差在 𝑂(𝜀−1) 时间内保持为 𝑂(ℎ2).

定理 4.7. 在定理 4.2的条件下，假设标准变分格式的步长满足 (4.8)，初始速度

满足 (4.9)，它的数值解 𝑥𝑛在 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑐 𝜀−1内保持在紧集 𝕂上 (𝕂和 𝑐与 𝜀，ℎ无

关)，那么，能量在 𝑐 min(𝜀−1, ℎ−6)时间内与初始能量的误差为 𝑂(ℎ2)，

|𝐻(𝑥𝑛, 𝑣𝑛) − 𝐻(𝑥0, 𝑣0)| ≤ 𝐶ℎ2, 0 ≤ 𝑛ℎ ≤ 𝑐 min(𝜀−1, ℎ−6). (4.30)

进一步，磁矩 (4.4)在 𝑐 𝜀−1时间内保持 𝑂(𝜀2)，

|𝐼(𝑥𝑛, 𝑣𝑛)| ≤ 𝐶𝜀2, 0 ≤ 𝑛ℎ ≤ 𝑐 𝜀−1, (4.31)

其中常数 𝐶 不依赖 𝜀，ℎ，𝑛，但依赖 𝐵1和 𝐸 导数的界，紧集 𝕂以及 𝑐.

证明. 该定理的证明利用了定理 4.2 以及文献 [110] 中命题 6.2. 我们首先考虑

0 ≤ 𝑡 ≤ 1 区间上的能量行为，在这段区间上，我们可以应用定理 4.2 的结论. 记

𝐷 = d/d𝑡 以及移位算子 eℎ𝐷，引入记号 𝛿(𝜁) = (𝜁 − 𝜁−1)/2 以及 𝜌(𝜁) = 𝜁 − 2 + 𝜁−1，

借助展开 𝛿(𝑒ℎ)/(2ℎ) = (1 + 𝛼2ℎ2 + 𝛼4ℎ4 + … ) 和 𝜌(𝑒ℎ)/ℎ2 = (1 + 𝛽2ℎ2 + 𝛽4ℎ4 + … )，

我们可以将 (4.17) 中 𝑦(𝑡) 所满足的方程表达为

̈𝑦 + 𝛽2ℎ2𝑦(4) + 𝛽4ℎ4𝑦(6) + … = ( ̇𝑦 + 𝛼2ℎ2𝑦(3) + 𝛼4ℎ4𝑦(5) + …) × 𝐵0
𝜀

+ 𝐴′
1(𝑦)⊤ 𝛿(eℎ𝐷)

2ℎ 𝑦 − 𝛿(eℎ𝐷)
2ℎ 𝐴1(𝑦) − ∇𝜑(𝑦) + 𝑂(|𝑧|2) + 𝑂(ℎ𝑁 ), (4.32)

其中左端只含有 𝑦 的偶数阶导数，而右端只含有 𝑦 的奇数阶导数. 在方程 (4.32)

两端同时乘以 ̇𝑦⊤. 左端可表达为某一项关于时间的导数，利用定理 4.2 (c) 可知

该项中 𝑦 的二阶以及更高阶导数可通过 (𝑦, ̇𝑦) 表达. 方程的右端会变为

− ̇𝑦⊤𝜀−1𝐵0(𝛼2ℎ2𝑦(3) + 𝛼4ℎ4𝑦(5) + …) (4.33)
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+ ̇𝑦⊤ 1
2ℎ(𝐴′

1(𝑦)⊤𝛿(𝑒ℎ𝐷)𝑦 − 𝛿(𝑒ℎ𝐷)𝐴1(𝑦)) − d
d𝑡𝜑(𝑦) + 𝑂(|𝑧|2) + 𝑂(ℎ𝑁 ).

由于 ̇𝑦⟂ = ̇𝑦1 + ̇𝑦−1，由定理 4.2 知，它的导数均为 𝑂(𝜀)，所以上式中第一项

为 𝑂(ℎ2)，由于 𝐵0 是一个反对称矩阵，所以第一项可表达为某一项关于时间导

数，并且出现在该项中 𝑦 的二阶以及更高阶导数均可以通过 (𝑦, ̇𝑦) 表达. 利用文

献 [110] 中命题 6.2 的证明，可知 (4.33) 第二项也可表达为为某一项关于时间的

导数.

于是存在函数 𝐻ℎ(𝑥, 𝑣)，有

𝐻ℎ(𝑥, 𝑣) = 𝐻(𝑥, 𝑣) + 𝑂(ℎ2), (4.34)
d
d𝑡𝐻ℎ(𝑦(𝑡), ̇𝑦(𝑡)) = 𝑂(|𝑧(𝑡)|2) + 𝑂(ℎ𝑁 ). (4.35)

下面考虑关于 𝑧 的方程. 已知修正初始速度满足 (4.9)，借助定理 4.2 (d) 中的结论

可知，存在常数 𝑐0 使得 |𝑧(0)| ≤ 𝑐0ℎ4. 𝑧⟂ = 𝑧1 + 𝑧−1 的微分方程可以表达为

̇𝑧⟂ = 4𝜀
ℎ2 𝑧⟂ × 𝐵0 + 𝑂(𝜀|𝑧⟂|) + 𝑂(𝜀ℎ𝑁 ).

该方程两端同时乘以 2(𝑧⟂)⊤，注意到 2(𝑧⟂)⊤ ̇𝑧⟂ = (d/d𝑡)|𝑧⟂|2，我们有

d
d𝑡|𝑧⟂|2 ≤ 𝐶𝜀|𝑧⟂|2 + 𝑂(𝜀ℎ𝑁 ),

这表明了 |𝑧⟂(𝑡)| ≤ e ̃𝑐𝜀𝑡|𝑧⟂(0)| + 𝑂(𝑡𝜀ℎ𝑁 ). 进一步，根据定理 4.2 的证明，我们知

道 |𝑧0(𝑡)| ≤ 𝐶ℎ2|𝑧⟂(𝑡)|. 在每一个区间上，应用定理 4.2，可以得到 𝑧 的高振荡分

量保持 𝑂(ℎ4)，类似于定理 4.5 中 (b) 的证明，可以将时间区间推广到许多长度为

1 的时间区间拼起来到 𝑐 𝜀−1. 由 (4.35) 我们有

𝐻ℎ(𝑦(𝑡), ̇𝑦(𝑡)) = 𝐻ℎ(𝑦(0), ̇𝑦(0)) + 𝑂(𝑡ℎ8).

最终可得

𝐻(𝑥𝑛, 𝑣𝑛) = 𝐻ℎ(𝑥𝑛, 𝑣𝑛) + 𝑂(ℎ2) = 𝐻ℎ(𝑦(𝑡𝑛), ̇𝑦(𝑡𝑛)) + 𝑂(ℎ2).
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由于 𝑣𝑛
⟂ = ̇𝑦⟂(𝑡𝑛) − (−1)𝑛 ̇𝑧⟂(𝑡𝑛) + 𝑂(𝜀ℎ2)，利用定理 4.2 (c) 中关于 𝑦±1 和 𝑧±1

的方程，我们有 𝑣𝑛
⟂ = 𝑂(𝜀). 因此磁矩 (4.4) 满足

𝐼(𝑥, 𝑣) = 1
2

|𝑣 × 𝐵0 + 𝑂(𝜀)|2

1 + 𝑂(𝜀) = 1
2 |𝑣⟂|2(1 + 𝑂(𝜀)) + 𝑂(𝜀2). (4.36)

根据 (4.36) 可知，在短时间内 𝐼(𝑥𝑛, 𝑣𝑛) ≤ 𝐶𝜀2. 类似于定理 4.5 的证明，最终可以

得到长时间上磁矩始终保持 𝑂(𝜀2).

滤子变分格式. 对于滤子变分格式，假设步长满足 (4.23) 和非共振条件 (4.24)，

我们可以得到如下关于能量和磁矩长时间保持情况的结果.

定理 4.8. 记𝑀 > 𝑁 为两个任意的正整数，在定理 4.3的条件下，并假设初始速

度的界与 𝜀无关. 假设滤子变分格式所得数值解 𝑥𝑛 在 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑐 𝜀−𝑁 时间内保持

在紧集 𝕂上 (𝕂和 𝑐不依赖 𝜀，ℎ)，那磁矩和能量有如下估计，

| 𝐼(𝑥𝑛, 𝑣𝑛) − 𝐼(𝑥0, 𝑣0) | ≤ 𝐶ℎ

|𝐻(𝑥𝑛, 𝑣𝑛) − 𝐻(𝑥0, 𝑣0)| ≤ 𝐶ℎ
0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑐 min(ℎ−𝑀 , 𝜀−𝑁 ),

其中常数 𝐶 不依赖 𝜀，ℎ，𝑛（0 ≤ 𝑛ℎ ≤ 𝑐/𝜀），但依赖初始速度的界，𝐵1和 𝐸 导

数的界，紧集 𝕂，𝑐，以及𝑀 和𝑁 的选取.

证明. 该定理的证明类似于 [34] 中定理 2.2 和 2.3 的证明. 我们这里只叙述关键

的步骤，记为 (i)-(iv).

这里始终假设存在正整数 𝑚 > 2，使得步长满足 ℎ𝑚 ≤ 𝜀，并且我们取 𝑀 ≥

𝑚𝑁，因此下面分析中我们只需考虑时间尺度到 𝜀−𝑁 .

(i) 对 0 ≤ 𝑡 ≤ 1，考虑

𝑦𝑘(𝑡) = 𝑧𝑘(𝑡)ei𝑘𝑡/𝜀 |𝑘| ≤ 𝑁 且 𝑦𝑘(𝑡) = 0 对于 |𝑘| > 𝑁 .
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记 y = (𝑦𝑘)𝑘∈ℤ，定义如下电磁势

𝒰 (y) = ∑
0≤𝑚≤𝑁

𝛼1+…+𝛼𝑚=0

1
𝑚! 𝜑(𝑚)(𝑦0)y𝛼

𝒜(y) = (𝒜𝑘(y))𝑘∈ℤ =
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

∑
0≤𝑚≤𝑁

𝛼1+…+𝛼𝑚=𝑘

1
𝑚!𝐴(𝑚)(𝑦0)y𝛼

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠𝑘∈ℤ

,

则滤子变分格式 (4.12) 的展开系统为

Ψ−1𝛿2
ℎ𝑦𝑘 = ∑

𝑗∈ℤ (
𝜕𝒜𝑗
𝜕𝑦𝑘 (y))

∗
𝛿2ℎ𝑦𝑗 − 𝛿2ℎ𝒜𝑘(y) − (

𝜕𝒰
𝜕𝑦𝑘 (y))

∗
+ 𝑂(𝜀𝑁 ), (4.37)

其中 𝛿2ℎ𝑓(𝑡) = (𝑓(𝑡 + ℎ) − 𝑓(𝑡 − ℎ))/(2ℎ)，𝛿2
ℎ𝑓(𝑡) = (𝑓(𝑡 + ℎ) − 2𝑓(𝑡) + 𝑓(𝑡 − ℎ))/ℎ2

分别表示一阶和二阶中心差分. 方程 (4.37) 可以通过离散 Euler–Lagrange 方程得

到，其对应的离散拉格朗日函数为

ℒℎ(y𝑛, y𝑛+1) = ℎ
2 (

y𝑛+1 − y𝑛

ℎ )

∗
(Ψ−1 ⊗ 𝐼) (

y𝑛+1 − y𝑛

ℎ )

+ ℎ
2 (𝒜(y𝑛) + 𝒜(y𝑛+1))

∗
(
y𝑛+1 − y𝑛

ℎ ) − ℎ
2 (𝒰 (y𝑛) + 𝒰 (y𝑛+1)).

(ii) 在群作用 𝑆(𝜆)y = (𝑒i𝑘𝜆𝑦𝑘)𝑘∈ℤ (∀𝜆 ∈ ℝ) 下，我们有

𝒰 (𝑆(𝜆)y) = 𝒰 (y), 𝒜(𝑆(𝜆)y) = 𝑆(𝜆)𝒜(y),

对上式关于 𝜆 求导并在 𝜆 = 0 处取值有

∑
𝑘∈ℤ

i𝑘𝜕𝒰
𝜕𝑦𝑘 (y)𝑦𝑘 = 0

∑
𝑗∈ℤ

i𝑗 𝜕𝒜𝑘
𝜕𝑦𝑗 (y)𝑦𝑗 = i𝑘𝒜𝑘(y), 𝑘 ∈ ℤ.

对方程 (4.37) 两端乘以 −i𝑘(𝑦𝑘)∗，关于 𝑘 求和，利用如上两个等式，有

ℐℎ[y](𝑡) − ℐℎ[y](𝑡 − ℎ) = 𝑂(ℎ𝜀𝑁+1), (4.38)
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其中

ℐℎ[y](𝑡) = − i
𝜀ℎ ∑

𝑘
𝑘𝑦𝑘(𝑡)∗Ψ−1𝑦𝑘(𝑡 + ℎ)

+ i
2𝜀 ∑

𝑘
𝑘 (𝒜𝑘(y(𝑡))∗𝑦𝑘(𝑡 + ℎ) − 𝑦𝑘(𝑡)∗𝒜𝑘(y(𝑡 + ℎ))) ,

所以我们得到 (4.37) 的一个绝热不变量. 进一步有

ℐℎ[y](𝑡) = − i
𝜀ℎ (𝑦1(𝑡)∗Ψ−1𝑦1(𝑡 + ℎ) − 𝑦−1(𝑡)∗Ψ−1𝑦−1(𝑡 + ℎ))

+ i
2𝜀2 (𝑦1(𝑡)∗(𝑦1(𝑡 + ℎ) × 𝐵0) − 𝑦−1(𝑡)∗(𝑦−1(𝑡 + ℎ) × 𝐵0)) + 𝑂(𝜀).

通过计算可知上式右端的第一项是 (1+cos(ℎ/𝜀))|𝑧1
1|2/𝜀2+𝑂(ℎ)，第二项是 − cos(ℎ/𝜀)|𝑧1

1|2/𝜀2+

𝑂(ℎ). 于是得到

ℐℎ[y](𝑡) = 1
𝜀2 |𝑧1

1(𝑡)|2 + 𝑂(ℎ). (4.39)

另一方面，由于

𝑣𝑛 = Φ 𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛−1

2ℎ + 𝑂(𝜀)

= (𝐼 + (1 − sinc(ℎ/𝜀)−1) ̂𝐵2
0)

𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛−1

2ℎ + 𝑂(𝜀)

= ̇𝑧0(𝑡) + i
𝜀 (𝑧1

1(𝑡)ei𝑡/𝜀 − 𝑧−1
−1(𝑡)e−i𝑡/𝜀) + 𝑂(ℎ), 𝑡 = 𝑛ℎ,

以及 ̇𝑧0(𝑡) × 𝐵0 = 𝑂(𝜀)，我们有

𝐼(𝑥𝑛, 𝑣𝑛) = 1
2 |𝑣𝑛 × 𝐵0|2 + 𝑂(𝜀) = 1

𝜀2 |𝑧1
1(𝑡)|2 + 𝑂(ℎ). (4.40)

比较 (4.39) 和 (4.40) 可知

𝐼(𝑥𝑛, 𝑣𝑛) = ℐℎ[y](𝑛ℎ) + 𝑂(ℎ). (4.41)

(iii) 对方程 (4.37) 两端同乘 ( ̇𝑦𝑘)∗ 并关于 𝑘 求和有

∑
𝑘

( ̇𝑦𝑘)∗Ψ−1𝛿2
ℎ𝑦𝑘 − ∑

𝑘
(

d
d𝑡𝒜𝑘(y)∗𝛿2ℎ𝑦𝑘 − ( ̇𝑦𝑘)∗𝛿2ℎ𝒜𝑘(y)) + d

d𝑡𝒰 (y)

= 𝑂(𝜀𝑁 ). (4.42)
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根据文献 [34] 中的定理 5.3 可知，存在函数 ℋℎ[y](𝑡) = 𝒦ℎ[y](𝑡) + ℳℎ[y](𝑡) +

𝒰 [y](𝑡)，使得 (4.42) 等价于

d
d𝑡ℋℎ[y](𝑡) = 𝑂(𝜀𝑁 ),

其中

𝒦ℎ[y] = 1
2( ̇𝑧0)∗Ψ−1 ̇𝑧0 + 2(𝑧1)∗Ψ−1𝑧1

ℎ2 (
ℎ
𝜀 sin(ℎ/𝜀) − 2 sin2(ℎ/2𝜀)) + 𝑂(ℎ)

= 1
2 | ̇𝑧0|2 +

2|𝑧1
1|2

tanc(ℎ/2𝜀)ℎ2 (
ℎ
𝜀 sin(ℎ/𝜀) − 2 sin2(ℎ/2𝜀)) + 𝑂(ℎ)

= 1
2 | ̇𝑧0|2 +

|𝑧1
1|2

𝜀2 (1 + cos(ℎ/𝜀)) + 𝑂(ℎ),

ℳℎ[y] = − cos(ℎ/𝜀)
|𝑧1

1|2

𝜀2 + 𝑂(ℎ),

𝒰 [y] = 𝜑(𝑧0) + 𝑂(ℎ),

因此

ℋℎ[y](𝑡) = 1
2 | ̇𝑧0(𝑡)|2 +

|𝑧1
1(𝑡)|2

𝜀2 + 𝜑(𝑧0(𝑡)) + 𝑂(ℎ). (4.43)

下面考虑数值能量. 根据 (ii) 中 𝑣𝑛 的表达，在 𝑡 = 𝑛ℎ 时，我们有

1
2 |𝑣𝑛|2 = 1

2 | ̇𝑧0(𝑡)|2 +
|𝑧1

1(𝑡)|2

𝜀2 + 𝑂(ℎ),

因此

𝐻(𝑥𝑛, 𝑣𝑛) = 1
2 |𝑣𝑛|2 + 𝜑(𝑥𝑛) = 1

2 | ̇𝑧0(𝑡)|2 +
|𝑧1

1(𝑡)|2

𝜀2 + 𝜑(𝑧0(𝑡)) + 𝑂(ℎ). (4.44)

比较 (4.43) 和 (4.44)，我们有

𝐻(𝑥𝑛, 𝑣𝑛) = ℋℎ[y](𝑡) + 𝑂(ℎ).

(iv) 现在我们可以通过将每个长度为 1 的时间段上 (ii) 和 (iii) 所得的结果拼

起来，这里借助了系数函数直到 𝑂(𝜀𝑁+1) 是唯一的，从而可以得到能量和磁矩的
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长时间保持.
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图 4.4能量误差𝐻(𝑥𝑛, 𝑣𝑛) − 𝐻(𝑥0, 𝑣0)随时间的演化. 上：Boris算法. 中：变分格式. 下：滤
子变分格式. (𝜀 = 10−4，ℎ = 10−2).

数值实验. 在该算例中，磁场为

𝐵(𝑥) = 1
𝜀

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1

0

0.5

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

+

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑥2 − 𝑥3

𝑥1 + 𝑥3

𝑥2 − 𝑥1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

,

𝜀 = 10−4. 电势为 𝜑(𝑥) = 𝑥3
1 −𝑥3

2 + 1
5𝑥4

1 +𝑥4
2 +𝑥4

3. 取初值为 𝑥(0) = (0, 1, 0.1)⊤, 𝑣(0) =

(0.09, 0.05, 0.2)⊤.

应用 4.2 节中的三种数值格式，步长 ℎ = 10−2，终止时刻 𝑇 = 107. 图 4.4 展

示了三种格式所得的数值解对应的能量误差. 图 4.5 展示了磁矩误差. 可以看出

Boris 算法以及变分格式计算所得的误差呈现出随机的变化，并且长时间之后，

数值结果不稳定. 与之比较，滤子变分格式能保持能量误差和磁矩误差长时间有
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界.

0 1 2 3 4 5 6

107

0

0.02

0.04

0.06

m
a
g
n
e
ti
c
 m

o
m

e
n
t 
e
rr

o
r

0 1 2 3 4 5 6

107

0

5

10

m
a
g
n
e
ti
c
 m

o
m

e
n
t 
e
rr

o
r

10-3

0 1 2 3 4 5 6

107

-0.02

0

0.02

0.04

0.06

0.08

m
a
g
n
e
ti
c
 m

o
m

e
n
t 
e
rr

o
r

图 4.5磁矩误差 𝐼(𝑥𝑛, 𝑣𝑛) − 𝐼(𝑥0, 𝑣0)随时间的演化. 上：Boris算法. 中：变分格式. 下：滤子
变分格式. (𝜀 = 10−4，ℎ = 10−2).
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图 4.6磁矩 𝐼(𝑥𝑛, 𝑣𝑛))随时间的演化. 上：Boris算法取修正初值 (4.9). 下：变分格式取修正初
值 (4.9) (𝜀 = 10−4，ℎ = 10−2).

在应用 Boris 算法和变分格式时，如果采用修正的初始速度 (4.9)，可以观察
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到两种算法计算的磁矩一直保持在 0 到 2 ⋅ 10−6 之间，如图 4.6 所示. 在该情况

下，变分格式在整个计算时间内展示了很好的能量保持行为，但是 Boris 算法的

误差出现了线性增长，如图 4.7 所示.
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图 4.7能量误差𝐻(𝑥𝑛, 𝑣𝑛) − 𝐻(𝑥0, 𝑣0)随时间的演化. 上：Boris算法取修正初值 (4.9). 下：变
分格式取修正初值 (4.9) (𝜀 = 10−4，ℎ = 10−2).

4.5 本章小节

在本章中，我们主要考虑了带电粒子在强磁场下的运动，具体研究了 Larmor

回旋，导心运动，缓慢的垂直漂移等动力学行为及其守恒量的长时间保持情况.

对强磁场单粒子模型，采用三类数值方法：Boris 算法，标准变分格式以及滤子

变分格式进行了模拟. 分析了当步长远大于 Larmor 回旋周期时，数值解在不同

的时间尺度下的误差估计. 我们发现，新提出的滤子变分格式在各个时间尺度均

给出了令人满意的结果. 对于 Boris 算法以及标准变分格式，为了得到正确的数

值结果，需要对初始速度进行修正.
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第 5章 切触算法及其在 Fokker–Planck方程中的应用

对于切触哈密顿系统，通过引进锥辛几何 (或称齐次辛几何)，冯康于 1993

年利用生成函数首次给出了保持切触结构的算法 [3]，并建立了它与齐次哈密顿

系统辛算法的关系. 最近几年，文献 [111, 112] 对切触哈密顿系统从变分形式构

造了切触算法. 在本章中，我们研究了切触哈密顿系统的生成函数理论，提出了

切触算法，并将该算法应用于研究等离子体物理中带电粒子的碰撞行为. 考虑

Vlasov–Poisson–Fokker–Planck (VPFP) 方程，我们采用了粒子 (Particle-in-cell) 方

法对分布函数进行近似，粒子的运动满足随机带切触结构的微分方程. 对该方程，

我们构造了两种随机切触算法，并且证明了算法的弱收敛阶，模拟了等离子物理

中的一些不稳定现象.

5.1 基于生成函数的切触算法

记 𝑀 为一个 2𝑛 + 1 维的切触流形，由 2.3 节预备知识知，在局部坐标系

(𝑞, 𝑝, 𝑠) 下，切触 1-形式 𝛼 可以表达为

𝛼 = d𝑠 − 𝑝d𝑞.

给定一个切触哈密顿量 𝐻(𝑞, 𝑝, 𝑠)，切触哈密顿向量场 𝑋𝐻 由 𝐻 通过下述两个条

件确定

𝐿𝑋𝐻 𝛼 = 𝜇𝛼, −𝐻 = 𝛼(𝑋𝐻 ).

在该局部坐标下，切触哈密顿向量场 𝑋𝐻 可以由切触哈密顿系统定义为

̇𝑞 = 𝜕𝐻
𝜕𝑝 ,

̇𝑝 = −𝜕𝐻
𝜕𝑞 − 𝜕𝐻

𝜕𝑠 𝑝,

̇𝑠 = (
𝜕𝐻
𝜕𝑝 )

⊤
𝑝 − 𝐻.

(5.1)

如果 𝐻 不依赖 𝑠，则从 (5.1) 可看出切触哈密顿系统退化为哈密顿系统，方

程 (5.1) 中的 𝑠 可以看成哈密顿作用函数.
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对于切触哈密顿系统，我们有如下定理.

定理 5.1. 切触哈密顿系统的解流是一个切触映射.

证明. 根据方程 (5.1)，我们有

d ̇̂𝑠 = 𝜕2𝐻
𝜕 ̂𝑝𝜕 ̂𝑞 ̂𝑝d ̂𝑞 + 𝜕2𝐻

𝜕 ̂𝑝2 ̂𝑝d ̂𝑝 + 𝜕2𝐻
𝜕 ̂𝑝𝜕 ̂𝑠 ̂𝑝d ̂𝑠 + 𝜕𝐻

𝜕 ̂𝑝 d ̂𝑝 − 𝜕𝐻
𝜕 ̂𝑝 d ̂𝑝 − 𝜕𝐻

𝜕 ̂𝑞 d ̂𝑞 − 𝜕𝐻
𝜕 ̂𝑠 d ̂𝑠,

− ̇̂𝑝d ̂𝑞 = 𝜕𝐻
𝜕 ̂𝑞 d ̂𝑞 + 𝜕𝐻

𝜕 ̂𝑠 ̂𝑝d ̂𝑞,

− ̂𝑝d ̇̂𝑞 = − ̂𝑝𝜕2𝐻
𝜕 ̂𝑝2 d ̂𝑝 − ̂𝑝 𝜕2𝐻

𝜕 ̂𝑝𝜕 ̂𝑞 d ̂𝑞 − ̂𝑝 𝜕2𝐻
𝜕 ̂𝑝𝜕 ̂𝑠d ̂𝑠.

由上述关系式可得
d
d𝑡(d ̂𝑠 − ̂𝑝d ̂𝑞) = d ̇̂𝑠 − ̇̂𝑝d ̂𝑞 − ̂𝑝d ̇̂𝑞

= −𝜕𝐻
𝜕 ̂𝑠 (d ̂𝑠 − ̂𝑝d ̂𝑞),

进一步

d ̂𝑠 − ̂𝑝d ̂𝑞 = exp (− ∫
𝑡

0

𝜕𝐻
𝜕 ̂𝑠 ) (d𝑠 − 𝑝d𝑞),

这表明了哈密顿系统的解流是一个切触映射.

注. 定义拉格朗日量

𝐿(𝑞, ̇𝑞, 𝑠) ∶= ̇𝑞𝑝 − 𝐻(𝑞, 𝑝, 𝑠), (5.2)

可知切触哈密顿系统可以等价于如下推广的 Euler–Lagrange 方程 [111]

𝜕𝐿
𝜕𝑞 − d

d𝑡
𝜕𝐿
𝜕 ̇𝑞 + 𝜕𝐿

𝜕 ̇𝑞
𝜕𝐿
𝜕𝑠 = 0.

类似于辛算法的生成函数理论，我们可以基于生成函数，构造切触数值算

法.

命题 5.2. 定义映射 𝑔 ∶ (𝑞, 𝑝, 𝑠0) ↦ ( ̂𝑞, ̂𝑝, 𝑆)，

• 假设 𝑆 ∶= 𝑆(𝑞, ̂𝑞, 𝑠0, 𝑡)，定义下述关系式

𝜆 = 𝜕𝑆
𝜕𝑠0

, 𝜆𝑝 = −𝜕𝑆
𝜕𝑞 , ̂𝑝 = 𝜕𝑆

𝜕 ̂𝑞 . (5.3)
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• 假设 𝑆1 ∶= 𝑆1( ̂𝑝, 𝑞, 𝑠0, 𝑡)，定义下述关系式

𝜆 = 𝜕𝑆1

𝜕𝑠0
, 𝜆𝑝 = ̂𝑝 − 𝜕𝑆1

𝜕𝑞 , ̂𝑞 = 𝑞 − 𝜕𝑆1

𝜕 ̂𝑝 . (5.4)

• 假设 𝑆2 ∶= 𝑆2(𝑝, ̂𝑞, 𝑠0, 𝑡)，定义下述关系式

𝜆 = 𝜕𝑆2

𝜕𝑠0
, ̂𝑝 = 𝑝 + 𝜕𝑆2

𝜕 ̂𝑞 , 𝜆𝑞 = ̂𝑞 + 𝜕𝑆2

𝜕𝑝 . (5.5)

• 假设 𝑆3 ∶= 𝑆3(𝜆𝑝+ ̂𝑝
2 , 𝑞+ ̂𝑞

2 , 𝑠0, 𝑡) =∶ 𝑆3(𝑢, 𝑣, 𝑠0.𝑡)，定义下述关系式

𝜆 = 𝜕𝑆3

𝜕𝑠0
, ̂𝑝 = 𝜆𝑝 + 𝜕𝑆3

𝜕𝑣 , ̂𝑞 = 𝑞 − 𝜕𝑆3

𝜕𝑢 . (5.6)

可以证明，映射 𝑔 ∶ (𝑞, 𝑝, 𝑠0) ↦ ( ̂𝑞, ̂𝑝, 𝑆)可以由上述等式隐式确定并且可证明是

切触的.

特别地，如果我们取生成函数 𝑆 是 Hamilton–Jacobi 方程的解，那么通过上

述映射可以给出切触哈密顿系统的精确解流.

定理 5.3. 如果 𝑆(𝑞, ̂𝑞, 𝑠0, 𝑡)是如下偏微分方程

𝜕𝑆
𝜕𝑡 + 𝐻 ( ̂𝑞, 𝜕𝑆

𝜕 ̂𝑞 , 𝑆) = 0, (5.7)

的一个光滑解，其中 (5.7)称为 𝑆 的 Hamilton-Jacobi方程. 那么由 (5.3)定义的映

射 (𝑞, 𝑝, 𝑠0) ↦ ( ̂𝑞(𝑡), ̂𝑝(𝑡), 𝑆(𝑡))是方程 (5.1)的解流.

证明. 对 (5.3) 中的前两个关系式两端同时关于 𝑡 求导并利用 (5.7) 可以得到

̇𝜆 = 𝜕2𝑆
𝜕𝑡𝜕𝑠0

+ 𝜕2𝑆
𝜕 ̂𝑞𝜕𝑠0

̇̂𝑞

= −𝜕𝐻
𝜕𝑆

𝜕𝑆
𝜕𝑠0

− 𝜕𝐻
𝜕 ̂𝑝

𝜕2𝑆
𝜕 ̂𝑞𝜕𝑠0

+ 𝜕2𝑆
𝜕 ̂𝑞𝜕𝑠0

̇̂𝑞,

𝑝 ̇𝜆 = − 𝜕2𝑆
𝜕𝑡𝜕𝑞 − 𝜕2𝑆

𝜕 ̂𝑞𝜕𝑞
̇̂𝑞

= 𝜕𝐻
𝜕𝑆

𝜕𝑆
𝜕𝑞 + 𝜕𝐻

𝜕 ̂𝑝
𝜕2𝑆
𝜕𝑞𝜕 ̂𝑞 − 𝜕2𝑆

𝜕 ̂𝑞𝜕𝑞
̇̂𝑞.
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因此我们有

𝑝 𝜕2𝑆
𝜕 ̂𝑞𝜕𝑠0 (−𝜕𝐻

𝜕 ̂𝑝 + ̇̂𝑞) = 𝜕2𝑆
𝜕 ̂𝑞𝜕𝑞 (

𝜕𝐻
𝜕 ̂𝑝 − ̇̂𝑞) ,

即

(
̇̂𝑞 − 𝜕𝐻

𝜕 ̂𝑝 ) (𝑝 𝜕2𝑆
𝜕 ̂𝑞𝜕𝑠0

+ 𝜕2𝑆
𝜕 ̂𝑞𝜕𝑞 ) = 0. (5.8)

对 (5.3) 中的第三个关系式两端求导得

̇̂𝑝 = 𝜕2𝑆
𝜕𝑡𝜕 ̂𝑞 + 𝜕2𝑆

𝜕 ̂𝑞2
̇̂𝑞

= −𝜕𝐻
𝜕 ̂𝑞 − 𝜕𝐻

𝜕𝑆
𝜕𝑆
𝜕 ̂𝑞 + 𝜕2𝑆

𝜕 ̂𝑞2 (
̇̂𝑞 − 𝜕𝐻

𝜕 ̂𝑝 ) .
(5.9)

结合 (5.8) 和 (5.9) 我们可以得 ̂𝑞 和 ̂𝑝 分别满足 (5.1) 的前两个方程. 根据 (5.7) 以

及 (5.3) 可得 𝑆 满足 (5.1)最后一个方程, 即 (𝑞, 𝑝, 𝑠0) ↦ ( ̂𝑞(𝑡), ̂𝑝(𝑡), 𝑆(𝑡)) 是切触哈密

顿系统的精确解流.

类似地我们可以给出下面三个定理.

定理 5.4. 如果 𝑆1(𝑞, ̂𝑝, 𝑠0, 𝑡)是偏微分方程

𝜕𝑆1

𝜕𝑡 + 𝐻 (𝑞 − 𝜕𝑆1

𝜕 ̂𝑝 , ̂𝑝, 𝑆1 − ̂𝑝𝜕𝑆1

𝜕 ̂𝑝 ) = 0, (5.10)

的一个光滑解，那么由 (5.4)定义的映射 (𝑞, 𝑝, 𝑠0) ↦ ( ̂𝑞(𝑡), ̂𝑝(𝑡), 𝑆(𝑡))是方程 (5.1)

的解流.

定理 5.5. 如果 𝑆2( ̂𝑞, 𝑝, 𝑠0, 𝑡)是偏微分方程

𝜕𝑆2

𝜕𝑡 + 𝐻 ( ̂𝑞, 𝑝 + 𝜕𝑆2

𝜕 ̂𝑞 , 𝑆2 − 𝑝𝜕𝑆2

𝜕𝑝 ) = 0, (5.11)

的一个光滑解，那么由 (5.5)定义的映射 (𝑞, 𝑝, 𝑠0) ↦ ( ̂𝑞(𝑡), ̂𝑝(𝑡), 𝑆(𝑡))是方程 (5.1)

的解流.

定理 5.6. 如果 𝑆3(𝑢, 𝑣, 𝑠0, 𝑡)是偏微分方程

𝜕𝑆3

𝜕𝑡 + 𝐻 (𝑣 − 1
2

𝜕𝑆3

𝜕𝑢 , 𝑢 + 1
2

𝜕𝑆3

𝜕𝑣 , 𝑆3 − 𝑢𝜕𝑆3

𝜕𝑢 ) = 0, (5.12)
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的一个光滑解，那么由 (5.6)定义的映射 (𝑞, 𝑝, 𝑠0) ↦ ( ̂𝑞(𝑡), ̂𝑝(𝑡), 𝑆(𝑡))是方程 (5.1)

的解流.

利用上述定理，我们可以通过近似对应的 Hamilton–Jacobi 方程的解来构造

切触算法. 以定理 5.4 为例，假设 𝑆1 有级数展开

𝑆1(𝑞, ̂𝑝, 𝑠0, 𝑡) = 𝑠0 + 𝑡𝐺1(𝑞, ̂𝑝, 𝑠0) + 𝑡2𝐺2(𝑞, ̂𝑝, 𝑠0) + 𝑡3𝐺3(𝑞, ̂𝑝, 𝑠0) + ⋯

把该展开代入 (5.10) 并比较系数可以得到

𝐺1(𝑞, ̂𝑝, 𝑠0) = −𝐻(𝑞, ̂𝑝, 𝑠0),

𝐺2(𝑞, ̂𝑝, 𝑠0) = 1
2 (−𝜕𝐻

𝜕 ̂𝑝
𝜕𝐻
𝜕𝑞 + 𝐻 𝜕𝐻

𝜕𝑆 − ̂𝑝𝜕𝐻
𝜕 ̂𝑝

𝜕𝐻
𝜕𝑆 ) ,

𝐺3(𝑞, ̂𝑝, 𝑠0) = 1
3 (

𝜕𝐺2
𝜕 ̂𝑝

𝜕𝐻
𝜕𝑞 − 1

2 (
𝜕𝐺1
𝜕 ̂𝑝 )

2 𝜕2𝐻
𝜕𝑞2 − (𝐺2 − ̂𝑝𝜕𝐺2

𝜕 ̂𝑝 )
𝜕𝐻
𝜕𝑆 − 1

2 (𝐺1 − ̂𝑝𝜕𝐺1
𝜕 ̂𝑝 )

2 𝜕2𝐻
𝜕𝑆2 )

,

其它项可以通过上述表达递推得到.

考虑 𝑆1 的 𝑛 阶截断，则可得到相应的 𝑛 阶切触数值方法. 当 𝑛 = 1 时，可以

得到如下的一阶切触算法

𝑞𝑛+1 = 𝑞𝑛 + ℎ𝐻𝑝(𝑞𝑛, 𝑝𝑛+1, 𝑠𝑛),

𝑝𝑛+1 = 𝑝𝑛 − ℎ𝐻𝑞(𝑞𝑛, 𝑝𝑛+1, 𝑠𝑛) − ℎ𝑝𝑛𝐻𝑠(𝑞𝑛, 𝑝𝑛+1, 𝑠𝑛),

𝑠𝑛+1 = 𝑠𝑛 − ℎ𝐻(𝑞𝑛, 𝑝𝑛+1, 𝑠𝑛) + ℎ𝑝𝑛+1𝐻𝑝(𝑞𝑛, 𝑝𝑛+1, 𝑠𝑛).

当 𝑛 = 2 时，可得到更为复杂但精度为二阶的切触算法

𝜆 = 1 − ℎ𝐻𝑠 + ℎ2

2 (𝐻2
𝑠 + 𝐻𝐻𝑠𝑠 − 𝐻𝑠𝑝𝐻𝑞 − 𝐻𝑝𝐻𝑠𝑞 − 𝑝𝑛+1𝐻𝑠𝑝𝐻𝑠 − 𝑝𝑛+1𝐻𝑝𝐻𝑠𝑠),

𝑞𝑛+1 = 𝑞𝑛 + ℎ𝐻𝑝 − ℎ2

2 (𝐻𝐻𝑠𝑝 − 𝐻𝑝𝑝𝐻𝑞 − 𝐻𝑝𝐻𝑝𝑞 − 𝑝𝑛+1𝐻𝑝𝑝𝐻𝑠 − 𝑝𝑛+1𝐻𝑝𝐻𝑠𝑝),

𝑝𝑛+1 = 𝜆𝑝𝑛 − ℎ𝐻𝑞 + ℎ2

2 (𝐻𝑞𝐻𝑠 + 𝐻𝐻𝑠𝑞 − 𝐻𝑝𝑞𝐻𝑞 − 𝐻𝑝𝐻𝑞𝑞 − 𝑝𝑛+1𝐻𝑝𝑞𝐻𝑠 − 𝑝𝑛+1𝐻𝑝𝐻𝑠𝑞),

𝑠𝑛+1 = 𝑠𝑛 − ℎ𝐻 + ℎ2

2 (𝐻𝐻𝑠 − 𝐻𝑝𝐻𝑞 − 𝑝𝑛+1𝐻𝑝𝐻𝑠),

其中右端函数在 (𝑞𝑛, 𝑝𝑛+1, 𝑠𝑛) 处取值.

利用定理 5.6，假设 𝑆3 有级数展开的形式，具体表达见附录 A.2，采取类似
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的步骤可以得到如下一阶切触算法

𝜆 = 1 − ℎ𝐻𝑠 (
𝑞𝑛+1 + 𝑞𝑛

2 ,
𝜆𝑝𝑛 + 𝑝𝑛+1

2 , 𝑠𝑛) ,

𝑞𝑛+1 = 𝑞𝑛 + ℎ𝐻𝑝 (
𝑞𝑛+1 + 𝑞𝑛

2 ,
𝜆𝑝𝑛 + 𝑝𝑛+1

2 , 𝑠𝑛) ,

𝑝𝑛+1 = 𝜆𝑝𝑛 − ℎ𝐻𝑞 (
𝑞𝑛+1 + 𝑞𝑛

2 ,
𝜆𝑝𝑛 + 𝑝𝑛+1

2 , 𝑠𝑛) ,

𝑠𝑛+1 = 𝑠𝑛 − ℎ𝐻 (
𝑞𝑛+1 + 𝑞𝑛

2 ,
𝜆𝑝𝑛 + 𝑝𝑛+1

2 , 𝑠𝑛) ,

以及二阶切触算法

𝜆 = 1 − ℎ𝐻𝑠 + ℎ2

2 (𝐻2
𝑠 −

𝜆𝑝𝑛 + 𝑝𝑛+1
2 𝐻𝑠𝑝𝐻𝑠 + (𝐻 −

𝜆𝑝𝑛 + 𝑝𝑛+1
2 𝐻𝑝) 𝐻𝑠𝑠) ,

𝑞𝑛+1 = 𝑞𝑛 + ℎ𝐻𝑝 + ℎ2

2 (
𝜆𝑝𝑛 + 𝑝𝑛+1

2 𝐻𝑝𝑝𝐻𝑠 − (𝐻 −
𝜆𝑝𝑛 + 𝑝𝑛+1

2 𝐻𝑝) 𝐻𝑠𝑝) ,

𝑝𝑛+1 = 𝜆𝑝𝑛 − ℎ𝐻𝑞 + ℎ2

2 ((𝐻𝑞 −
𝜆𝑝𝑛 + 𝑝𝑛+1

2 𝐻𝑝𝑞) 𝐻𝑠 + (𝐻 −
𝜆𝑝𝑛 + 𝑝𝑛+1

2 𝐻𝑝) 𝐻𝑠𝑞) ,

𝑠𝑛+1 = 𝑠𝑛 − ℎ𝐻 + ℎ2

2 (𝐻 −
𝜆𝑝𝑛 + 𝑝𝑛+1

2 𝐻𝑝) 𝐻𝑠,

其中右端函数在 (
𝑞+𝑞𝑛

2 , 𝜆𝑝𝑛+𝑝𝑛+1
2 , 𝑠𝑛) 处取值.

命题 5.7. 考虑对切触哈密顿系统 (5.1)应用切触数值算法 Φℎ，那么数值解 Z̃ =

( ̃𝑞, ̃𝑝, ̃𝑠)满足如下的修正的切触哈密顿系统

̇̃𝑞 = 𝜕�̃�
𝜕𝑝 ,

̇̃𝑝 = −𝜕�̃�
𝜕𝑞 − 𝜕�̃�

𝜕𝑠 𝑝,

̇̃𝑠 = (
𝜕�̃�
𝜕𝑝 )

⊤
̃𝑝 − �̃�.

其中修正切触哈密顿量 �̃�(ℎ, Z̃) = 𝐻 + ℎ𝐻1 + ℎ2𝐻2 + ⋯.

证明. 首先可将切触算法辛化，这样我们可以得到一个对应于锥形哈密顿系统的

锥辛算法，根据锥辛算法的向后误差估计，可知存在一个修正的锥形哈密顿系

统，使得锥辛算法可以给出该修正锥形哈密顿系统的精确解. 最后根据锥形哈密

顿系统和切触系统的关系，便可得到修正的切触哈密顿量.
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数值实验. 考虑切触哈密顿函数为 𝐻 = 1
2(𝑥2 + 𝑦2)，对应的切触动力系统可表达

为

�̇� = −𝑦

̇𝑦 = 𝑥

̇𝑧 = 1
2(𝑥2 − 𝑦2)

.

图 5.1 分别展示了采用二阶切触算法和 Euler 格式计算的数值解，其中红线

代表精确解. 可以看出切触算法和精确解吻合的很好，而 Euler 格式给出了错误

的结果.
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y x

0 0
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-1 -1
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图 5.1左：切触算法. 右：Euler格式. (ℎ = 0.01, 𝑇 = 100).

5.2 Vlasov–Poisson–Fokker–Planck系统

无碰撞的等离子体可以通过如下的动理学方程描述

𝜕𝑓
𝜕𝑡 + v ⋅ ∇𝑓 + F ⋅ ∇𝑣𝑓 = 0,

其中 𝑓 表示粒子的分布函数，x 和 v 表示粒子的位置和速度，F 是粒子体系所受

的外力，∇ 表示梯度算子，⋅ 表示内积.

当外力是来自粒子本身产生的自洽电磁场时，即 𝐹 = E + v × B，外力 𝐹 被

称为 Lorentz 力，描述粒子运动的 Vlasov 方程要与 Maxwell 方程组进行耦合. 当

粒子的速度远小于光速，Lorentz 力中的 v×B 很小可以忽略，因此我们可以通过

如下静电 Vlasov 方程来描述该系统

𝜕𝑓
𝜕𝑡 + v ⋅ ∇x𝑓 + E ⋅ ∇v𝑓 = 0,
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进一步，如果磁场 B 随着时间变化很小时，电场和磁场是可以解耦的，电场可

以通过静电势表达为 E = −∇𝜑，电势 𝜑 满足如下的 Poisson 方程

−Δ𝜑 = 𝜌 − 1,

其中 𝜌(𝑡, x) = ∫ℝ3 𝑓(𝑡, x, v)𝑑v 表示电荷密度.

当考虑粒子之间的碰撞效应时，动理学方程可以表达为

𝜕𝑓
𝜕𝑡 + v ⋅ ∇x𝑓 + E ⋅ ∇v𝑓 = 𝐶(𝑓),

E(x) = −∇x𝜑(x),

− Δ𝜑 = 𝜌 − 1,

(5.13)

其中 𝐶(𝑓) 表示碰撞项，常见的碰撞算子包括 Lorentz 碰撞，Lenard–Bernstein 碰

撞，Coulomb 碰撞等 [50, 52, 53]. 我们这主要考虑的是 Fokker–Planck 碰撞，在这

种情况下可表达为 𝐶(𝑓) = ∇v ⋅ (𝜎∇v𝑓 + 𝛽(v𝑓))，其中 𝛽 是粘性系数，𝜎 是扩散系

数，它们之间满足 𝜎 = 𝛽𝜅𝑇 /𝑚，𝜅 为 Boltzmann 常数，𝑇 为周围介质温度，𝑚 表

示单个粒子的质量. 在本文中，我们考虑空间方向满足周期边界条件. 如下命题

介绍了 VPFP 系统几个重要的物理量.

命题 5.8. 如果 𝑓(x, v, 𝑡)和 𝐸(x, 𝑡)在 x方向是周期的，并且 𝑓 在 v方向上具有紧

支集，那么 VPFP系统具有如下性质：

1. 记电荷为 𝑉 = ∫ 𝑓(x, v, 𝑡)𝑑x𝑑v，那么系统的电荷是守恒的

d
d𝑡𝑉 = 0.

2. 记系统动量为ℳ = ∫ 𝑓v𝑑x𝑑v，我们有 dℳ
d𝑡 = −𝛽ℳ，即

ℳ(𝑡) = 𝑒−𝛽𝑡ℳ(0). (5.14)

3. 记系统能量为 ℰ = 1
2 ∫ |v|2𝑓dxdv + 1

2 ∫ |E|2dx，那么

dℰ
d𝑡 = 3𝜎𝑉 − 𝛽 ∫ |v|2𝑓dxdv. (5.15)
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4. 记熵函数为 𝑆 = ∫ 𝑓 ln 𝑓dxdv，那么

d𝑆
d𝑡 = ∫ (

−𝜎 |∇v𝑓|2

𝑓 + 3𝛽𝑓
)

dxdv.

证明. 1. 对 (5.13) 中的第一个方程两端关于 x 和 v 积分有

∫
𝜕𝑓
𝜕𝑡 dxdv + ∫ v ⋅ ∇x𝑓dxdv + ∫E ⋅ ∇v𝑓dxdv = ∫ 𝐶(𝑓)dxdv. (5.16)

由于 𝑓 在 x 方向是周期的，所以等号左端的第二项和第三项为 0. 根据 𝑓 在 v 方

向具有紧支集，可以计算出右端积分为

∫ 𝐶(𝑓)dxdv = ∫ ∇v ⋅ (𝜎∇v𝑓 + 𝛽(v𝑓))dxdv

= 𝜎 ∫ △v𝑓dxdv + 3 ∫ 𝛽𝑓dxdv + ∫ 𝛽v ⋅ ∇v𝑓dxdv

= 3𝛽 ∫ 𝑓dxdv − 3𝛽 ∫ 𝑓dxdv = 0.

因此，我们得到系统的电荷是守恒的，即

d𝑉
d𝑡 = 0.

2. 根据假设知 E 具有周期边界条件，可得

∫(∇ × E) × Edx = − ∫ (E(∇ ⋅ E) + 1
2∇E2

) dx

= − ∫E(∇ ⋅ E)dx.
(5.17)

由 (5.13) 中的第二个方程，显然有 ∇ ×E = 0. 由于 ∇ ⋅E = 𝜌 − 1，所以由 (5.17) 有

∫E(1 − 𝜌)dx = 0.

另一方面，由于 E = −∇𝜑 且 𝜑 满足周期边界条件，得

∫E𝜌dx = 0. (5.18)
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对 (5.13) 的第一个方程两端同时乘以 v，然后关于 x 和 v 积分，我们有

d
d𝑡 ∫ v𝑓dxdv + ∫ ∇x ⋅ (v ⊗ v𝑓)dxdv + ∫ v∇v ⋅ (E𝑓)dxdv = ∫ v𝐶(𝑓)dxdv,

(5.19)

已知 𝑓 在 x 方向是周期的，可知上式左端第二项为 0. 对上式左端第三项应用分

部积分有

∫ v∇v ⋅ (E𝑓)dxdv = − ∫E𝑓dxdv = ∫E𝜌dx = 0,

计算 (5.19) 的右端项有

∫ v𝐶(𝑓)dxdv = 𝜎 ∫ △v𝑓v dxdv + 3𝛽 ∫ 𝑓v dxdv + 𝛽 ∫ v ⋅ ∇v𝑓v dxdv

= −𝛽 ∫ 𝑓v dxdv.

所以由 (5.19) 推出
dℳ
d𝑡 = −𝛽ℳ.

3. 对 (5.13) 的第一个方程两端同时乘以 |v|2 并关于 x 和 v 积分，得

d
d𝑡 ∫ |v|2𝑓dxdv + ∫ ∇x ⋅ (|v|2v𝑓)dxdv + ∫ |v|2∇v ⋅ (E𝑓)dxdv = ∫ |v|2𝐶(𝑓)dxdv.

(5.20)

在命题的假设条件下，等号左端第二项为 0. 对 (5.13) 的第一个方程两端关于 v

积分有

𝜕
𝜕𝑡 ∫ 𝑓dv + ∫ v ⋅ ∇x𝑓dv + ∫E ⋅ (∇v𝑓)dv = ∫ 𝐶(𝑓)dv, (5.21)

等号左边第三项和右端项均为 0. 根据 (5.13) 的最后一个方程我们有

∇x ⋅ ∫ v𝑓𝑑v = −𝜕𝜌
𝜕𝑡 = −∇x ⋅ 𝜕E

𝜕𝑡 , (5.22)

由于 E = −∇x𝜑，结合 (5.22) 以及分部积分可以给出

∫ |v|2∇v ⋅ (E𝑓)dxdv = −2 ∫ v ⋅ (E𝑓)dxdv
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= −2 ∫E ⋅ (∫ v𝑓dv) dx

= 2 ∫ 𝜑∇x ⋅ 𝜕E
𝜕𝑡 dx

= d
d𝑡 ∫ |E|2dx. (5.23)

将 (5.23) 代入 (5.20) 中有

d
d𝑡 ∫ |v|2𝑓dxdv + d

d𝑡 ∫ |E|2dx = ∫ |v|2𝐶(𝑓)dxdv

= 1
2 (6𝜎 ∫ 𝑓dxdv − 2𝛽 ∫ |v|2𝑓dxdv)

= 3𝜎𝑉 − 𝛽 ∫ |v|2𝑓dxdv.

(5.24)

4. 在 (5.13) 的第一个方程两端同时乘以 ln 𝑓 + 1，并关于 x 和 v 积分有

d
d𝑡 ∫ 𝑓 ln 𝑓dxdv+∫ v⋅∇x(𝑓 ln 𝑓)dxdv+∫E⋅∇v(𝑓 ln 𝑓)dxdv = ∫(ln 𝑓+1)𝐶(𝑓)dxdv.

由于 𝑓 在 x 方向是周期的以及它在 v 方向具有紧支集，可以看出等号左端的第

二三项均为 0. 于是我们有

d
d𝑡 ∫ 𝑓 ln 𝑓dxdv = ∫(ln 𝑓 + 1)∇v ⋅ (𝜎∇v𝑓 + 𝛽v𝑓)dxdv

= − ∫ (
𝜎
𝑓 |∇𝑓|2 + 𝛽v ⋅ ∇𝑓) dxdv

= ∫ (− 𝜎
𝑓 ‖∇v𝑓‖2 + 3𝛽𝑓) dxdv.

5.3 随机切触粒子方法

粒子方法 (Particle-In-Cell) 方法是等离子体物理数值模拟中的一类重要方法.

其主要思路是通过大量宏粒子来近似分布函数，在这个过程中，每个粒子定义在

Lagrangian 网格上，而他们受到的电磁场力定义在 Eulerian 网格上 [113, 114].

记粒子的位置和速度坐标为 (x𝑝(𝑡), v𝑝(𝑡))1≤𝑝≤𝑁，记宏粒子的数目为 𝑁，对应
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的权重为 𝑤𝑝. 我们将分布函数 𝑓 近似表达为为如下的 Dirac 函数求和

𝑓(𝑡, x, v) ≈ 𝑓𝑁 (𝑡, x, v) =
𝑁

∑
𝑝=1

𝑤𝑝𝛿(x − x𝑝(𝑡))𝛿(v − v𝑝(𝑡)). (5.25)

在实际物理问题的模拟中，如果考虑 Vlasov–Poisson–Fokker–Planck 系统，那么

可以证明粒子的位置 x𝑝(𝑡) 和速度 v𝑝(𝑡) 是一个随机变量，且满足一个随机微分方

程.

定理 5.9. 记 x𝑝(𝑡), v𝑝(𝑡)为 ℝ3为如下随机微分方程的解

dx𝑝(𝑡) = v𝑝(𝑡)d𝑡,

dv𝑝(𝑡) = (E(𝑡, x𝑝(𝑡)) − 𝛽v𝑝(𝑡))d𝑡 + √2𝜎 ∘ dW(𝑡),
(5.26)

那么由 (5.25)给出的 𝑓𝑁 是 VPFP方程的解.

证明. 假设 𝑓𝑁 具有 (5.25) 的形式，对任意 𝜓 ∈ 𝐶∞
𝑐 (ℝ𝑑 × ℝ𝑑 × (0, +∞))，可定义

如下的线性泛函 < 𝑓𝑁 , ⋅ >

⟨𝑓𝑁 , 𝜓⟩ ∶=
𝑁

∑
𝑝=1 ∫ 𝜔𝑝𝜓(x𝑝(𝑡), v𝑝(𝑡), 𝑡)d𝑡 (5.27)

根据广义导数的定义，可知

⟨
𝜕𝑓𝑁
𝜕𝑡 , 𝜓⟩ = − ⟨𝑓𝑁 , 𝜕𝜓

𝜕𝑡 ⟩ = −
𝑁

∑
𝑘=1

𝜔𝑝 ∫
𝜕𝜓
𝜕𝑡 (x𝑝(𝑡), v𝑝(𝑡), 𝑡)d𝑡. (5.28)

对方程 (5.28) 两端同时取期望有

𝔼 [⟨
𝜕𝑓𝑁
𝜕𝑡 , 𝜓⟩] = −

𝑁

∑
𝑘=1

𝜔𝑝 ∫ 𝔼 (
𝜕𝜓
𝜕𝑡 (x𝑝(𝑡), v𝑝(𝑡), 𝑡)) d𝑡. (5.29)

根据 Itô 公式可知 𝜓 的随机微分为

d(𝜓(x𝑝(𝑡), v𝑝(𝑡), 𝑡)) = (
𝜕𝜓
𝜕𝑡 + v𝑝(𝑡) ⋅ ∇x𝜓 + (E(x𝑝(𝑡), 𝑡) − 𝛽v𝑝(𝑡)) ⋅ ∇v𝜓 + 𝜎Δv𝜓) d𝑡

+ √2𝜎∇v𝜓 ∘ dW. (5.30)
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因为 𝔼 [W(𝑡)] = 0 且 𝜓 具有紧支集，关于 (5.30) 两端同时积分并取期望可得

𝔼 [
𝜕𝜓
𝜕𝑡 (x𝑝(𝑡), v𝑝(𝑡), 𝑡)] = −𝔼 [v𝑝(𝑡) ⋅ ∇x𝜓 + (E(x𝑝(𝑡), 𝑡) − 𝛽v𝑝(𝑡)) ⋅ ∇v𝜓 + 𝜎Δv𝜓] .

(5.31)

将 (5.31) 代入 (5.29) 得

𝔼 [⟨
𝜕𝑓𝑁
𝜕𝑡 , 𝜓⟩] = −𝔼 [⟨v ⋅ ∇x𝑓𝑁 + ∇v ⋅ ((E(x(𝑡), 𝑡) − 𝛽v(𝑡))𝑓𝑁) − 𝜎Δv𝑓𝑁 , 𝜓⟩] .

可以看出 𝑓𝑁 是方程 (5.13) 在弱意义以及期望意义下的解.

下面我们介绍采用随机粒子方法求解 VPFP 系统 (5.13) 的主要步骤 [115,

116]：

步骤一根据分布函数 𝑓 的表达 (5.25)，电荷密度可以表示为

𝜌(x) = ∑𝑝
𝑤𝑝𝛿(x − x𝑝), (5.32)

其中 x𝑝 表示粒子的位置，𝜔𝑝 为粒子的权重. 在实际计算中，我们需要将 𝛿 函数

近似为一个局域光滑函数 Λ. 在本章中，我们采用如下函数

Λ(𝑥) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

1 − |𝑥|, 0 ≤ |𝑥| ≤ 1,

0 其它.

更多光滑函数的选择参见附录 A.3.

步骤二根据上一步得到的 𝜌，我们可以数值求解 Poisson 方程

Δ𝜑 = 1 − 𝜌.

在离散 Poisson 方程时，可以采用差分法，谱方法或者有限元方法等.

步骤三由步骤二得到的 𝜑 计算出电场在网格点处的值，进而可以插值得到粒子
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位置处的电场，从而通过求解下面的随机微分方程来模拟粒子的运动，

dx(𝑡) = v(𝑡)d𝑡,

dv(𝑡) = (E(𝑡, x(𝑡)) − 𝛽v(𝑡))d𝑡 + √2𝜎 ∘ dW(𝑡).
(5.33)

在本章中，由于粒子运动满足随机微分方程，我们可以构造随机切触算法进

行计算，Poisson 方程的求解我们采用谱方法，具体计算流程见算法 1.

算法 1 求解 VPFP 系统的随机粒子方法.
1: 输入𝑓(x𝑝, v𝑝, 𝑡 = 0)

2: 初始化粒子：记网格尺寸为 ℎ𝑥 和 ℎ𝑣，分配粒子位于网格中心，且第 𝑝 个粒
子的权重为 𝑤𝑝 = 𝑓(x𝑝, v𝑝, 𝑡 = 0)ℎ𝑥ℎ𝑣；

3: 根据 (5.32) 计算 Eulerian 网格点处的电荷密度 𝜌𝑖,𝑗,𝑘.

4: 对 𝜌𝑖,𝑗,𝑘 采用快速傅立叶变换 (FFT) 求解它的傅立叶系数 ̂𝜌𝑠1,𝑠2,𝑠3；

5: 计算电场的傅立叶系数： ̂𝐸𝑖𝑠1,𝑠2,𝑠3 = −(2𝜋isi/Li)�̂�s1,s2,s3 , 𝑖 = 1, 2, 3, 其中

�̂�𝑠1,𝑠2,𝑠3 = − ̂𝜌𝑠1,𝑠2,𝑠3/ (4𝜋2(𝑠1
2/𝐿1

2 + 𝑠2
2/𝐿2

2 + 𝑠3
2/𝐿3

2))，𝐿𝑖 表示计算区域尺
寸;

6: 对 Ê𝑠1,𝑠2,𝑠3(𝑖 = 1, 2, 3) 采用逆傅立叶变换得 E𝑖,𝑗,𝑘；对所得网格点处的电场进
行插值，得粒子位置处的电场；

7: 通过求解方程 (5.33) 推进粒子；

8: 重复步骤 3-7 直到终止时刻 𝑇 .

考虑随机系统 (5.33)，如下我们给出相应的数值方法. 定义哈密顿函数 𝐻 =
1
2v

2 + 𝜑(x)，其中电势 𝜑(x) 满足 E(x) = −∇𝜑(x)，对于给定电场 E，可以看出随

机方程的确定部分满足
d𝐻
d𝑡 = −𝛽v2,

即哈密顿量不是守恒的. 对于这类随机微分方程，可以引入显含时间的哈密顿量，

它被称为 Kanai 哈密顿函数 [117]，具体表达为

�̃� = 𝑒−𝛽𝑡 1
2 ̃v2 + 𝑒𝛽𝑡𝜑(x̃),

其中 ̃v = 𝑒𝛽𝑡v ，x̃ = x. 可知在新的坐标下，�̃� 是守恒的 [118]. 然而，使用该模型

可能会产生一些非物理的结果 [119].
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我们在本节中是将该系统看作一个随机切触系统进行研究的. 具体的，通

过引入一个辅助变量 𝑠 (它在物理中称为 bath energy)，可以将原始的 2𝑑-维系统

(5.33) 转换为定义在 (2𝑑 + 1)-维空间 (x, v, 𝑠) 上的系统

dx = vd𝑡,

dv = (E − 𝛽v)d𝑡 + √2𝜎 ∘ dW(𝑡),

d𝑠 = (
v2

2 − 𝜑 − 𝛽𝑠) d𝑡.

(5.34)

定义 𝐾 = 1
2v

2 + 𝜑(x) + 𝛽𝑠，可知 (5.34) 可以表达为如下形式，

dx = 𝜕𝐾
𝜕v d𝑡,

dv = (−𝜕𝐾
𝜕x − 𝜕𝐾

𝜕𝑠 v) d𝑡 + √2𝜎 ∘ dW(𝑡),

d𝑠 = (
𝜕𝐾
𝜕v v − 𝐾) d𝑡,

(5.35)

其中确定部分被称为切触哈密顿系统，𝐾 被称为切触哈密顿函数.

对 (5.34)，我们考虑如下的分裂方法. 将原系统分裂为下面两个子系统

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

dx = vd𝑡,

dv = (E − 𝛽v)d𝑡,

d𝑠 = (v2/2 − 𝜑 − 𝛽𝑠) d𝑡

(5.36)

和

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

dx = 0,

dv = √2𝜎 ∘ dW(𝑡).

d𝑠 = 0.

(5.37)

对于随机部分 (5.37)，我们知道该微分方程等价于如下的积分方程

v(𝑡) = v0 + ∫
𝑡

𝑡0

√2𝜎 ∘ dW(𝑠) (5.38)

其中 (5.38) 的右端第二项表示 Wiener 积分. 由于 ∫𝑡
0 dW(𝑠) ∼ 𝒩 (0, 𝑡I)，在分布意
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义下 (5.38) 等价于

v(𝑡) = v0 + √2𝜎𝜉,

其中 𝜉 ∼ √𝑡𝒩 (0, I3×1). 因此我们可以计算 (5.37) 的解并得到

𝜓𝑡 ∶

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

x(𝑡) = x(0),

v(𝑡) = v(0) + √2𝜎𝜉

𝑠(𝑡) = 𝑠(0).

(5.39)

下面，我们考虑系统的确定部分 (5.36). 由于该系统是一个切触哈密顿系统，

可以应用我们前面构造的切触算法来求解. 具体的，有如下一阶和二阶切触算法

Φ1
ℎ ∶

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

x𝑛+1 = x𝑛 + ℎv𝑛+1

v𝑛+1 = (1 − ℎ𝛽)v𝑛 + ℎE(x𝑛)

𝑠𝑛+1 = 𝑠𝑛 + ℎ (v2
𝑛+1/2 − 𝜑(x𝑛) − 𝛽𝑠𝑛)

, (5.40)

和

Φ2
ℎ ∶

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

x𝑛+1 = x𝑛 + ℎv𝑛+1 + ℎ2

2 (𝛽v𝑛+1 − E(x𝑛))
v𝑛+1 = (1 − ℎ𝛽 + ℎ2

2 𝛽2)v𝑛 + ℎE(x𝑛) − ℎ2

2 (𝛽E(x𝑛) + ∇2𝜑(x𝑛)v𝑛+1)

𝑠𝑛+1 = 𝑠𝑛 + ℎ (v2
𝑛+1/2 − 𝜑(x𝑛) − 𝛽𝑠𝑛) + ℎ2

2 (𝛽v2
𝑛+1/2 + 𝛽𝜑(x𝑛) + 𝛽2𝑠𝑛)

.

(5.41)

从切触算法的定义 2.5 可以看出，每一个切触算法对应一个不同的系数因子

𝜇ℎ. 如下我们给出了 Φ1
ℎ 和 Φ2

ℎ 对应的系数 𝜇ℎ.

定理 5.10. 数值格式Φ1
ℎ和Φ2

ℎ均是切触算法，对应的系数因子分别是 𝜇ℎ = 1−ℎ𝛽

和 𝜇ℎ = 1 − ℎ𝛽 + ℎ2

2 𝛽2.

证明. 在本文中，我们只给出关于 Φ2
ℎ 的证明，关于 Φ1

ℎ 的证明是类似的.

记 𝜆 = 1 − ℎ𝛽 + ℎ2

2 𝛽2. 对 (5.41) 两端取微分，可得

d𝑠𝑛+1 = 𝜆d𝑠𝑛 + (ℎ + ℎ2

2 𝛽) v𝑛+1dv𝑛+1 + (ℎ − ℎ2

2 𝛽)E(x𝑛)dx𝑛, (5.42)
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v𝑛+1dx𝑛+1 =𝜆v𝑛𝑑x𝑛 + (ℎ − ℎ2

2 𝛽)E(x𝑛)dx𝑛

+ (𝜆 (ℎ + ℎ2

2 𝛽) v𝑛 + (ℎ2 − ℎ4𝛽2

4 )E(x𝑛) − (
ℎ3

2 + ℎ4

4 𝛽) ∇2𝜑(x𝑛)v𝑛+1) dv𝑛+1

+ (𝜆ℎ2

2 ∇2𝜑(x𝑛)v𝑛 + (
ℎ3

2 − ℎ4𝛽
4 ) ∇2𝜑(x𝑛)E(x𝑛) − ℎ2

2 ∇2𝜑(x𝑛)v𝑛+1) dx𝑛

− (
ℎ4

4 ∇2𝜑(x𝑛)∇2𝜑(x𝑛)v𝑛+1) dx𝑛, (5.43)

借助 (5.41) 中的第二个方程，上式等号右端的后两项抵消且第三项可以化简为

(𝜆 (ℎ + ℎ2

2 𝛽) v𝑛 + (ℎ2 − ℎ4𝛽2

4 )E(x𝑛) − (
ℎ3

2 + ℎ4

4 𝛽) ∇2𝜑(x𝑛)v𝑛+1) dv𝑛+1

= (ℎ + ℎ2

2 𝛽) v𝑛+1dv𝑛+1.
(5.44)

方程 (5.42) 和 (5.43) 相减得

d𝑠𝑛+1 − v𝑛+1dx𝑛+1 = 𝜆 (d𝑠𝑛 − v𝑛dx𝑛) .

根据定理 2.5，即证明了 Φ2
ℎ 是一个切触算法且 𝜇ℎ = 1 − ℎ𝛽 + ℎ2

2 𝛽2.

注. 如果 𝛽 = 𝜎 = 0，则 Φ1
ℎ 和 Φ2

ℎ 退化为辛算法.

对 (5.34) 的确定部分应用切触算法，对 (5.34) 随机部分采用精确解，应用

Lie–Trotter 分裂和 Strang 分裂算法，最终可以得到如下的随机切触算法

Ψ1
ℎ = 𝜓ℎ ∘ Φ1

ℎ

和

Ψ2
ℎ = 𝜓ℎ/2 ∘ Φ2

ℎ ∘ 𝜓ℎ/2. (5.45)

Ψ1
ℎ 和 Ψ2

ℎ 的具体表达见附录 A.4. 可以证明，这两种随机切触算法分别是弱一阶

和弱二阶，针对格式 Ψ2
ℎ，给出了具体证明，Ψ1

ℎ 可以类似证明.

定理 5.11. 对 (5.33)应用Ψ2
ℎ，记 (x𝑛, v𝑛)是其数值解. 假设E(x)是全局 Lipschitz的

并且满足线性增长条件，即对任意的常数𝐿 > 0和 𝐶𝑓 ≥ 0以及任意的 u,w ∈ ℝ𝑑，
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有

‖E(u) − E(w)‖ ≤ 𝐿‖u − w‖, ‖E(u)‖ ≤ 𝐶𝑓 (1 + ‖u‖),

则存在正常数 ℎ0使得，对任意的 ℎ ≤ ℎ0，有

sup
𝑛∈{1,⋯,𝑁}

𝔼[‖x𝑛‖𝑘 + ‖v𝑛‖𝑘] ≤ ∞.

证明. 考虑 Ψ2
ℎ，对任意给定的初值 z0 = (x⊤

0 , v⊤
0 )⊤ 和步长 ℎ，我们有

‖v1 − v0‖ ≤ |−ℎ𝛽 + ℎ2

2 𝛽2
| ‖v0‖ + ℎ (1 − 𝛽ℎ

2 ) ‖E(x0)‖ + √ℎ/2 (2 − ℎ𝛽 + ℎ2

2 𝛽2
) ‖√2𝜎𝜉‖

+ ℎ2

2 ‖∇2𝜑(x0)‖‖v0‖ + ℎ2

2 ‖∇2𝜑(x0)‖‖v1 − v0‖ + √ℎ/2‖ℎ2

2 ∇2𝜑(x0)‖‖√2𝜎𝜉‖.

记 𝐶𝛽 = 1 − 𝛽ℎ
2 . 因为 E(x) 满足 Lipschitz 条件，可得

‖v1 − v0‖ ≤ |−ℎ𝛽𝐶𝛽| ‖v0‖ + ℎ𝐶𝑓 𝐶𝛽(1 + ‖z0‖) + √ℎ/2 |2 − ℎ𝛽𝐶𝛽| √2𝜎‖𝜉‖

+ ℎ2

2 𝐿‖z0‖ + ℎ2

2 𝐿‖v1 − v0‖ + √ℎ/2ℎ2

2 𝐿√2𝜎‖𝜉‖

≤𝐶(1 + ‖z0‖) (ℎ + ‖𝜉‖√ℎ) + ℎ2

2 𝐿‖v1 − v0‖.

对给定 𝐿，知存在一个正常数 ℎ0 使得对任意的 ℎ ≤ ℎ0，有

𝐿ℎ2

2 ≤ 1
2. (5.46)

代入上式得

‖v1 − v0‖ ≤ 2𝐶(1 + ‖z0‖)(ℎ + √ℎ‖𝜉‖).

另一方面有

‖𝔼(v1 − v0)‖ ≤ ‖(−ℎ𝛽𝐶𝛽)v0 − ℎ2

2 ∇2𝜑(x0)v0 − ℎ𝐶𝛽E(x0)‖ + ‖ℎ2

2 ∇2𝜑(x0)𝔼(v1 − v0)‖

≤ |−ℎ𝛽𝐶𝛽| ‖v0‖ + ℎ2

2 𝐿‖v0‖ + ℎ𝐶𝛽𝐶𝑓 (1 + ‖z0‖) + ℎ2

2 𝐿‖𝔼(v1 − v0)‖,
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进一步利用 (5.46)，知当 ℎ ≤ ℎ0 时有

‖𝔼(v1 − v0)‖ ≤ 𝐶(1 + ‖z0‖)ℎ.

类似地，可得

‖x1 − x0‖ ≤ 𝐶(1 + ‖z0‖)(ℎ + √ℎ‖𝜉‖), ‖𝔼(x1 − x0)‖ ≤ 𝐶(1 + ‖z0‖)ℎ.

因此，对 z1 = (x⊤
1 , v⊤

1 )⊤，我们有

‖z1 − z0‖ ≤ 𝐶(‖𝜉‖ + √ℎ)(1 + ‖z0‖)√ℎ ≤ 𝐶(‖𝜉‖ + 1)(1 + ‖z0‖)√ℎ.

根据文献 [120] 中的引理 9.1 我们可得该定理中的结论.

定理 5.12. 在定理 5.11的假设下，格式Ψ2
ℎ是弱二阶，即对任意的 𝜙 ∈ 𝐶6

𝑐 (ℝ2𝑑 , ℝ)

以及 𝑇 = 𝑁ℎ，有

|𝔼𝜙(v(𝑇 ), x(𝑇 )) − 𝔼𝜙(v𝑁 , x𝑁 )| = 𝑂(ℎ2).

证明. 不失一般性，我们考虑 𝑑 = 1 得情形. 由 Itô 公式我们有

𝑣(ℎ) =𝑣0 + ∫
ℎ

0
(𝐸(𝑥(𝑠)) − 𝛽𝑣(𝑠)) d𝑠 + √2𝜎 ∫

ℎ

0
d𝑊 (𝑠)

=𝑣0 + ∫
ℎ

0 (𝐸(𝑥0) − ∫
𝑠

0
∇2𝑈(𝑥(𝜃))𝑣(𝜃)) d𝑠 + √2𝜎 ∫

𝑠

0
d𝑊 (𝑠)

− 𝛽 ∫
ℎ

0 (𝑣0 + ∫
𝑠

0
(𝐸(𝑥(𝜃)) − 𝛽𝑣(𝜃)) d𝜃 + √2𝜎 ∫

𝑠

0
d𝑊 (𝜃)) d𝑠,

因此

𝑣(ℎ) =𝑣0 + 𝐸(𝑥0)ℎ − 𝛽ℎ𝑣0 − 1
2∇2𝜑(𝑥0)𝑣0ℎ2 + √2𝜎 ∫

ℎ

0
d𝑊 (𝑠)

− 1
2𝛽ℎ2𝐸(𝑥0) + 1

2𝛽2𝑣0ℎ2 − 𝛽√2𝜎 ∫
ℎ

0 ∫
𝑠

0
d𝑊 (𝜃)d𝑠 + 𝛿1

, (5.47)
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其中 𝔼‖𝛿1‖ = 𝑂(ℎ3)，𝔼‖𝛿1‖2 = 𝑂(ℎ5). 类似地，我们有

𝑥(ℎ) = 𝑥0 + ∫
ℎ

0 (𝑣0 + ∫
𝑠

0
(𝐸(𝑥(𝜃)) − 𝛽𝑣(𝜃)) d𝜃 + √2𝜎 ∫

𝑠

0
d𝑊 (𝜃)) d𝑠

= 𝑥0 + 𝑣0ℎ + 1
2𝐸(𝑥0)ℎ2 − 1

2𝛽𝑣0ℎ2 + √2𝜎 ∫
ℎ

0 ∫
𝑠

0
d𝑊 (𝜃)d𝑠 + 𝛿2

, (5.48)

其中 𝔼‖𝛿2‖ = 𝑂(ℎ3)，𝔼‖𝛿2‖2 = 𝑂(ℎ5). 对于数值格式 Ψ2
ℎ，我们有

𝑣1 =𝑣0 + ℎ𝐸(𝑥0) − 𝛽ℎ𝑣0 − ℎ2

2 ∇2𝜑(𝑥0)𝑣0 + 2√2𝜎√ℎ/2𝜉

+ ℎ2

2 𝛽2𝑣0 − ℎ2

2 𝛽𝐸(𝑥0) − ℎ𝛽√2𝜎√ℎ/2𝜉 + 𝛿3,
(5.49)

𝑥1 = 𝑥0 + ℎ𝑣0 − ℎ2

2 𝛽𝑣0 + ℎ2

2 𝐸(𝑥0) + ℎ√2𝜎√ℎ/2𝜉 + 𝛿4, (5.50)

其中 𝔼‖𝛿𝑖‖ = 𝑂(ℎ3)，𝔼‖𝛿𝑖‖2 = 𝑂(ℎ5). 比较 (5.47) 和 (5.49) 得到

𝑣(ℎ)−𝑣1 = √2𝜎 (∫
ℎ

0
d𝑊 (𝑠) − 2√ℎ/2𝜉)−𝛽√2𝜎 (∫

ℎ

0 ∫
𝑠

0
d𝑊 (𝜃)d𝑠 − ℎ√ℎ/2𝜉)+(𝛿1−𝛿3),

因此 ‖𝔼(𝑣(ℎ) − 𝑣1)‖ = 𝑂(ℎ3). 同理可得 ‖𝔼(𝑥(ℎ) − 𝑥1)‖ = 𝑂(ℎ3). 对 𝑖 = 2, 3, 4, 5，

我们有

‖𝔼[(𝑣(ℎ) − 𝑣0)𝑖 − (𝑣1 − 𝑣0)𝑖)]‖ ≤ 𝐶ℎ3 + 𝑂(ℎ4),

‖𝔼[(𝑥(ℎ) − 𝑥0)𝑖 − (𝑥1 − 𝑥0)𝑖)]‖ ≤ 𝐶ℎ3 + 𝑂(ℎ4).

进一步，对 𝑖1 + 𝑖2 = 2, 3, 4, 5 和 𝑖1 ≥ 1，有

‖𝔼[(𝑣(ℎ) − 𝑣0)𝑖1(𝑥(ℎ) − 𝑥0)𝑖2 − (𝑣1 − 𝑣0)𝑖1(𝑥1 − 𝑥0)𝑖2]‖ ≤ 𝐶ℎ3 + 𝑂(ℎ4).

由 Taylor 展开和均值定理可以得到

|𝔼[𝜙(𝑣(ℎ), 𝑥(ℎ)) − 𝜙(𝑣1, 𝑥1)]|

≤ |
𝜕𝜙
𝜕𝑣 (𝑣0, 𝑥0)| ‖𝔼(𝑣(ℎ) − 𝑣1)‖ + |

𝜕𝜙
𝜕𝑥 (𝑣0, 𝑥0)| ‖𝔼(𝑥(ℎ) − 𝑥1)‖

+
5

∑
𝑗=2

𝑗

∑
𝑖=0 |

𝜕𝑗𝜙(𝑣0, 𝑥0)
𝜕𝑣𝑖𝜕𝑥𝑗−𝑖 | ‖𝔼[(𝑣(ℎ) − 𝑣0)𝑖(𝑥(ℎ) − 𝑥0)𝑗−𝑖 − (𝑣1 − 𝑣0)𝑖(𝑥1 − 𝑥0)𝑗−𝑖]‖
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+
6

∑
𝑖=0

𝔼
(|

𝜕6𝜙(𝑣0 + 𝜃1𝑣(ℎ), 𝑥0 + 𝜃1𝑥(ℎ))
𝜕𝑣𝑖𝜕𝑥6−𝑖 |

‖(𝑣(ℎ) − 𝑣0)𝑖(𝑥(ℎ) − 𝑥0)6−𝑖‖
)

+
6

∑
𝑖=0

𝔼
(|

𝜕6𝜙(𝑣0 + 𝜃2𝑣1, 𝑥0 + 𝜃2𝑥1)
𝜕𝑣𝑖𝜕𝑥6−𝑖 |

‖(𝑣1 − 𝑣0)𝑖(𝑥1 − 𝑥0)6−𝑖‖
)

其中常数 0 ≤ 𝜃1 ≤ 1，0 ≤ 𝜃2 ≤ 1. 根据 (5.47)-(5.50)，可以推出

𝔼
(|

𝜕6𝜙(𝑣0 + 𝜃1𝑣(ℎ), 𝑥0 + 𝜃1𝑥(ℎ))
𝜕𝑣𝑖𝜕𝑥6−𝑖 |

‖(𝑣(ℎ) − 𝑣0)𝑖(𝑥(ℎ) − 𝑥0)6−𝑖‖
)

≤𝐶 (𝔼‖(𝑣(ℎ) − 𝑣0)2𝑖(𝑥(ℎ) − 𝑥0)12−2𝑖‖)
1
2 ≤ 𝐶ℎ6− 𝑖

2 .

类似地，对 0 ≤ 𝑖 ≤ 6，我们有

𝔼
(|

𝜕6𝜙(𝑣0 + 𝜃2𝑣1, 𝑥0 + 𝜃2𝑥1)
𝜕𝑣𝑖𝜕𝑥6−𝑖 |

‖(𝑣1 − 𝑣0)𝑖(𝑥1 − 𝑥0)6−𝑖‖
)

= 𝑂(ℎ6− 𝑖
2 ).

综上可得

|𝔼[𝜙(𝑣(ℎ), 𝑥(ℎ)) − 𝜙(𝑣1, 𝑥1)]| ≤ 𝑂(ℎ3),

利用文献 [120] 中的定理 9.1 可以证明数值格式 Ψ2
ℎ 是全局弱二阶的.

5.4 数值实验

应用上节构造的随机切触粒子方法，在本节中，我们数值模拟了朗道阻尼，

双流不稳定性，尾隆不稳定性以及 Diocotron 不稳定性，并验证了算法在时间方

向上的弱收敛阶. 通过观察能量以及动量随时间的演化，验证了算法的长时间稳

定性.

首先，考虑给定的一维电场 𝐸 = −𝑥，对应电势为 𝜑(𝑥) = 𝑥2/2. 取初值为

(𝑥0, 𝑣0) = (−1.5, −1.5)，分别应用 Ψ1
ℎ 和 Ψ2

ℎ 来求解 (5.33). 图 5.2 展示了数值方法

在四种步长 ℎ = [2−2, 2−3, 2−4, 2−5] 下的弱误差，其中 𝑇 = 2，样本轨道为 2 ⋅ 105.

从图中可以看出格式 Ψ1
ℎ 为弱一阶，格式 Ψ2

ℎ 为弱二阶，这与定理 5.12 中的理论

结果是一致的.

遍历性是指统计结果在时间和空间上的统一性，表现为时间均值的极限等
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于空间均值. 具体的，对于方程 (5.33) 来说，有

lim
𝑇 →∞

1
𝑇 ∫

𝑇

0
𝔼[𝜓(x(𝑡), v(𝑡))]𝑑𝑡 = ∫ 𝜓𝑑𝜇 ∀𝜓 ∈ 𝐶𝑐(ℝ2𝑑 , ℝ) (5.51)

其中 𝜇 称为 Boltzmann-Gibbs 不变测度. 定义 𝑍 = ∫ exp(−𝛽𝐻(x, v))𝑑x𝑑v 为归一

化常数，则对应的概率密度为 𝜋(x, v) = 𝑍−1 exp(−𝛽𝐻(x, v)) [121].
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图 5.2 Ψ1
ℎ 和 Ψ2

ℎ 的弱收敛阶 (𝛽 = 𝜎 = 0.01). 左：𝑥的数值误差；右：𝑣的数值误差.
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图 5.3三种不同初值所得的时间平均 1
𝑁 ∑𝑁

𝑛=1 𝔼[𝐻(X𝑛,V𝑛)]函数.

假设外加电场为

E(x) = 10−2

(𝑥2
1 + 𝑥2

2)3/2
[𝑥1; 𝑥2; 0],

在 (5.51) 中取 𝜓 = 𝐻 . 这里我们选取了三种不同的初值和 5000 个样本路径，计

算了哈密顿函量的时间平均 1
𝑁 ∑𝑁

𝑛=1 𝔼[𝐻(x𝑛, v𝑛)]. 图 5.3 中的参考线对应于 𝐻 关

于不变测度 𝜇 的空间平均，可以观察到不同初值得到的时间平均曲线最终都收

敛于参考线，所以验证了数值算法保持 (5.51).
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朗道阻尼朗道阻尼 (Landau damping) 是非磁化等离子体物理中的一种经典现象，

关于朗道阻尼的理论于 1946年被朗道提出，并在 1964年被Malmberg与Wharton

在实验中进一步证实. 在该现象中等离子体波会随着时间指数衰减，这可以解释

为：即使忽略粒子之间的碰撞，粒子动能与电场能量之间仍然存在能量交换. 在

本数值算例中，我们应用上节构造的随机粒子方法，模拟了线性朗道阻尼现象.
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图 5.4电场振幅随时间的变化.

考虑空间一维，速度一维的情形，取 (5.13) 中的 𝛽 = 𝜎 = 0，初始分布函数

为

𝑓(𝑥, 𝑣, 0) = 1
√2𝜋

exp(−𝑣2/2)(1 + 𝛼 cos(𝑘𝑥)), (𝑥, 𝑣) ∈ [0, 𝐿] × [−𝑣max, 𝑣max],

其中 𝛼 为扰动振幅，𝑘 = 0.5 为波数，𝐿 = 2𝜋/𝑘，𝑣max = 5. 时间步长取为 Δ𝑡 =

0.01，位置和速度方向尺寸分别为 Δ𝑥 = 𝐿/64 和 Δ𝑣 = 2𝑣max/64. 初始时刻取

𝑁𝑝 = 64 × 64 × 25 = 102400 个粒子，粒子在位置和速度方向的间隔分别为

ℎ𝑥 = Δ𝑥/5 和 ℎ𝑣 = Δ𝑣/5. 在本数值实验中，假设系统在速度方向上满足周期条件.

我们考虑线性朗道阻尼的情形，这时 𝛼 = 0.01. 对线性化系统，电场振幅随

时间指数衰减，且衰减率为 𝛾 = 0.1533 [115, 116]. 在图 5.4 中，我们展示了线性

朗道阻尼的电场振幅随时间的演化，从图中可以看出电场的振幅随时间指数衰

减，且衰减速率与理论值吻合. 在表达式 (5.14) 和 (5.15)，取 𝛽 = 𝜎 = 0 时，可以

验证能量和动量是守恒的. 在图 5.5 中，我们展示了能量误差以及动量随时间的

演化，可以看到能量误差保持在 10−6 量级，动量保持在 10−16 量级.
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图 5.5线性朗道阻尼：相对能量误差 |ℰ − ℰ0|/ℰ0 和动量ℳ随时间的变化.

图 5.6双流不稳定性：分布函数在不同时刻的等高线图 (𝜎 = 𝛽 = 1.25 ⋅ 10−5). (a) 𝑡 = 0. (b)
𝑡 = 10. (c) 𝑡 = 20. (d) 𝑡 = 30.

双流不稳定性下面我们考虑等离子体物理中的一个常见的不稳定性—双流不稳
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定性 (two-stream instability) 现象. 这种现象是当带电粒子束通过等离子体时或者

当两群带电粒子在等离子体中作反向运动时激发产生的.

在本数值实验中，取初始分布函数为

𝑓(𝑥, 𝑣, 𝑡 = 0) = 1
√2𝜋

𝑣2 exp(−𝑣2/2)(1 + 𝛼 cos(𝑘𝑥)), (𝑥, 𝑣) ∈ [0, 2𝜋/𝑘] × [−𝑣max, 𝑣max],

其中 𝛼 = 0.01, 𝑘 = 0.5, 𝑣max = 5. 采用周期边界条件，网格尺寸和参数同上个数

值算例一致，在本数值算例中，我们考虑了带碰撞和不带碰撞两种情形.
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图 5.7双流不稳定：能量随时间的变化. (实线：Δ𝑥 = 𝐿/64, Δ𝑣 = 2𝑣max/64, Δ𝑡 = 0.01；虚线：
Δ𝑥 = 𝐿/128, Δ𝑣 = 2𝑣max/128, Δ𝑡 = 0.005).
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图 5.8双流不稳定：动量随时间的变化. .

当考虑碰撞效应时，图 5.6 展示了分布函数在四个不同时刻的等高线图，可

以看出，在 𝑡 ≈ 20 时出现了一个洞状的结构. 随着时间推进，可以观察到粒子一

直被约束在洞状结构附近并且逐渐形成了一个涡旋状结构. 进一步我们计算了系

统能量并在图 5.7 中展示了能量 ℰ 随时间的变化. 从图中可以看出能量随时间是

衰减的. 为了考虑算法的收敛性，我们将时间网格和空间网格均缩小 1/2，可以

观察到两组参数所得能量曲线是非常接近的. 我们同样计算了系统的动量随时间
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的演化，如图 5.8 所示. 由于初始动量为零，可以从 (5.14) 看出系统的动量是守

恒的，我们也观察到数值计算所得的动量一直在初始动量 (= 0) 附近扰动并无明

显增长.

图 5.9双流不稳定性：分布函数在 𝑡 = 20的等高线图. (a) 𝛽 = 𝜎 = 0; (b) 𝛽 = 𝜎 = 1.25 ⋅ 10−5.
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图 5.10双流不稳定：不考虑碰撞时能量相对误差随时间的变化.

若不考虑碰撞效应，Vlasov–Poisson–Fokker–Planck方程退化为Vlasov–Poisson

方程，我们计算了分布函数随时间的演化，图 5.9 展示了分布函数在 𝑡 = 20 时

刻等高线图. 其中左图表示分布函数无碰撞 𝛽 = 𝜎 = 0 的等高线图，右图表示带

碰撞效应的情形，这里 𝛽 = 𝜎 = 1.25 × 10−5. 可以观察到，这两种情形下的分布

函数具有类似的结构. 此外，当不考虑碰撞时，能量和动量均为系统的守恒量，

图 5.10 展示了能量相对误差随时间的演化. 图 5.11 展示了动量绝对误差随时间

的变化. 可以看出能量误差保持在 10−4 量级，动量误差保持在 10−14 量级.

尾隆不稳定性在等离子体物理中，有一类波和粒子相互作用引起的不稳定性称

为尾隆不稳定性 (Bump-on-tail instability)，它是由于等离子体的电子速度分布的

尾部隆起与朗缪尔波相互作用引起的 [122].
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图 5.11双流不稳定：不考虑碰撞时动量绝对误差随时间的变化.

图 5.12尾隆不稳定性：分布函数在不同时刻的等高线图 (𝜎 = 𝛽 = 2.5 ⋅ 10−4). (a) 𝑡 = 0；(b)
𝑡 = 40.

在本数值实验中，我们选择的初始分布函数为

𝑓(𝑥, 𝑣, 0) = (1 + 𝜖 cos(𝑘𝑥))𝑓0(𝑣), (𝑥, 𝑣) ∈ [0, 𝐿] × [−𝑣max, 𝑣max],

其中 𝜖 = 0.04，𝑘 = 0.3，𝐿 = 20𝜋，𝑣max = 8，𝑓0 为如下形式，

𝑓0 = 1
√2𝜋 (0.9e− 𝑣2

2 + 0.2e−2(𝑣−4.5)2

) .

假设周期边界条件，空间网格点为 𝑁𝑥 = 160，速度网格点为 𝑁𝑣=128，时间步长

取为 Δ𝑡 = 0.05，在这里，我们取粒子数目为 𝑁𝑝 = 160 ⋅ 128 ⋅ 25 = 512000.

图 5.12 展示了分布函数在初始时刻以及 𝑡 = 40 时刻的等高线图. 可以看出

随着时间推进，出现了三个涡旋结构，这和文献中的结果是一致的 [123]. 作为

对比，在图 5.13 中我们展示了 𝑡 = 40 时考虑碰撞和不考虑碰撞两种情形下分布

函数的等高线图. 可以看出，考虑碰撞效应时，分布函数变的不光滑. 在图 5.14
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和 5.15 中，我们展示了不考虑碰撞时能量误差和动量误差随时间的变化，此时

方程中取 𝛽 = 𝜎 = 0 时. 可以看出能量和动量误差没有明显增长，在一段时间

内均保持地很好. 类似地我们考虑碰撞效应情形，结果展示在图 5.16 和 5.17 中.

图 5.16 展示了分别采用两种网格参数计算所得能量 ℰ 随时间的变化，可以看出

两组参数所得结果是吻合的，能量均随着时间衰减且趋于一个定值. 图 5.17 展示

了数值动量随时间的演化，其中红色线表示根据 (5.14) 计算的理论衰减率，蓝色

线表示数值计算的动量，可以看出数值结果与理论衰减率吻合的很好.

图 5.13尾隆不稳定性：分布函数在 𝑡 = 40时无碰撞和有碰撞的等高线图. (a) 𝜎 = 𝛽 = 0; (b)
𝜎 = 𝛽 = 2.5 ⋅ 10−3.
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图 5.14尾隆不稳定性：能量误差随时间的变化.

Diocotron 不稳定性 在本数值算例中，我们考虑等离子体物理中另一个重要的

不稳定性现象—Diocotron 不稳定性. Diocotron 不稳定性类似于流体力学中的

Kelvin-Helmholtz 不稳定性. Kelvin-Helmholtz 不稳定性发生在两种流体作平行相

对运动时，沿流速方向的小扰动导致运动流体的不稳定性. 文献 [24] 构造了渐近

保持格式来模拟发生在强磁场 Vlasov–Poisson 模型下的 Diocotron 不稳定性.
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图 5.15尾隆不稳定性：动量误差随时间的变化.
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图 5.16尾隆不稳定性：能量随时间的变化. 实线：Δ𝑥 = 𝐿/160, Δ𝑣 = 2𝑣max/128, Δ𝑡 = 0.05；
虚线：Δ𝑥 = 𝐿/320, Δ𝑣 = 2𝑣max/256, Δ𝑡 = 0.025.
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图 5.17尾隆不稳定性：动量随时间变化.

在本数值实验中，我们考虑 2+2-维的 Vlasov–Poisson 系统. 强磁场下的

Vlasov 方程可表示为

𝜀𝜕𝑓
𝜕𝑡 + v ⋅ ∇x𝑓 + (E(𝑡, x) + 1

𝜀v × Bext(𝑡, x)) ⋅ ∇v𝑓 = 𝐶(𝑓), (x, v) ∈ ℝ4, (5.52)
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这里 Bext = (0, 0, 1). 取初始分布函数为

𝑓0(x, v) = 𝜌0x
2𝜋 exp (−‖v‖2

2 )

其中初始密度函数为

𝜌0(x) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

(1 + 𝛼 cos(𝑙𝜃)) exp(−4(‖x‖ − 6.5)2), 当 𝑟− ≤ ‖x‖ ≤ 𝑟+

0, 其它

在上式中 𝜃 = atan(𝑦/𝑥)，x = (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2，𝑟− = 5，𝑟+ = 8, 𝛼 = 0.2 ，𝑙 代表涡旋的

数目.

图 5.18 Diocotron不稳定性：密度函数 𝜌在 𝑡 = 15时刻的等高线图 (𝜎 = 𝛽 = 0)，其中四幅图
分别为 𝑙 = 3, 4, 5, 6.

对模型 (5.52) 我们应用随机粒子方法，相应的随机微分方程为

𝜀𝑑x = v𝑑𝑡,

𝜀𝑑v = (
1
𝜀v × Bext + E − 𝛽v) 𝑑𝑡 + √2𝜎 ∘ 𝑑W(𝑡).

注意到该系统的确定部分可以表达为切触哈密顿系统，我们采用二阶切触算法
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切触算法 Ψ2 (5.45)来求解，对于外加磁场 1
𝜀v × Bext 部分，我们采用隐格式来求

解.

图 5.19 Diocotron 不稳定性：密度函数 𝜌 的等高线图. (a): 𝑡 = 10, 𝛽 = 𝜎 = 0. (b): 𝑡 = 10,
𝛽 = 𝜎 = 10−3. (c) 𝑡 = 20, 𝛽 = 𝜎 = 0. (d): 𝑡 = 20, 𝛽 = 𝜎 = 10−3.

.

取 𝑙 = 3, 4, 5, 6，在图 5.18 中，我们展示了密度函数 𝜌 在 𝑡 = 15 时刻的等高

线图. 我们这里考虑了有碰撞和无碰撞两种情形，对于给定 𝑙 = 7，在图 5.19 中，

展示了无碰撞即 𝜎 = 0 和 𝜎 = 10−3 时密度函数 𝜌 的等高线图. 可以观察到两种参

数下密度函数 𝜌 的结构是相似的，均有 7 个涡旋结构出现. 但当考虑碰撞效应时

时，长时间计算后，可以观察到粒子向边缘漂移.

5.5 本章小节

本章我们通过研究切触系统的生成函数理论，对切触系统构造了切触算法.

并应用一阶精度和二阶精度的数值格式于 Vlasov–Poisson–Fokker–Planck 方程的

求解. 具体的，我们给出了两种随机切触算法，并且验证了收敛阶. 对于 Poisson

方程的求解，我们采用了谱方法. 最后模拟了一些常见的等离子体不稳定性，展

示了算法长时间的精确性和稳定性.
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第 6章 总结与展望

在本论文中，我们研究了等离子体物理中的几类数学模型，并基于其结构

特点构造并分析了相应的保结构算法. 应用所构造的算法模拟了逃逸电子运动、

带电粒子在强磁场下的漂移运动以及等离子体中的几类不稳定现象等重要问题.

具体地，对单粒子模型通过提出合适的步长函数构造了变步长辛算法，模拟了

105 个逃逸电子在 𝑇 = 5 ⋅ 1010 时间内的运动，有效揭示了逃逸电子的长时间集

体行为；此外，对于强磁场模型，利用 Modulated Fourier 展开，分析了三类算

法在采用远大于回旋周期的步长时在不同时间尺度下的行为. 结果表明：滤子

变分格式具有一致精确性并在指数时间长内保持能量磁矩误差有界，通过修正

初值，可以改善经典的 Boris 算法和变分算法在强磁场下的表现；最后，对切触

哈密顿系统建立了生成函数理论、构造了切触算法，并结合粒子离散方法应用

于 Vlasov–Poisson–Fokker–Planck 方程的求解. 数值算例验证了算法的收敛阶和

遍历性，展示了算法对系统物理量的刻画.

下一步的工作包括：

1. 对于考虑相对论效应下的强磁场单粒子模型进行分析，证明系统的绝热不变

量等性质，结合保结构算法和多尺度方法，构造高效且具有长时间稳定性的数值

格式；

2. 考虑强磁场下的 Vlasov–Maxwell (VM) 方程，对于 VM 方程，文献中已经构

造了全局保结构算法，但在强磁场作用下，该问题的解具有高振荡行为，我们将

试图构造既能保结构，又可以采用大步长 (例如，渐近保持格式和一致精确格式

等) 的数值方法；

3. 对于考虑碰撞效应的动理学方程，可以对其他几类常见的碰撞算子进行研究，

分析系统的结构特点，构造保持切触结构或 Metriplectic 结构的数值方法.
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附录 A

A.1 无量纲化方式

在本文中，我们采用的无量纲化方式如表 A.1 所示.

表 A.1 物理量的无量纲化方式. 𝑚0 为粒子静止质量，𝑒 为元电荷，𝑐
为真空中的光速 𝐵0 为给定参考磁场强度（𝑚0 = 9.1 × 10−31, 𝑒 =
1.6 × 10−19, 𝑐 = 3.0 × 108).

物理量 记号 非相对论 相对论

单位 单位

时间 𝑡 𝑚0/(𝑒𝐵0) 𝑚0/(𝑒𝐵0)
位置 x 𝑚0/(𝑒𝐵0) 𝑚0𝑐/(𝑒𝐵0)
速度 v 1 𝑐
动量 p 𝑚0 𝑚0𝑐

典则动量 P 𝑚0 𝑚0𝑐
电场 E 𝐵0 𝐵0𝑐
磁场 B 𝐵0 𝐵0
磁势 A 𝑚0/𝑒 𝑚0𝑐/𝑒
电势 𝜑 𝑚0/𝑒 𝑚0𝑐2/𝑒

哈密顿量 𝐻 𝑚0 𝑚0𝑐2

A.2 第三类切触系统的生成函数

假设 𝑆3 有级数展开

𝑆3(𝑣, 𝑢, 𝑠0, 𝑡) = 𝑠0 + 𝑡𝐺1(𝑣, 𝑢, 𝑠0) + 𝑡2𝐺2(𝑣, 𝑢, 𝑠0) + 𝑡3𝐺3(𝑣, 𝑢, 𝑠0) + ⋯

代入 (5.12) 比较系数有

𝐺1(𝑣, 𝑢, 𝑠0) = −𝐻(𝑣, 𝑢, 𝑠0),

𝐺2(𝑣, 𝑢, 𝑠0) = 1
2 (𝐻 − 𝑢𝜕𝐻

𝜕𝑢 )
𝜕𝐻
𝜕𝑆 ,

𝐺3(𝑣, 𝑢, 𝑠0) = 1
6 (

𝜕𝐺2
𝜕𝑢

𝜕𝐻
𝜕𝑣 − 𝜕𝐺2

𝜕𝑣
𝜕𝐻
𝜕𝑢 − 1

4 (
𝜕𝐺1
𝜕𝑢 )

2 𝜕2𝐻
𝜕𝑣2 − 1

4 (
𝜕𝐺1
𝜕𝑣 )

2 𝜕2𝐻
𝜕𝑢2 − (𝐺1 − 𝑢𝜕𝐺1

𝜕𝑢 )
2 𝜕2𝐻

𝜕𝑆2 )
,

其中右端函数在 (
𝑞+𝑞𝑛

2 , 𝜆𝑝𝑛+𝑝𝑛+1
2 , 𝑠𝑛) 处取值.
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A.3 插值函数

下面是几类常用的插值函数 [124]：

Λ2(𝑥) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

1 − |𝑥|, 0 ≤ |𝑥| ≤ 1,

0 其它.

Λ3(𝑥) =

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

1 − 5
2 |𝑥|2 + 3

2 |𝑥|3, 0 ≤ |𝑥| ≤ 1,
1
2(2 − |𝑥|)2(1 − |𝑥|), 1 ≤ |𝑥| ≤ 2,

0 其它.

Λ4(𝑥) =

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

1 − |𝑥|
2 − |𝑥|2 + |𝑥|3

2 , 0 ≤ |𝑥| ≤ 1,

1 − 11|𝑥|
6 + |𝑥|2 − |𝑥|3

6 , 1 ≤ |𝑥| ≤ 2,

0 其它.

Λ6(𝑥) =

⎧⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪⎩

1 − |𝑥|
3 − 5|𝑥|2

4 + 5|𝑥|3

12 + |𝑥|4

4 − |𝑥|5

12 , 0 ≤ |𝑥| ≤ 1,

1 − 13|𝑥|
12 − 5|𝑥|2

8 + 25|𝑥|3

24 − 3|𝑥|4

8 + |𝑥|5

24 , 1 ≤ |𝑥| ≤ 2,

1 − 137|𝑥|
60 + 15|𝑥|2

8 − 17|𝑥|3

24 + |𝑥|4

8 − |𝑥|5

120 , 2 ≤ |𝑥| ≤ 3,

0 其它.
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1

图 A.1插值核函数.
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A.4 随机切触算法

• Ψ1
ℎ

Ψ1
ℎ ∶

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

x𝑛+1 = x𝑛 + ℎv𝑛+1

v𝑛+1 = (1 − ℎ𝛽)v𝑛 + ℎE(x𝑛) + √ℎ𝜎𝜉

𝑠𝑛+1 = 𝑠𝑛 + ℎ (v2
𝑛+1/2 − 𝜑(x𝑛) − 𝛽𝑠𝑛)

.

• Ψ2
ℎ

Ψ2
ℎ ∶

⎧⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪⎩

̃v𝑛+1 = (1 − ℎ𝛽 + ℎ2

2 𝛽2)(v𝑛 + √ℎ𝜎𝜉) + (ℎ − ℎ2

2 𝛽)E(x𝑛) − ∇2𝜑(x𝑛) ̃v𝑛+1

x𝑛+1 = x𝑛 + ℎ ̃v𝑛+1 + ℎ2

2 (𝛽 ̃v𝑛+1 − E(x𝑛))
𝑠𝑛+1 = 𝑠𝑛 + ℎ ( ̃v2

𝑛+1/2 − 𝜑(x𝑛) − 𝛽𝑠𝑛) + ℎ2

2 (𝛽 ̃v2
𝑛+1/2 + 𝛽𝜑(x𝑛) + 𝛽2𝑠𝑛)

v𝑛+1 = ̃v𝑛+1 + √ℎ𝜎𝜉

.
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