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Einleitung

Die Motivation dieser Arbeit ist der Wunsch, die Magnetisierung eines Ferromagneten
durch eine duflere Kraft, beispielsweise ein elektrisches Feld, auf optimale Art und Weise
kontrollieren und manipulieren zu kénnen. Dabei verfolgen einige technische Bereiche
aktuell den Ansatz den Ferromagneten auf der mikroskopischen Ebene zu untersuchen,
da so etwa gewiinschte Umklapp-Prozesse von Magnetisierungen, die in Speichermedi-
en mit Schreib- und Leseprozessen einhergehen, erzielt und verbessert werden kénnen

([LFv11, BEG109)).

In der vorliegenden Arbeit erfiillt das magnetische Moment m : [0,7] x  — R3 die
Landau-Lifschitz-Gilbert Gleichung (LLG),

m; = —am X (m x Am) +m x (Am + u) (0.1)

mit Anfangszustand m(0) = mo und 7' > 0, wobei @ > 0 eine im Allgemeinen sehr
kleine Dampfungskonstante ist, u : [0,7] x © — R3 die Rolle einer externen Kraft
ibernimmt und €2 ein beschrinktes Gebiet sei, das der Ferromagnet einnimmt. Fiir
einen Uberblick zur Modellierung von Ferromagneten und bekannten Resultaten wird
auf [Pro01, KP06] und deren Referenzen verwiesen. Man beachte, dass die externe Kraft
u, die tiber das effektive Feld Heg wirkt, wegen mathematischer Schwierigkeiten nur
im Prézisionsterm m x Heg betrachtet wird. Aus Sicht der Modellierung lésst sich dies
vertreten, da a > 0 sehr klein und damit der Anteil der Kontrolle im Dampfungs-
Term vernachléssigbar ist. Zudem wird im effektiven Feld Heg nur die Austauschenergie
untersucht und Effekte, die aus der magnetischen Anisotropie und der magnetischen
Streufeld- bzw. Entmagnetisierungsenergie entstehen, werden aufler Acht gelassen.

Heff

Abbildung 0.1: Bewegung der Magnetisierung m, die Gleichung (0.1) 16st.

Elementar geometrisch lisst sich der Dampfungsterm m x (m x Am) als Projektion
von Am auf die Sphére interpretieren (vgl. fir Heg = Am auch Abbildung 0.1), was



mit dem zugehérigen Lagrange-Multiplikator [Vm|? die Gleichheit —m x (m x Am) =
Am+|Vm|?m ergibt und somit zu einer dquivalenten Umformulierung der LLG (0.1),

my — aAm = o|/Vm[*m +m x (Am +u), (0.2)

fithrt (vgl. Lemma 1.4). Diese Formulierung der LLG mit ihrer semilinearen Struktur er-
weist sich als geeigneter um hohere Regularitéitseigenschaften der Losung nachzuweisen
und wird im Folgenden insbesondere bei der Herleitung von notwendigen Optimalitéts-
bedingungen relevant sein.

Ziel dieser Arbeit ist ein Optimalitdtsproblem fiir die LLG zu formulieren, die Existenz
eines Minimums zu beweisen und fiir dieses notwendige Optimalitdtsbedingungen her-
zuleiten sowie Losungen vermittels einer Zeitdiskretisierung praktisch zu konstruieren.
Das Hauptresultat, Theorem 5.5, wird beweisen, dass bis auf eine Teilfolge die optima-
len semidiskreten Parameter (Zustand, Kontrolle, Adjungierte) in einem gewissen Sinn
konvergieren und ihre Grenzwerte das kontinuierliche Optimalitédtssystem erfiillen und
dass - wiederum bis auf eine Teilfolge - die semidiskreten optimalen Kontrollen sogar
stark konvergieren. Dabei liegt die Hauptschwierigkeit darin, dass die Approximation
im Gegensatz zur kontinuierlichen LLG keine sphérenwertige Losung besitzt, weswegen
zum Konvergenznachweis eine hinreichend glatte Kontrolle benotigt wird.

Bereits in [Pro01] wird die Zustandsgleichung analytisch und numerisch eingehend un-
tersucht, jedoch ohne eine duflere Kontrolle. Das Hinzufiigen der Kontrolle wirkt sich auf
die Regularitdtseigenschaften der Losung aus und so ist es vor allem bei den numerischen
Resultaten nicht klar, wie sich die Beweise aus [Pro01] anpassen lassen, da die Iterierten
weder spahrenwertig sind noch eine Energiegleichung erfiillen. Dagegen lassen sich im
Kontinuierlichen alle charakteristischen Eigenschaften der LLG analog beweisen:

So existiert - fiir u glatt genug und Q eindimensional - eine starke Losung m € H'(L?*)N
L?*(H?) — C(C) der LLG und durch Multiplikation von (0.1) mit —Am und Integration
in Raum und Zeit ergibt sich fiir ¢ € [0, 7] die Energiegleichung

1 t t 1
3 IVm(t)| 720 + a/o lm x Am| 2 ds = /O (m x Am,u)ds + 5 1Vmoll72 () -

Bemerkenswert sind des Weiteren die geometrischen Aspekte der LLG: Aus der punkt-
weisen Multiplikation der LLG (0.1) mit m folgt, dass zum einen der Zustand m und
seine Anderung m; punktweise senkrecht aufeinander stehen und zum anderen, dass die
starke Losung der LLG punktweise lingenerhaltend ist. Das bedeutet, dass mit [my|? = 1
tiberall in 2 die Losung m der LLG fiir alle Zeit-Orts Punkte (¢, ) € [0,T] x © auf der
2-dimensionalen Sphére liegt, siche Abbildung 0.2.

Bei der Wahl der Semidiskretisierung in der Zeit ist es wiinschenswert diese Eigen-
schaften zu erhalten oder mindestens teilweise. In [Pro01, Ban05] werden verschiedene
Semidiskretisierungen vorgestellt, doch stellt sich die Frage, welche davon im Rahmen
der Optimierung geeignet sind:

Auf den ersten Blick scheint die Semidiskretisierung mit Hilfe der Mittelpunktsregel,

. 1 1 . 1 . 1 .
dm/Tt = —amit2 x (ijr? X Am”l) +m/ T2 x AmIT 4 mdTE x T



Abbildung 0.2: Im linken Bild ist die kontinuierliche Situation mit m € S? und m; € TS?
dargestellt. Das rechte Bild zeigt die semidiskrete, nicht langenerhaltende

Situation, beispielsweise aus dem Verfahren 0.4, mit m/*! ¢ S? und
mT1 yi dtijrl.

wobei m/t2 = 2 (mI™! +mJ), der beste Ansatz zu sein, da die Multiplikation mit
mit: zu d¢}m/ 12 = 0 fithrt und damit den Léngenerhalt ergibt und aus der Multipli-

kation mit —Am/*! die Energiegleichung folgt. Problematisch ist jedoch die Herleitung
der fiir die Optimierung benétigten H?(2)-Schranken (vgl. Proposition 4.3), da die
Gleichung unter Verwendung der Grassmann-Identitdt a x (b x ¢) = (a,c)b — (a,b)c
dquivalent ist zu

dymi*! — a|mj+%|2Amj+1

= —oz(mj+%,Amj+1>mj+% +mItE x Amit! 4 mite x uit!
und somit, weil \mj+%]2 = 0 nicht ausgeschlossen werden kann, degeneriert elliptisch
ist. Daher ist nicht klar, wie sich die Regularitdtseigenschaften von Problem (0.1) auf
die Diskretisierung iibertragen.

Eine weitere Klasse der lingenerhaltenden Semidiskretisierungen sind die Projektions-
verfahren, bei denen jedoch in Verbindung mit der Optimierung nicht klar ist, wie die
Projektionsabbildung in die Adjungiertengleichung bzw. die Optimalitatsbedingung ein-
fliefit.

Demnach greifen wir auf Zeitdiskretisierungen zuriick, die nicht langenerhaltend sind.
Ein naiver Ansatz ist hierbei, ausgehend von der dquivalenten Formulierung der LLG
(0.2), das voll-implizite Eulerverfahren,

dym T — aAmIT = o[V T PmI T o mI T x Amd T I T T (0.3)

Angenommen die Iterierten {ij}j:_Ol von (0.3) sind sphirenwertig (fiir |mg|? = 1
iiberall in Q), so gilt di/m?*1|> = 0 iiberall in Q. Gleichzeitig liefern das punktweise
Multiplizieren von (0.3) mit m/*!, die Identitit 0 = A|m/T!? = 2(AmI L m/*t) +
2|Vm/*1|2 und die Verwendung der Rechenregeln fiir das Kreuzprodukt, dass

delmI T2 4 k|dymI 2 = 0



und damit wére die Lésung {m’ +1}3-];01 konstant. Da die Iterierten nicht langenerhaltend
sind, ist eine Umformulierung wie bei (0.3) mit der Grassmann-Identitdt nicht méglich
und somit erhélt man keine Energiegleichung. Zudem ist es mit diesem Schema nicht ge-
lungen eine Energieabschitzung zu beweisen, im Gegensatz zu dieser Diskretisierung;:

dm? T — aAmIT = o[ VmI Pmd T mI T x AmITE Fmd T L (0.4)

Im Vergleich zu (0.3) wird der zur Sphéirenbedingung in (0.2) gehérende Lagrange-
Multiplikator |Vm|? hier nun explizit diskretisiert um ein einfacheres Verfahren, das
in dieser Arbeit verwendet wird, zu erhalten. Wie numerische Resultate zeigen, ist auch
dieses Verfahren nicht langenerhaltend (siehe Abbildung 0.2), jedoch ist es gelungen mit
Hilfe eines Storargumentes und eines Ansatzes wie in [Rul96] zusammen mit einem In-
duktionsargument Schranken und eine Energieabschétzung fiir diese Semidiskretisierung
zu zeigen, sowie einen approximativen Langenerhalt (vgl. Kapitel 3). Dafiir werden al-
lerdings hohere Regularitéitseigenschaften des Zustands m der LLG benoétigt (Details
siehe weiter unten). Dabei sind die Iterationen in diesem Schema genau so verteilt, dass
beim Nachweis der Schranken wegen der Eigenschaften des Kreuzproduktes die hochste
Zahl an abzuschatzenden Termen verschwinden, vgl. Beweis von Theorem 3.2. Bei einer
anderen Wahl der Iterationen miissen im Stabilitdtsbeweis, Theorem 3.2, diese Terme
entsprechend untersucht werden; so wirde sich der Beweis fiir dieses Verfahren leicht
modifizieren lassen,

dim? T — aAmIT = o Vm/ Pmd T mI T x AmIT fmd xod T (0.5)

wéhlt man dagegen dieses Schema, so sind die zusétzlichen Terme (vgl. Terme A;3 oder
Agos im Beweis von Theorem 3.2) nicht offensichtlich abschétzbar:

dm?™ — aAmIT! = o|Vm/ PmI T 4+ md x AmIT 4 md x W/t
Nach diesen Voriiberlegungen soll nun das Augenmerk auf das Thema dieser Arbeit,
,Optimale Kontrolle der LLG “, gerichtet werden. Eine intuitive Moglichkeit das opti-

male Kontrollproblem fiir einen vorgegebenen Wunschzustand m und Anfangszustand
myg des Ferromagneten zu formulieren wére sicherlich:

Problem 0.1
Finde m*, u* : [0,T] x Q — R3, sodass

(m*, u") —argmln f/ / lm —m|? dz dt + = / / lul? dz dt

u.d.N. mtf—amx(mxAm)—i—mx(Am%—u) mit m(0) = my.

Dieser Ansatz fithrt formal zu der folgenden geometrischen Optimalitdtsbedingung:
Aut =z x m”,

wobei u* die optimale Kontrolle, m* der optimale Zustand und z die zugehorige Ad-
jungierte ist, die ihrerseits eine Adjungiertengleichung erfiillt. Diese Gleichung bedeutet,



dass die optimale Kontrolle u* senkrecht zum optimalen Zustand m*, bzw. zur Adjun-
gierten z steht, d.h. fiir alle (t,x) € [0,7] x Q gilt: u*(¢,z) € T,S* und 2(¢,x) L u*(t,z),
vgl. Abbildung 0.3.

Analog wiirde man fir ein entsprechendes semidiskretes Optimierungsproblem folgende
Optimalitatsbedingung erhalten:

Ml = 277 xom] aus Nebenbedingung (0.4)
. : : (0.6)
bzw. ul =2/t x mi~! aus Nebenbedingung (0.5),

wobei ui die optimale semidiskrete Kontrolle, mi bzw. ml_l der optimale semidiskre-
te Zustand und 2z/~! die zugehorige Adjungierte ist. Wie im Kontinuierlichen erhalt
man aus diesen Gleichungen, dass die optimale Kontrolle u) senkrecht zum optimalen
Zustand bzw. zur Adjungierten steht. Interessanterweise ist die optimale Kontrolle )
jedoch je nach Nebenbedingung einmal zu derselben Iterierten m? und einmal zu der

vorangegangen Iterierten mi orthogonal, vgl. Abbildung 0.3.

Abbildung 0.3: Das linke Bild zeigt die kontinuierliche Situation mit w* € T'S? und
u* L z. Das mittlere Bild stellt die semidiskrete Situation zur Nebenbe-
dingung (0.4) dar mit w/ L md und ul L 29! und das rechte Bild zur
Nebenbedingung (0.5) mit w L ml ™ und vl 1 21 .

Auf dem Weg das notwendige kontinuierliche bzw. semidiskrete Optimalitéitssystem fiir
Losungen des Optimierungsproblems und die Konvergenz der semidiskreten optimalen
Kontrollen, Zusténde und der Adjungierten sowie, dass dieser Grenzwert das kontinuier-
liche Optimalitétssystem erfiillt, rigoros herzuleiten, treten folgende Probleme auf, die
zur Folge gewisse Einschrankungen und Verédnderungen der obigen Formulierung haben
werden:

Die starken Nichtlinearitdten der LLG verursachen bereits im kontinuierlichen Teil Schwie-
rigkeiten die Existenz einer starken Losung und somit die Losbarkeit des Optimierungs-
problems sicherzustellen. Eine entscheidende Hilfe hierfiir liefert die dquivalente Darstel-
lung der LLG (0.2), sowie die Eindimensionalitét des Problems (vgl. Lemma 1.7). Eine
Verallgemeinerung dieser Analyse auf hohere Dimensionen ist mit den in dieser Arbeit
vorgestellten Methoden nicht klar.



Zudem ist beim Nachweis der Existenz der kontinuierlichen Lagrange-Multiplikatoren fiir
Problem 0.1 der Léngenerhalt des Zustands m problematisch, da sich dieser im Prézisi-
onsterm m x Am destabilisierend auf den linearisierten Differentialoperator auswirken
kénnte. Jedoch kann in Lemma 2.7 mittels einer Galerkin-Approximation die Existenz
und Regularitdt von Lagrange-Multiplikatoren nachgewiesen werden.

Beim analogen Programm auf dem semidiskreten Level treten dhnliche Schwierigkeiten
auf. Ein wesentlicher Punkt der nachfolgenden Analyse ist dabei der Beweis der Stabilitét
der semidiskretisierten LLG (0.4), wie bereits oben diskutiert. Dafiir wird allerdings eine
hohere Regularitiat des Zustandes m bendtigt - nicht allein eines Optimums m* - und um
diese sicherzustellen, wird eine bessere Regularitét fiir die Kontrolle iiber das Funktional
erzwungen: somit lautet anstelle von dem in Problem 0.1 vorgestellten Funktional das
dem Optimierungsproblem in dieser Arbeit zu Grunde liegende Funktional

1T — 2 AT 2 2
F(m,u) = 7/ / |m —m|* dz dt + —/ / |u|” + |Vul|® dz dt.
2Jo Ja 2Jo Ja

Die Anderung des Funktionals wirkt sich bei der Optimierung nur in der Optimalitéitsbe-
dingung (2.13b) bzw. (4.3b) aus, die dadurch eine stationére Differentialgleichung zweiter
Ordnung wird, was wiederum in Verbindung mit besseren Regularititen der Adjungier-
ten zu hoheren Regularitdten der optimalen Kontrolle, vgl. Propositionen 2.9 und 4.11,
und in Theorem 5.5 zur starken Konvergenz einer Teilfolge der optimalen semidiskreten
Kontrollen in L?(H?*) fithren wird.

Zur Herleitung des Optimalitatssystems fiir das semidiskrete Optimierungsproblem wird
in dieser Arbeit der Ansatz ,first discretize, then optimize* verwendet, es wird also zu-
erst ein semidiskretes Optimierungsproblem formuliert und fiir dieses dann das Opti-
malitdtssystem aufgestellt. Der Vorteil in diesem Ansatz liegt darin, dass die Losbarkeit
des Optimalitdtssystems bereits aus dem Lagrange-Multiplikatoren-Satz folgt und man
zusétzlich auf diese Art und Weise eine natiirliche Semidiskretisierung der Adjungierten
bekommt. Zudem sind auf Grund der starken Nichtlinearitdten die Regularitédten fiir
den Zustand und die Adjungierte dhnlich, vgl. Korollar 1.9 und Lemma 2.3, und daher
wéren die Vorteile des Ansatzes ,first optimize, then discretize“ nicht nutzbar.

SchlieBlich wird in Kapitel 5 gezeigt werden, dass der Grenzwert einer Teilfolge der semi-
diskreten Parameter das kontinuierliche Optimalitatssystem (2.13) erfiillt. Dazu ist eine
ausreichende Regularitit der semidiskreten Adjungierten bzw. der semidiskreten Zustén-
de notwendig (vgl. Lemmata 3.4, 4.10), die durch die Wahl mqy € H?3(Q) sichergestellt
wird.

Um bei der Bearbeitung der genannten Punkte weitere technische Schwierigkeiten in
Form von Randintegralen zu vermeiden, wird als Gebiet Q := S!, der 1-dimensionale
Torus (Kreislinie), betrachtet. Um Notationsschwierigkeiten zu umgehen wird nicht zwi-
schen Funktionen auf S! und 27-periodischen Funktionen auf R unterschieden, da diese
durch die kanonische Kartenwahl ineinander tiiberfiihrt werden kénnen.

In den Arbeiten [AB09] und [ACLP11] beschéftigen sich die Autoren ebenfalls - und nach
meinem Kenntnisstand als Erste - mit Optimierung der LLG. Dort wird die Existenz
eines Optimums, sowie die rigorose Herleitung von notwendigen Optimalitdtsbedingun-
gen gezeigt, jedoch nur fiir Zustéinde, die konstant im Ort sind, wofiir Methoden aus der



optimalen Steuerung gewohnlicher Differentialgleichungen verwendet werden. Die vor-
liegende Arbeit ist die erste, die Optimierung der LLG fiir nicht-konstante Situationen
rigoros analytisch und numerisch untersucht.

Im Rahmen dieser Arbeit wird eine volldiskretisierte LLG unter Einbeziehung einer ex-
ternen Kontrolle sowie ein zugehoriges volldiskretes Optimierungsproblem nicht mehr
untersucht. Hier kénnte versucht werden tiber ein Stérungsargument und die Fehlerglei-
chung fiir eine Finite-Elemente-Diskretisierung analog zu [Pro01, Theorem 4.4] zusam-
men mit inversen Abschétzungen Schranken fiir die Zustandsgleichung zu erhalten. Pro-
blematisch kénnte jedoch sein eine ausreichende Stabilitdat der Adjungierten und damit
verbunden des Zustandes zu bekommen, um den Grenzwertiibergang der Optimalitéts-
bedingungen beweisen zu kénnen. Entsprechend der kontinuierlichen und semidiskreten
Optimalitdtsbedingung ist auch in der Volldiskretisierung zu erwarten, dass die optima-
le diskrete Kontrolle senkrecht auf dem optimalen diskreten Zustand und der diskreten
Adjungierten steht, vgl. (0.6).

Die Kontrolle wurde in dieser Arbeit nur im Prézisionsterm betrachtet, jedoch sollte die
Hinzunahme der Kontrolle im Dampfungsterm durch den Term m x (m X u) keine grofe
Hiirde darstellen, da im Kontinuierlichen die Langenerhaltung und die Regeln des Kreuz-
produktes alle Abschétzungen analog erlauben und im Semidiskreten mit beispielsweise
mI L x (m/ xuit1) der Beweis der Abschiitzungen, Theorem 3.2, leicht erweitert werden
kann. Fir die Optimalitdtsbedingung wiirde man fiir einen optimalen Zustand m™*, eine
optimale Kontrolle u* und die zugehorige Adjungierte z folgendes erhalten:

A =zxm"+ (zxm*) xm”
und wieder ergibt sich, dass die optimale Kontrolle u* senkrecht auf dem optimalen
Zustand m* steht.

Die Arbeit ist dabei wie folgt aufgebaut:

In Kapitel 1 wird die LLG mit einer externen Kontrolle u formuliert, die Existenz einer
starken Losung bewiesen, siche Proposition 1.5, und anschlieend werden hohere Regula-
rititen der Losung mittels w € L2(H!) gezeigt, siehe Korollar 1.9. In Kapitel 2 wird das
oben angedeutete kontinuierliche Optimierungsproblem, Problem 2.1, rigoros formuliert,
die Existenz eines Minimums bewiesen, siche Proposition 1.5, und das Optimalitidtssys-
tem (2.13) mit Hilfe des Lagrange-Multiplikatoren-Satzes aufgestellt.

Die Kapitel 3 und 4 gehen analog zu den Kapiteln 1 und 2 vor. In Kapitel 3 wird die semi-
implizit diskretisierte LLG vorgestellt und die Existenz einer Losung, siehe Proposition
3.1, bzw. die Stabilitdt des Verfahrens sowie Schranken in héheren Normen bewiesen,
siehe Theorem 3.2 und Lemma 3.4. In Kapitel 4 wird das semidiskrete Optimierungs-
problem, Problem 4.1, eingefiihrt und die Existenz eines Minimums bewiesen, siehe Pro-
position 4.3, bzw. das Optimalitatssystem (4.3) mit Hilfe des Lagrange-Multiplikatoren-
Satzes aufgestellt.

Abschlieflend wird in Kapitel 5 das Hauptresultat, Theorem 5.5, gezeigt: Bis auf die
Wahl einer Teilfolge konvergieren die optimalen Zustdnde, Adjungierten und Kontrollen
des semidiskreten Optimierungsproblems und die Grenzwerte erfiillen das kontinuierliche
Optimalitétssystem.






Technische Hilfsmittel und Definitionen

Generell werden vektorwertige Objekte fettgedruckt notiert, z.B. @ € X C R3. Zu-
dem bezeichne C' > 0 eine generische Konstante, wobei Abhéngigkeiten gelegentlich in
Klammern mitgefithrt werden.

Die Variable T bezeichne die ganze Arbeit iiber einen festen Endzeitpunkt 0 < T < oc.

Zudem sei fiir v : S' — R das Integral iiber S! definiert als

27
/vdx::/ v dx
St 0

und die Ableitungen werden als Ableitungen der zugehorigen 27-periodischen Funktion
v : R — R aufgefasst, wobei

2

d
v’U = %’U und A’U = @7}.

Mit diesen Definitionen ldsst sich mit Funktionen auf S! wie gewohnt rechnen und alle
auf R bekannten Resultate gelten ebenfalls fiir diese Funktionen.

Banach-, Lebesgue-, Sobolev-, Bochnerraume

Fiir Banachraume (X, ||.|| ), (Y, ||.|ly) wird folgende Notation verwendet:

e X* fiir den Dualraum von X,

(.,.) oder Multiplikation fiir die duale Paarung,
e X — Y fiir eine stetige Einbettung,

e X —»— Y fiir eine kompakte Einbettung,

— fiir starke Konvergenz,

— fiir schwache Konvergenz,

e —* fiir schwach-stern Konvergenz,

1)l ey = Nzl + Ilylly fiir die Produktnorm.
Des Weiteren bezeichne
e C(£2) den Raum der stetigen Funktionen auf 2 mit der Supremumsnorm,

e C*(Q) den Raum der k mal stetig differenzierbaren Funktionen (Norm als Summe
der Normen der einzelnen Ableitungen),

11



12

C>®(Q) := kflll C*(Q) den Raum der glatten Funktionen,
€No

LP(Q) Lebesguerdume,

H™(Q) = W™2(Q) den m-ten Sobolevraum,
Lr(0,T; H*(Q)) Bochnerridume,

o LP(H") := LP(0,T; H*(S")),

e C(H*):=C([0,T], H*(SY)).

Fiir Werte a, b € R? bezeichne
e {(a,b) das Skalarprodukt auf R3,
e |a| = \/{a,a) die Norm auf R3.
Fiir Funktionen v, w : S* — R3 bezeichne
o (w,v):= Jo{w,v) dz das Skalarprodukt auf L*(S'),
° %v bzw. v; die zeitliche Ableitung.

Detailliertere Theorie findet sich fir Banachraume in [Alt06], Lebesguerdume und Ma§-
theorie in [Els11], Sobolev- und Bochnerrdume in [Ada78, Sho97].

Bekannte und in dieser Arbeit mehrfach verwendete Resultate fir diese Raume sind:

Lemma 0.2 (Einbettung)

Es gilt
H'(SY) = ¢(SY) und HY(S) — L>=(Sh).
Beweis:
Siehe [Ada78, Theorem 4.12]. 0

Lemma 0.3 (schwach-stern Teilfolgenkonvergenz)
Sei X ein separabler Banachraum und sei weiter {v; };cn eine beschrinkte Folge in X™*.
Dann existieren ein v € X* und eine Teilfolge {vm, }men € {v;}ien, sodass

v; =" vin X*.

Beweis:
Siehe [Alt06, Satz 6.5]. 0

Lemma 0.4 (schwache Teilfolgenkonvergenz)
Sei X ein reflexiver Banachraum und sei weiter {v;};cn eine beschréankte Folge in X.
Dann existieren ein v € X und eine Teilfolge {vy, }men C {v;}ien, sodass

v —~vin X.

Beweis:
Siehe [Alt06, Satz 6.10]. 0
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Lemma 0.5 (Gagliardo-Nirenberg)
Sei 2 C R"” offen und n > 1. Sei weiter 2 > n mit 2 < ¢ < oo oder 2 =n mit 2 < g < co.
Dann existiert eine Konstante C' = C(n,m, q), sodass fir v € H™(Q) gilt:

[ollzago) < € ol ol

wobei 6 := % — q%.

Beweis:

Siehe [Ada78, Theorem 5.8]. O
Korollar 0.6

Es existiert eine Konstante C, sodass fiir alle v € H'(S') gilt:

1 3
H’UHL“(Sl) <C ”UH;{l(Sl) HUHE2(81) )
1 1
HvHL“(Sl) <C ”UH;_II(Sl) HszQ(S1) .
Lemma 0.7 (Aubin-Lions)
Seien X,Y, Z Banachrdume mit X CY C Z und X, Z seien zudem reflexiv. Sei weiter
X ==Y undY — Z.
Dann gilt fiir l <p<oound 1 < ¢ < o

W {u € [/(X) ‘jt we Lq(Z)} S IP(Y).

Beweis:
Siehe [Sho97, Kapitel III, Proposition 1.3]. O

Lemma 0.8 (Stetige Einbettung)
Sei X,Y, Z ein Gelfand-Tripel und %D + % =1

Dann gilt
d
W {u € I/(X) ’dt ue Lq(Z)} < C(Y).
Beweis:
Siehe [Sho97, Kapitel 111, Proposition 1.2]. O

Lemma 0.9 (Langrange-Multiplikatoren-Satz)
Seien X und Z Banachrdume und die Abbildungen f: X — R bzw. H : X — Z stetig
Fréchet-differenzierbar.
Falls f unter der Nebenbedingung H (x) = 0 eine Extremstelle an dem reguldren Punkt
x* besitzt, so existiert ein z € Z*, sodass die Lagrange-Funktion

L(z) = f(z) + zH ()
stationdr an x* ist, d.h.

L'(z*) = f'(z*) + zH'(z*) = 0.

Beweis:
Siehe [Lue69, Kapitel 9, Theorem 1]. O
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Kreuzprodukt

Das Kreuzprodukt in R? wird mit x notiert,

a; by asxbs — azb;
axb= as | X b2 = a3b1 — a1b3
as b3 ai1by — a2b;

Fiir das Kreuzprodukt gelten folgende Rechenregeln, die sich durch Nachrechnen mit der
Definition des Kreuzproduktes bzw. seiner geometrischen Bedeutung nachweisen lassen:

Lemma 0.10
Seien a, b, ¢ € R3. Dann gilt:

1. |a x b| < |al|b]

2. axa=0,

3. axb=-bxa,

4. (a x b,a) =0,

5. (a x b,c) =(a,bxc),

6. a x (bxc)=(a,c)b— (a,b)c (GraBmann-Identitat).

Lemma 0.11
Seien u,v,w,z € H'(S'). Dann gilt:

1. V(u x v) = (Vu x v) + (u x Vv),
2. ((Vu,v)w, z) = — ((u, Vo)w, z) — ((u,v)Vw, z) — ((u, v)w, Vz).

Bemerkung:
Lemma 0.11 gilt entsprechend fiir Ableitungen in der Zeit.

Iterierte

Fir j = 0,...,J verwende die dquidistante Zeitschrittweite k := %,

Verwende folgende Notation fiir die semidiskreten Iterierten:

also t; = jk.

e Iterierte: v/ fiir j =0,...,J,

Wit i

o diskrete Zeitableitung: d;vi*! := T firj=0,...,J -1
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Fortsetzungen
Fiir Iterierte {vj };.]:0 wird folgende Notation fiir fortgesetzte Funktionen verwendet:

e Stiickweise affine Zeitinterpolation,

t—t; .y tig1—t
V(t) = ijv”l + %vﬂ fiir t € [t;, 511,

e Stiickweise konstante Funktionen,

er(t) =it fir t € (tj,tj_H],
A% (t) = vl fur ¢ € (tj,tj+1],
Ve(t) = v/ t? fiir t € (tj,tj41],

mit v~! = v° und v’/*! := 0.
Fiir v € C(L?) werden Fortsetzungen wie folgt notiert:

v () == v(tj41) fiir ¢ € (&5, j41]
’U_(t) ’U(tj) firt € (tj,tj+1].

Fiir die Fortsetzungen erhélt man durch einfaches Nachrechnen folgende Lemmata:

Lemma 0.12
Es ist fiir j =0,...,J an den Zeitpunkten

V(t;) =o', Vi) =o', V() =0T Vi) =
und fur ¢ € [0,7] gilt
d V) -V (t)
e

Lemma 0.13
Sei VT unabhingig von k in L?(L?) beschrinkt und v° € L?(S).
Dann sind V™, V* unabhingig von k in L?(L?) beschrinkt.

Lemma 0.14
Seien V' und V™ unabhingig von k in L?(L?) beschrankt.
Dann ist V unabhéngig von k in L?(L?) beschrinkt.

Lemma 0.15
Seien V, V', V™, V*, d;V unabhingig von k in L?(L?) beschrinkt.
Dann gilt fir £ — 0:

VT -V~ =0 in L*(L?
Vvt -V =0 inL*L?.
Gilt zusitzlich, dass V' unabhingig von k in L>(L?) beschrinkt ist, so ist fiir k — 0:

YVt —-Vv* =0 in L*(L?).
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Lemma 0.16
Sei v € H'(L?) N C(L?).
Dann gilt
2 _2
o =0 ezey 10 = 97y < € (0linas))-
Beweis:
Es ist

— s sup [[o(s) — o(tirn) 3o

2
o =" oo
Lee(L7) s€[0,T]

wobei t;11 — s < k und Cauchy-Schwarz liefert fiir alle s € (¢;,¢;41]:

/ vi(s)ds
tit1

1

1 tit1 2
= k‘? </ ||’vt||i2(§,1))

lo(s) = ot p2(n) =

L2(sh)



1 Eigenschaften LLG fiir feste Kontrolle u

In diesem Kapitel sollen die Verdanderungen der LLG untersucht werden, die sich durch
das Hinzufiigen einer Kontrolle u, wie in der Einleitung bereits angedeutet, ergeben. Die
LLG wird dabei in der folgenden Form betrachtet:

Die Magnetisierung m : [0, 7] x St — R3 erfiille fiir eine feste Kontrolle w : [0, 7] x S —
R? die LLG

m; = —am x (m x Am) +m X (Am + u) auf [0,7] x S, (1.1a)
m(0,.) = my auf S'. (1.1b)

Im ersten Abschnitt wird eine dquivalente Formulierung der LLG vorgestellt, die auf
Grund ihrer Struktur geeigneter fiir Regularitdtsanalysen sein wird, und anschliefend
die Existenz einer starken Losung fiir eine feste Kontrolle w € L?(L?) und mg € H(S')
mit Hilfe einer glatten Galerkin-Approximation im Ort bewiesen, vgl. Proposition 1.5.

Im zweiten Abschnitt werden formale Regularititsanalysen fiir die LLG mit w € L?(L?)
und mgo € H'(S') betrachtet, vgl. [Pro01, Kapitel 4.1]. Allerdings liefern diese Analysen
- wie in Schritt 2 des Beweises von Proposition 1.5 einmal ausfiihrlich durchgefiihrt - die
Regularitat fir den Zustand m rigoros. Zudem wird in einer dieser Analysen, Lemma
1.7, deutlich, warum in dieser Arbeit ein eindimensionales Gebiet gewahlt worden ist.

Schliefflich werden im dritten Abschnitt formale Regularitdtsanalysen fiir die LLG mit
hoherer Regularitit der Kontrolle, u € L?(H'), und mgy € H?(S') durchgefiithrt. Dies
ergibt eine bessere Regularitit des Zustandes (vgl. Korollar 1.9), was in den folgenden
Kapiteln Abschétzungen erleichtern und den Grundstein zur Herleitung der Stabilitét
der Semidiskretisierung legen wird. Ohne diese stiarkere Regularitét ist es nicht klar, wie
man die Stabilitdt der semidiskreten LLG erhalt.

1.1 Existenz einer starken Lésung fiir u € L?(L?)

Bevor die Existenz einer starken Losung der LLG bewiesen wird, soll zunéchst der Lo-
sungsbegriff definiert werden.

Definition 1.1 (Starke Losung der LLG)
Es wird m € L?(H?) N H'(L?) — C(C) eine starke Losung der LLG genannt, wenn

1. Gleichung (1.1) fast iiberall (in Raum und Zeit) gilt,

2. fir alle t € [0, T] folgende Energiegleichung gilt:

1 t t 1
3 va(t)”i?(gl)‘Fa/O [l x Am”%2(81) ds = /0 (m x Am,u) ds+5 vao||3:2(sl) ;

17
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3. |m|? = 1 iiberall (in Raum und Zeit).

Bemerkung: (Langenerhalt der LLG)

Sei m € L*(H?*) N HY(L?) « C(C) eine Losung von (1.1) mit mg € H'(S') und
|mg|? = 1 iiberall in S'. Dann ist |m|? = 1 iiberall in Raum und Zeit.

Multipliziere dazu (1.1a) mit m und erhalte

1
§dt’m|2 = —a(m x (m x Am),m) + (m x (Am + u), m) = 0.

Damit ist der Betrag konstant in der Zeit und fiir |myg|? = 1 iiberall in S! und m € C(C)
gilt [m|*> = 1in [0,7] x S bzw. [[m| e o) = 1.

Lemma 1.2 (Energiegleichung)
Sei m € L?(H?) N H'(L?) — C(C) eine Lésung von (1.1) mit mg € H'(S'). Dann gilt
fir alle t € [0,T] die Energiegleichung

1 2 ¢ 2 ¢ 1 2
5 VMm@l g + 04/0 [ x Am|p2q) ds = /0 (m x Am, u)ds + o [|[Vmol|zz s, -

Beweis:
Multipliziere (1.1a) mit —Am, integriere im Ort und erhalte mit den Rechenregeln des
Kreuzproduktes

1d

% ||Vm\|2L2(Sl) =—a(m x (m x Am),—Am) — (m x u, Am)
= —alm x AmHQLQ(Sl) + (m x Am,u).
Integration in der Zeit und m € C(H!) ergibt die Behauptung. O

Ein Hilfsmittel beim Umgang mit der LLG (1.1) wird folgende Umformulierung sein:
Die Magnetisierung m : [0, T] x S! — R? erfiille

m; — aAm = o|Vm|*m +m x (Am + u) auf [0, 7] x S, (1.2a)
m(0,.) = my auf S*. (1.2b)

Analog zu Definition 1.1 verwende den Begriff einer starken Losung, wobei fiir ¢ € [0, 7]
folgende Energiegleichung gilt:

t a t o
/0||mt|]%2(sl)ds+§HVm(t)H%z(Sl)ds:/0 (mx(Am+u),mt)ds+§|yVm0||§2(Sl).

Bemerkung: (Langenerhalt)

Sei m € L*(H?*) n HY(L?) < C(C) eine Losung von (1.2) mit mg € H'(S'") und
|mg|? = 1 {iberall in S'. Dann ist |m|? = 1 iiberall in Raum und Zeit.

Multipliziere (1.1a) mit m, verwende 0 = A|m|? = 2(Am, m) +2|Vm|?, forme um und
erhalte fiir v := |m|? — 1 die Gleichung

vy — alAv = 2a|Vm/|?v.
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Multipliziere mit v, schitze ab und mit H*(S') < L*(S') ergibt sich

d
© olagery + 0 IV ey < C IV ey 013201y < Cllml2gagen IolBgn,
Zusammen mit dem Lemma von Gronwall und v(0) = 0 folgt die Normiertheit.

Lemma 1.3 (Energiegleichung)
Sei m € L*(H?*) N HY(L?) — C(C) eine Losung von (1.2) mit mg € H'(S') und
|mg|? = 1 iiberall in S'. Dann gilt fiir alle ¢ € [0, T] die Energiegleichung

t t
2 o 2 o 2
/0 [0 ]| 2 1) ds + 5 IVm(t)|| 721y = /0 (m x (Am +u),m;)ds + 5 [Vmol| 721 -

Beweis:
Multipliziere (1.2a) mit my, integriere im Ort, erhalte mit den Rechenregeln des Kreuz-
produktes und da (m;, m) = %%|m\2 = 0 (Langenerhalt der Losung) folgendes:

ad

Hmt||i2(g1) tou ||Vm(t)||%2(gl) ds = (m x (Am + u), my)

Integration in der Zeit und m € C(H?') ergibt die Behauptung. O

Lemma 1.4 (Aquivalente Formulierung)
Eine Lésung m mit mg € H(S!) und |mg|? = 1 iiberall in S' ist genau dann eine
starke Losung der Gleichung (1.1), wenn sie eine starke Losung der Gleichung (1.2) ist.

Beweis:
Beide Gleichungen haben eine starke Losung und diese ist normiert, d.h. [m|? = 1 iiberall
in [0, 7] x St. Die Aquivalenz ergibt sich aus der Grassmann-Identitit,
m x (m x Am) = (m, Am)m — |m|?*Am,
kombiniert mit folgender Gleichheit:

0= Alm|* = 2(Am, m) + 2|Vm|>

Die Energiegleichungen folgen aus den Lemmata 1.2 und 1.3. O

Beweise nun die Existenz einer starken Losung der LLG.

Proposition 1.5

Fiir mg € H'(S') mit |mg|?> = 1 iiberall in S' und w € L?(L?) existiert eine starke
Losung m von (1.1) mit Regularitét

m e L*(H*)NL>®(H")n H'(L?*) — C(H") — C(C)

und |[m|* =1in [0,7] x S*.
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Beweis:

Schritt 1: Existenz einer lokalen Lésung nach einem glatten Galerkin-Ansatz im Ort:
Sei {¢;}jen eine Orthonormalbasis von L*(S') mit ¢ € C°(S') (konstruiere diese bei-
spielsweise aus periodischen Eigenfunktionen von —A, [Eval0, Abschnitt 6.5]) und V'
der Aufspann iiber R der Basiselemente {¢; }jvzl Definiere weiter

N
t) = a;(t)y;
j=1

Dann lautet das im Ort diskretisierte zu (1.1) analoge Problem: B
Gesucht sind fiir j = 1,..., N stetig differenzierbare Funktionen «o; € C 1(0,T), sodass

my, = —amy X (my X Amy) +my x (Amy + u) (1.3)

mit my(0) = Z;V 12j(0)pp; und a(0) := (Mo, ;).

Damit bleibt eine gewohnliche Differentialgleichung (1.3) von der Form
mN:f(mN)a f:RN%RNa

wobei my mit folgendem Element identifiziert wird:

o (t)
my (t) = S RN,
an(t)
Da f der Struktur nach stetig differenzierbar ist, existiert nach Picard-Lindelof auf dem

Intervall (0,T) C (0,T) eine lokal eindeutige Losung my € C1([0,T],C>(S!)), die ins-
besondere glatt im Ort ist.

Schritt 2: Definition eines Kandidaten n:
Unter Verwendung der Definition von my(0), Ausnutzung der Orthonormalitéit der ¢,
und [Alt06, 7.7.3] erhélt man:

N

o0
I (0)]1 72 g1y = (Mo, ;) (Mo, 1) (. 1) < Z mo, ¢)* = Imol| 22y -
j=1,l=1 j=1

Zudem folgt aus den Eigenfunktionen des Laplace, dass
N N
—AmN(O) = — Zaj(O)AQOj = Z&j(O)cpj eVy

und somit liefern partielle Integration und Cauchy-Schwarz:
IVmn (0)[|72s1) = _(AmN(O)amN(O)) = —(Amy(0), mo)

1
= (Vm(0), Vmo) < 3 [Vm(0) e, + 5 Vo2

Damit ist HmN(O)”QHl(Sl) von N unabhéngig beschrénkt.
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Daher werden in Abschnitt 1.2 Schranken der Losung my hergeleitet, die unabhéngig
von N sind. Mit diesen Schranken und den Eigenschaften der Rdume existiert nach den
Lemmata 0.3 und 0.4 ein i € L2(H?) N L>®°(H') N H'(L?), sodass fiir eine Teilfolge
und N — oo gilt:

my —m schwach in L?(H?),
my, — My schwach in L?(L?),
my =" m schwach-stern in L>°(H")

und mit Aubin-Lions, Lemma 0.7, gilt weiter
my — m stark in L2(H").

Schritt 3: m besitzt Losungseigenschaft:
Zeige unter Verwendung der Abschétzungen aus Abschnitt 1.2 und der Konvergenzen
aus Schritt 2, dass die folgenden drei Konvergenzen fir N — oo und ¢ € C*°(C*) gelten:

1. f(;f (mpy,,p) — fOT (my, @), ist wegen der schwachen Konvergenz klar.
2. [y (my x (Amy +u), ) = [§ (1 x (Arh+u), @),

da ™ x @, u x ¢ € L*(L*) und somit

T
/ (my x (Amy + ) — i x (At + 1), )
0
T T
_ /0 (my — 1) x Amy, @) +/0 (1 x (Amy — Atn), @)
T
+ [ (m i) x )
A T A A
< |lmy — m||L2(L2) HAmNHLZ(LQ) ||<P”Lo<>(L°°) _/0 (Amy — Amn), m X @)

T
+/ (my —m,u X @)
0

—0 (fiir N — o0).

3. [F(my x (my x Amy), ) = [] (1 x (1 x Amn), @),
da m x ¢ € L>°(L*>) und mit 2.
T T
/0 (my x (my x Amy), @) —/0 (1 x (1 x Arh), )
T T
— [ ((mx — ) x (my x Amy), @) +/ (T x (my x Amy — 1 x Ath), )
0 0
< |my - m||L2(L2) [y x AmN”LQ(LQ) H‘PHLoo(LOO)
T
—/ (my x Amy —m X Am,m X @)
0

—0 (fiir N — o00).
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Zudem gilt mit partieller Integration fiir ¢ € C*°(C*), ¢(T) =0 und N — oc:

T T T
| G = [ imai) = = [ (mae) = (ma(0),0(0)
T
== [ ) = (mo.(0)).

da my(0) — myg in L*(S!) (folgt aus [Alt06, 7.7]) und somit ist 772(0) = my.

Damit liefert das Fundamentallemma der Variationsrechnung, [A1t06, 2.21], die Losungs-
eigenschaft von 7in € L2(H?) N L=°(H") N H'(L?) fiir Gleichung (1.1).

Lemmata 0.8 und 0.2 liefern 1 < C(H') < C(C) und mit der Bemerkung zu Beginn
dieses Abschnittes folgt [m|? = 1 in [0,7] x S'. Analog zu Schritt 2 des Beweises von
Lemma 1.6 ergibt sich die Energiegleichung und somit ist m eine starke Losung. O

Bemerkung: (Eindeutigkeit)

Tatséchlich ist die Losung m der Differentialgleichung (1.1) sogar eindeutig. Der Beweis
verlduft analog zu [Pro01, Lemma 4.4], da der zusétzliche Term m xwu beim Aufstellen der
Fehlergleichung und anschlieender Multiplikation des Fehler wegen der Rechenregeln
des Kreuzproduktes gerade Null ergibt.

1.2 Regularitit fiir u ¢ L?(L?)

Betrachte einige formale Regularititsanalysen von (1.1) fiir eine Kontrolle w € L?(L?).

Lemma 1.6
Sei mo € H'(S') mit |mo|?> = 1in S! und w € L?(L?).
Dann gilt fiir die Losung m der Gleichung (1.1) folgende Abschétzung:

IVT 2 g2y + ¢ A2y + ml 220y < C (Jull 2 g2y - [ Vo ]2er)) -

Beweis:
Schritt 1: Aus der Energiegleichung, Lemma 1.2, folgt fir ¢ € [0, T:

1 a [t 1
3 IVm(6)| 2@ + 5/0 I x Am| 721y ds < C ull72 g2 + 3 IVm| 72y -

Schritt 2: Multipliziere (1.2a) mit my:

Integriere im Ort und erhalte mit (m;, m) = %%\mP = 0 folgende Abschatzung:
2 od 2
72|21y + 5 IVm|z2g1y = (m x Am,my) + (m x u, my)

< C(0) (Jlm > AmTaen + llullzze)) +o m g

fiir o > 0. Absorbiere fiir o klein genug, integriere iiber die Zeit und erhalte fiir ¢ € [0, T7:
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t
2 « 2
[ Imdan ds+ 5 19m(0)

(0%
< C ([lm x Am|Fagge) + llulz ) + 5 [VmolFee

Mit Schritt 1 folgt die Behauptung. O

Im néchsten Lemma wird ersichtlich, warum in dieser Arbeit ein eindimensionales Gebiet
gewahlt worden ist.

Lemma 1.7
Sei mo € H'(SY) mit |mo|?> =1 in S! und v € L?(L?).
Dann gilt fiir die Losung m der Gleichung (1.1) folgende Abschétzung:

|Am72 g2 < C (Il 2z I9m0ll g2gsr) » T) -

Beweis:
Multipliziere (1.2a) mit —Am, integriere im Ort und erhalte mit den Rechenregeln des
Kreuzproduktes bzw. Gagliardo-Nirenberg, Korollar 0.6,

1d
Sd vaH%Q(Sl) ta HAmH%Z’(Sl)

= —a(|[Vm*m, Am) — (m x u, Am)

< C(0) (IVmllgsen + llullzze ) + o | Amizze

< C(o) (HmH?ql(sl) + ml g gy + HUHi?(SI)) +0 | Am|[72q

fiir o > 0. Absorbiere fiir ¢ klein genug, integriere iiber die Zeit und erhalte mit Lemma
1.6 fur t € [0, T7:

1 a [t
) ||vm(t)”%2(gl) + Z/o ||AmH%2(§1) ds <C (HuHL2(L2) ) ||vm0HL2(Sl) ,T> :

Bemerkung: (2-dimensionales Gebiet)
Der obige Beweis bereitet fiir ein 2-dimensionales Szenario Probleme, da die Gagliardo-
Nirenberg-Abschitzung, Lemma 0.5, dort fiir Q C R? wie folgt lautet:

1 1
19l < C IV 0 IVM 2 g

und damit ||Am||%2(gl) nicht absorbiert werden kann, da die Hochzahl bereits zwei ist.
Eine weitere Moglichkeit wére, mit kleinen Anfangsdaten mg und kleinen Kréiften w

zu arbeiten, vgl. [GH93]. Im Zuge einer Optimierung wiirden damit nur kleine externe
Krifte u zugelassen werden und damit wire eine Optimierung unnétig.
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1.3 Bessere Regularitat fiir uw € L>(H")

In diesem Abschnitt sollen formale Regularitétsanalysen von (1.1) mit besserer Regula-
ritit der Kontrolle, w € L?(H'), durchgefiihrt werden.

Lemma 1.8
Sei mg € H?(S) mit [mg|?> =1 in S' und w € L2(H?).
Dann gilt fiir die Losung m der Gleichung (1.1) folgende Abschétzung:

HAmH%oo(Lz) + ”mH%2(H3) VMl 22y < C <||u”L2(H1) s [meol| g2 sy ,T) :

Beweis:
Leite (1.2a) formal im Ort ab und setze A = Vm:

A; — aAA =2a(VA,Vm)m + a|Vm|* A (1.4)
+AXxAm+mx AA+ A X u+m x Vu. '

Schritt 1: Multipliziere (1.4) mit —AA:
Integriere im Ort und erhalte mit den Rechenregeln fir das Kreuzprodukt

1d
5% ||VA||§;2(SI) + « ||AA||%2(S1)
=20 ((VA, Vm)m, ~AA) + o ([Vm[2A, ~AA) + (A x Am, ~AA)
+ (A xu,—AA)+ (m x Vu,—AA)

=:2aly +aly + I3+ 14 + I5.

Schiitze die Terme einzeln ab, verwende die Einbettung H'(S') < L°°(S!) und Gagliardo-
Nirenberg, Korollar 0.6:

I < [[VA| 21y [V oo sy Imll poo g1y [AA] p2s1)
< C(0) |mlze IVAll72g1) + o [[AAl72s1y
I < ||Vm| Za) 1Al poo sy 1AA| g2 sy
< C(o) vaHHl(Sl) ”vaiQ(Sl) ||AH2L2(S1) +C(o) vaHHl(Sl) va||?i2(s1) ||VA||3:2(S1)
+ 0 | AAT g
Is < [|A| poo sty [[AM| g2 (51 [[AA] 2 g1
< C(0) |Am| T2 1Al 7251y + C(0) [Am[7261) [ VAl[721) + 0 [AAl 7251y 5
Iy < (| A poo sty [l g2 sty [A A g2 sty
< C(0) [ullzz@ Al Z2 1) + C0) lwllZ2) IV AlZ2@y + 0 1AA]F2g1y
Is < C(0) |Vl 721 + 0 |[AAlz2s1y »

fiir o > 0. Absorbiere fiir ¢ klein genug und mit

8= Clmlbz) + CIVmlm @) [Vmlize) + C lullzg)
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v = CIVm| gy [Vmlz2en Al 21y + C lAM|7261 Al 721
+C lulzaey Al 2@ + C Va2

ergibt sich folgende Abschéatzung:

1d

ST IVA||Z261) + @ |AAN 251y < BIVAlT2(61) +7-

Das Lemma von Gronwall liefert mit den Lemmata 1.6 und 1.7 und den Voraussetzungen
2 2
VA7 p2) + [|AA] 22y < C (HUHL2(H1) lmoll g2 sy ,T) :

Schritt 2: Multipliziere (1.4) mit Ay:
Integriere im Ort und erhalte

2 ad 2
1Al g0) + 5 5 VAL

=20((VA, Vm)m, A;) + o |[Vm|?A, A;) + (A x Am, Ay)
—+ (m X AA,At) + (A X u, At) —+ (m X V’U;,At)
=: 2(1]1+Oé[2—|—[3—|—...+[6.

Schétze bis auf I, alle Terme analog zu Schritt 1 ab, verarbeite Iy wie folgt:
2 2
I4 < C(0) [AAL2 (1) + o [|Adllz2ry

fiir o > 0. Wéhle o geniigend klein, integriere in der Zeit und erhalte mit den Lemmata
1.6, 1.7 und Schritt 1 die Behauptung. O

Zusammengefasst ergibt sich folgende Regularitét fiir die Losung der LLG:

Korollar 1.9
Sei mg € H?(SY) mit [mg|?> =1 in S' und w € L2(HY).
Dann besitzt die Losung m der Gleichung (1.1) die Regularitéit

m e L*(H* N L>®(H*) N H'(H") — C(H?).

Beweis:
Die Regularitét folgt nach einer glatten Galerkin-Approximation, vgl. Beweis von Pro-
position 1.5, direkt aus den Lemmata 1.6 bis 1.8 und die Einbettung aus Lemma 0.8. g

Bemerkung: (Notwendigkeit der hoheren Regularitat)

Insbesondere die L>°(H?) N H'(H')-Regularitit des Zustandes m, die garantiert ist
sobald die Kontrolle w € L?(H") gewihlt wird, wird in den néchsten Abschnitten die
Abschéatzungen erleichtern und helfen Stabilitédt fiir die semidiskrete LLG herzuleiten,
vgl. Theorem 3.2.






2 Optimierung, Analysis

In diesem Kapitel wird fiir einen vorgegebenen Wunschzustand m und Anfangszustand
myg des Ferromagneten das folgende kontinuierliche Optimierungsproblem untersucht:

Definiere dazu die Rdume
M =I*(H*) N H(L?) — C(H") — L>®(L*) und U := L*(H")

sowie das Funktional

1 N A
F:MxU—=R, F(IM,U):= 3 |[m — mH%2(L2) t3 ”uH%Q(Hl) :

Damit lautet das kontinuierliche Optimierungsproblem:

Problem 2.1
Seien m : [0,7T] x St — R? € C®(C®), my € H*(S') mit |mg|> = 1in S! und A > 0
gegeben.

Finde m* : [0,7] x S' = R3 € M und u* : [0,T] x S! — R3 € U, sodass

(m*,u*) = argmin F(m,u) ud.N. (1.1).
meM ucU

Der erste Abschnitt in diesem Kapitel wird die Existenz eines Minimums von Problem
2.1 mit Hilfe einer Minimalfolgenkonstruktion beweisen und deutlich machen, dass die
Existenz einer starken Losung der LLG notwendig ist, um zu zeigen, dass das konstruierte
Minimum die Nebenbedingung erfiillt; siche den Beweis von Proposition 2.3.

Im zweiten Abschnitt werden die notwendigen Optimalitdtsbedingungen eines Minimums
(2.13) tiber den Lagrange-Multiplikatoren-Satz rigoros hergeleitet. Beim Nachweis der
Existenz der Lagrange-Multiplikatoren kénnte sich - wie in der Einleitung bereits be-
schrieben - der Langenerhalt der Losung m im Prézisionsterm m x Am destabilisierend
auf den linearisierten Differentialoperator auswirken. Daher wird die Voraussetzung des
Lagrange-Multiplikatoren-Satzes, dass Minima an reguliaren Werten angenommen wer-
den, in Lemma 2.7 mit einer Galerkin-Approximation bewiesen.

Anschliefend werden im dritten Abschnitt hohere Regularitaten der Adjungierten aus
der Adjungiertengleichung (2.13c) unter Beriicksichtigung der Regularitéten des Zustan-
des formal hergeleitet, vgl. Lemma 2.8.

Im letzten Abschnitt werden bessere Regularititen der optimalen Kontrolle aus der Op-
timalitdtsbedingung (2.13b) und den Regularitidten der Adjungierten bzw. des Zustandes
geschlossen, vgl. Proposition 2.9.

27
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2.1 Existenz eines Minimums

Bevor die Existenz einer Losung von Problem 2.1 bewiesen wird, sollen zwei Eigenschaf-
ten des Funktionals F' aufgelistet werden.

Lemma 2.2
Fiir das Funktional F': M x U — R gilt:

1. F' ist schwach unterhalbstetig auf M x U,

2. F ist stetig Fréchet-differenzierbar mit Ableitung
T T
(F'(m, w), (6m, du)) — / (m — 7, 6m) ds + A / (w, 6u) + (Vu, Vo) ds.
0 0

Beweis:
Fiir 1. siehe [Tr609, Satz 2.12] und fir 2. siehe [Tr609, Abschnitt 2.6]. 0

Zeige nun die Existenz einer Losung von Problem 2.1.

Proposition 2.3
Es existiert mindestens eine Losung (m*, u*) € M x U des Problems 2.1.

Beweis:

Schritt 1: Konstruktion einer Minimalfolge:

Da F(m,u) > 0 und nach Proposition 1.5 die Losungsmenge der Nebenbedingung nicht
leer ist, existiert ein Infimum F™* mit

0< F* = inf F(m,u) ud.N.(1.1).
(mu)eM xU

Daher ist es moglich, eine minimierende Folge (my, ;) mit F(my, u;) — F* zu wéhlen.

Schritt 2: Konstruktion eines Kanditaten (m*, u*):
Da F offenbar auf L?(L?) x L*(H") koerziv ist, ist

lmmall 22y 5 1wl o gy < ©

und damit sind die Kontrollen unabhéngig von [ beschriankt. Gehe weiter analog wie im
Beweis von Proposition 1.5 vor und erhalte ein m* € L?(H?) N L*(H') N H'(L?) und
ein u* € L2(H"') sowie Teilfolgen, sodass fiir [ — oo gilt:

u — u* schwach in L?(H"),
m; — m” schwach in L?(H?),
my, — my schwach in L?(L?),
m; =" m” schwach-stern in L°°(H™)
m; — m” stark in L2(H").

Schritt 3: (m*, u*) ist zuléssig:
Zeige analog wie im Beweis von Proposition 1.5, dass (m*, u*) die Nebenbedingung (1.1)
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erfiillt, verarbeite dabei den Term mit der Kontrolle jedoch fiir ¢ € C*°(C*) und | — oo
unter Verwendung der Schranken und Konvergenzen wie folgt:

T T
| tmoscue) = [t xut )
T T
= [ =) xwg) + [ x =)0
* T * *
< g =m0z Nl ey Nlm oy = [ (= w7, x )

— 0.

Da m;(0) = my fiir alle [ folgt mit demselben Argument wie im Beweis von Proposition
1.5, dass m*(0) = my. Somit erfiillt (m*,u*) € M x U die Nebenbedingung.

Schritt 4: (m*, u*) ist Minimum:
Da F' nach Lemma 2.2 schwach unterhalbstetig ist, gilt:

F*= inf F(m,u) < F(m*,u*) < lim F(m;u)=F".
meM ucU l—o0
u.d.N (1.1)
Also F(m*,u*) = F* und damit ist die Existenz eines Minimums bewiesen. o

Bemerkung: (Starke Losung der LLG)

In Schritt 3 des vorangehenden Beweises muss gezeigt werden, dass das konstruierte
(m*,u*) die Nebenbedingung (1.1) erfiillt. Dabei ist dies nur moglich, wenn die Mini-
malfolge der Zustéinde eine uniforme Schranke in L?(H?) besitzt, da entweder Schranken
in L?(H?) und starke Konvergenz einer Teilfolge in L?(L?) oder nach einer partiellen
Integration starke Konvergenz einer Teilfolge in L?(H1') benétigt werden. Dies bedeutet
gerade, dass die Losungen der LLG stark sein miissen.

Bemerkung: (Eindeutigkeit Minimum)

Uber die Eindeutigkeit des Minimums wird in Proposition 2.3 keine Aussage gemacht.
Tatséchlich kann dies, da die Nebenbedingung nichtlinear ist, nicht ohne Weiteres si-
chergestellt werden.

2.2 Optimalitatssystem

An dieser Stelle wird das kontinuierliche Optimierungsproblem 2.1 umformuliert, um
den Lagrange-Multiplikatoren-Satz, Lemma 0.9, anwenden zu kénnen.

Definiere und wiederhole dafiir folgende Réume:

Z, = L*(L?), Z,:=HYSY,
M = L*(H*) N HY(L?) — C(H") — L>(L*), U = L*(H")



30 KAPITEL 2 OPTIMIERUNG, ANALYSIS

sowie folgende zwei Abbildungen:

e: M xU — Zi, e(m,u) == m; — aAm — o|Vm|*m —m x (Am +u),
a: M xU — Zy, a(m,u) := m(0) — my.

Damit ergibt sich folgendes zu Problem 2.1 dquivalente Problem:

Problem 2.4
Seien m : [0,T] x St — R? € C®(C*), my € H*(S') mit |mg|> = 1in S' und A > 0
gegeben.

Minimiere F' u.d.N.

H:MxU — Z, xZy, Hm,u) := <a

2
3
£
_—
Il
=)

2.2.1 Voraussetzungen des Lagrange-Multiplikatoren-Satzes

Priife die Voraussetzungen des Lagrange-Multiplikatoren-Satzes:
o [': M x U — R ist stetig Fréchet-differenzierbar, siehe Lemma 2.2,
e H: M xU — Z, X Zy ist stetig Fréchet-differenzierbar, siche Lemmata 2.5, 2.6,

e Losungen von Problem 2.4 sind reguldre Punkte von H, siche Lemma 2.7.

Die nachfolgenden zwei Lemmata beweisen die stetige Fréchet-Differenzierbarkeit der
Nebenbedingung H komponentenweise.

Lemma 2.5
Die Abbildung e : M x U — Z1 ist stetig Fréchet-differenzierbar mit Ableitung

(€ (m,u), (dm, du)) = dm; — aAdm — a|Vm|*dm — 2a(Vm, Vém)m

—dm X Am —m x Adm — dm X u — m X du.

Beweis:
Schritt 1: e ist Gateaux-differenzierbar:
Berechne die Richtungsableitungen in Richtung dm und du:

(em(m,u),dm) = e(m + edm,u)

% e=0
= dmy — aAdm — o|Vm|?dm — 2a(Vm, Vém)m — dm x Am

—m x Adm — dm X u,

und

(ey(m,u),0u) = —

T e(m,u + edu) = —m X du.

e=0




KAPITEL 2.2 OPTIMALITATSSYSTEM 31

Erhalte somit als méglichen Kandidaten

(€/(m,u), (dm,du)) = (e, (m,u), dm) + (e,(m,u), Su).
Da dieser Kandidat offenbar linear in der Richtung ist und sich fiir (m, u) fest beschran-
ken ldsst, siehe unten, ist er die Gateaux-Ableitung.

Fiir den Nachweis der Beschrinktheit verwende, dass M C L>®(L>) N L=(H"'):

[{em(m, u), dm)| 4,
< H‘SthLQ(L?) ta HA(smHLQ(LQ) +a ||VmHL°o(L2) ||Vm”L2(L°°) H‘SmHLC’C(L‘”)
+ 20 [Vl oo p2) [[VOR| Lo ooy 72| oo ooy + 10| poo ooy |ATR[ 2 g2y
+ 1| oo (pooy 1AGM| L2 g2y + [|0M7| oo ooy lull 22 (22

< C(m,u) [|6m| p,
bzw.
lewm.u). 8ully, < lmll gy 82 2 g2 < Clmau) [ully

Schritt 2: e ist stetig Fréchet-differenzierbar:

Nach [Ruz04, Satz 2.5] folgt aus stetig Gateaux-differenzierbar bereits stetig Fréchet-
differenzierbar; die Stetigkeit von (€’(m,u), (dm,du)) bzgl. (m,u) ergibt sich aus der
Stetigkeit der einzelnen Operationen. O

Lemma 2.6
Die Abbildung a : M x U — Z5 ist stetig Fréchet-differenzierbar mit Ableitung

(@' (m,u), (dm, du)) = dm(0).

Beweis:
Schritt 1: a ist Gateaux-differenzierbar:
Berechne die Richtungsableitungen in Richtung dm und du:

(am(m,u),om) = %

a(m + dm,u) = dm(0)
e=0

und
d

(ay(m,u),du) = %

a(m,u + edu) = 0.
e=0

Habe somit als moglichen Kanditaten
(@ (m, w), (m, 6u)) = (@m(m,u), 5m) + (@ (m, u), du) = dm(0).

Da dieser Kandidat offenbar linear in der Richtung ist und sich fiir (m, u) fest beschran-
ken lésst, siehe unten, ist er die Gateaux-Ableitung.

Die Beschriinktheit ergibt sich aus M C L®(H?"):

[{a’(m, u), (dm, u))| 5, = [|0m(0)ll 151y < 19m| poo gty < [8m 5y -
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Schritt 2: a ist stetig Fréchet-differenzierbar:

Nach [Ruz04, Satz 2.5] folgt aus stetig Gateaux-differenzierbar bereits stetig Fréchet-
differenzierbar und die Stetigkeit von (a’(m,u), (dm,du)) bzgl. (m,u) ergibt sich kla-
rerweise. 0

Zeige schlieBlich, dass Minima an reguldaren Punkten angenommen werden.

Lemma 2.7
Sei (m*, u*) eine Losung von Problem 2.4.
Dann ist (m*, u*) ein regulidrer Punkt der Nebenbedingung H.

Beweis:
Es ist zu zeigen, dass

(v,w) > (H'(m",u"), (v,w)) : M x U = Zy x Zy (= L*(L?) x H'(S"))

surjektiv ist. Insbesondere erfiillen dabei (m*, u*) die LLG und sind damit nach Korollar
1.9 in den folgenden besseren Rdumen:

m* € L°(H*)NHY(H') — C(H?) und u* € L*(H").

Sei nun (fy, fo) € L2(L?) x H'(S') gegeben. Gesucht ist ein (v, w) € M x U mit

Setze w = 0 und zeige, dass ein v € M existiert mit
* *
H'(m* u*), (v,0)) = (em(m’, u’),0)) _ (f1 :
(H (" "), (v,0)) ( 0] A
Es bleibt zu zeigen: Es existiert ein v € M, welches folgende lineare Differentialgleichung,

die bereits in Lemma 2.5 hergeleitet wurde, erfiillt:

(em(m*,u*),v) = v, — aAv — a|Vm**v — 20(Vm*, Vo)m*
(2.1)
—vXAm* —m" x Av—v xu*=f;

mit v(0) = f5 und damit wire H'(m*,u*) : M x U — Z1 X Z surjektiv.

Schritt 1: Semidiskretisierung mit semi-implizitem Euler:
Punktauswertungen bei m* sind méglich, da m* € C(H?); verwende fiir u und f; die
L?(Sh)-Projektion auf den in der Zeit endlich-dimensionalen Unterraum

Py = {py, € LX(L?)| Pyl sn) € Pol(tistisa], LA(SY) ) mit & > 0.
Sei z € L?(L?). Dann ist die Projektion Pyz € P}, definiert durch:

T
/ (Pez — z,p,) =0 fiir alle p;, € Py. (2.2)
0
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Die Existenz der Projektion folgt aus Lax-Milgram, [Alt06, Satz 4.2], und mit der Wahl
von Pyz € Py, bzw. Pyz — p;, € Py in (2.2) sowie Cauchy-Schwarz erhélt man folgende
Figenschaften: Zum einen die Beschranktheit der Projektion, da

T T
HPkZHi?(LQ) :/0 ||PI<:ZH2L?(51) :/0 (2, Ppz) < ||Z||L2(L2) HPkZ||L2(L2)
und somit
1Pzl o2y < 12l oz (2.3)

zum anderen die starke Konvergenz in L?(L?), da

T T
0= [ (Pz-zPetz—p) = |Pz—zlfgn+ [ (Pz-zz-py).
also
| Prz — Z||L2(L2) <lz— PkHL2(L2) )

und wegen der beliebigen Wahl von p, € P} und der Dichtheit von |J Py in L?(L?),
k>0
vgl. Anhang, erhilt man

Pz — z in L*(L?). (2.4)

Verwende folgende semi-implizite Formulierung der Ableitung:

div’ T — aAvI T — | VI Pl — 20(Vmd | Vol ymd T

— It Amd Tl — It Apd Tl — it ¢ i = f31+

mit m/ = m* (¢;), v/ = Pyu*(t;) und fj1 = Py fi(t;) fir j =0,...,J.

Schwach formuliert ergibt sich:
Gesucht ist v/ 71 € H'(S'), sodass fiir alle ¢ € H'(S!) gilt:

a (vt o) =1(p), (2.5)
wobei mit Hilfe der Rechenregeln des Kreuzproduktes
a (vj+1,cp) = % ('ujH, cp) +a (ij+1,V<p> -« (|ij|2'vj+1,cp) - ('vj‘"1 X Amj+1,cp)
— (ijﬂ X 4,0,ij+1) — (ij X Vgo,V’ujH) — (ij X qu,(p) ,
l(p):= <f]1‘+1 + %vj + 2a(Vm/, Vol ym/ T, Lp)
und mit Startiterierten v¥ ;= f,.

Schritt 2: Existenz von v/*! ¢ H'(S!) mit Lax-Milgram:
Die Existenz ergibt sich iterativ mit Lax-Milgram, priife dafiir folgende Voraussetzungen:

1. a(v, ) ist stetige Bilinearform auf H'(S') x H*(S!),
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a(e, ) > C el g fiir alle o € H'(S')  (H'(S')-Koerzivitit),
3. I(¢) ist stetige Linearform auf H'(S').

Die Linearitét von [(.) bzw. die Bilinearitdt von a(.,.) ist klar und mit der Einbettung
H'(SY) < L*>(S!), Lemma 0.2, erhilt man aus

ooy Wl + 3 [

i

i)l < || #]

+ 2« HVmJ

O e

|

< Ck) lell g sy

L2(SY) Loo(SY)

bzw.

1
a(¥, @)l < T 1Pl L2y el 2y + a Vbl g2y Vel p2eny

+1
+a|vm ngl 1%l 2y el aen) + 1112y [Ami* \LQ o el
+ Hv -7+1HLOO Sl ”(IDHLQ Sl) Hvd)HL2 Sl + "m3+1"Lm Sl ||V‘10HL2(81) HV'(PHL2(S1)
J+1
+ 1%l 2 ‘ ‘LQ(Sl) Il poe (st

CE) 1Pl sy el sy
die Stetigkeit. Die H!(S')-Koerzivitit ergibt sich fiir k& geniigend klein aus
1 : 4
alp, p) = - HSDHZL? sy Vel e — (IVm]Pso, 90) - (ij“ X @, V@)

A A AT

v

k
> Ol ey

L (St)

wobei k unabhingig von dem Iterationsschritt ist, da m* € L°(H?).

Schritt 3: Konstruktion von Fortsetzungen der Iterierten:

. . . N
Konstruiere aus den Iterierten {v’ };‘Izo’ {m/ };.]:0, {w? };.]:0 und { fjl} . die Zeitinter-
j:

polation V und die konstanten Fortsetzungen YV, V=, M~, M™T UT und F™.

Schritt 4: Herleitung von der Zeitschrittweite unabhéngiger Schranken:
Gleichung (2.5) lautet mit den in Schritt 3 definierten Funktionen fur ¢ € (0,7:

(iwo,@ +a (VD). ve)

= (F*®),¢) + a (IVM-(OPVH (), ¢) + 20 ((VM™ (1), YV () M (1), ¢)
+ (V) x AMT (1), ) + (VM (1) x 0, YV (1)) (2.6)
+ (M) x Vo, TVH(@)) + (V1) x Ut (1), ).
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Abschitzung 1: Testen von (2.6) mit VT (t) ergibt mit
(Gyvovio) -z (v+< )=V (0.4 0)
dt k ’

=5 (Ve

und den Rechenregeln fiir das Kreuzprodukt folgende Ungleichung:

% <HV+( ) L2(S1) L2(sh)
< (FHe), VD) +a (VM- OPYT ), V(1))
+2a (VM7 (1), VY~ ()M (1), V() + (VME (1) x V1), VVH(1) )
=: 1 + aly + 2ad3 + I4.

~ V= @)z + [ Ve -V

2
L%(SY) L%(Sh)

V- @z ) +alvVrl,

Schatze die Terme einzeln ab:

<570

# o

L3(sY) L2(S1)
_ 2
12 § HVM (t)HLoo(Sl) V+(t) LQ(Sl),
2 _ 2
I; < C(0) [VM™ (1) oo ) M+(t)HLN o ’v+ (Sl) +a VY012 »
2
I < Clo HVM+ HLOO (S1) V+(t) L%(St) to va+ L2(S1)

fiir o > 0. Absorbiere fiir o klein genug, integriere von 0 bis ¢; und erhalte mit

1 2
Bt) = 5+ C VM () oery + C VM (O (en) [ MO o,
HO[eMI O
und
l
k:;uvv . <k:ZHVV+ LQ(Sl +1<;Hv e (2.7)
sowie der stiickweisen Konstantheit aller Funktionen folgende Ungleichung:
2 Hv+ t) L2(Sh) Z HVVJr L2(S1)
R o|? : + |
= 2;“'7: (ts) L?(Sl)+§Hv L2(s") §va L2(81)+ka:1/6(tj)uv ]| ey

Da m* € L™(H?) lasst sich der Term kfS(t;) HVJF(tZ)HiQ(Sl) fiir k klein genug absorbie-
ren. Weiter gilt nach der Ungleichung (2.3) fiir f, € L?(L?)

[ 17

T
ds < /0 111721 ds < C

L%(s?)
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und somit ergibt mit m* € L>°(H?) und v° € H*(S!) das diskrete Gronwall-Lemma

max HV+
0<j<J

e
L2(SY)

Da aber VT (t) = VT (t;) fiir ein bestimmtes 0 < j < J, ergibt sich

Ll P

(2.8)

<
L>(L?)’ L2(L?) — c.

Abschitzung 2: Formales Testen von (2.6) mit —AV™(¢) ergibt mit den Rechenregeln
des Kreuzproduktes

— VY= ()32 S1)> +allavtQ)

<va+ L2(SY) Lz(Sl)

< (FH®),-avH©) + o (VM- 0PV R), -AVH()
+20 (VM (1), VYV~ ()M (), —AVH(1)) + (VH(1) x AMT (1), —AVH (1))
+ (V) x Ut (1), —av()

=01 +aly+2al3 + Iy + Is.

Schiitze die Terme einzeln ab und verwende H'(S!) < L*(S'), Lemma 0.2:

h<Clo H]:+ L2 Sl) i HAV+ L2(s1)
I < [[VM(t ||L4 (s HLOO(Sl) AV (1) L2(s)
HVM’ |\‘,§4(81) vVt () ;(81)4—6'(0) VM@ 361 [V 0 ;@1)
to HAV+ LQ(SI) ,
Iy < C(0) VM ()3 [MFO g, IVV O+ [AV 0Ly,
L=< HV+ HLOO (1) M+(t) L2(SY) AV*(t) L2(SY)
HAM+ ) L3(sY) VV+() L2(Sl) ‘AMJF ) L3(sY) v+(t) 2L2(Sl)
+aHAv+ LQ(SI)
I < HV+ L2(S! ) HLOO Sl) AV (D) L2(S1)
HV* LQ(Sl) U+() + H AVT() L2(Sl)’

fiir ¢ > 0. Absorbiere fiir o klein genug, integriere von 0 bis ¢; und erhalte mit

Bt) = C[TMOlgser, + C[TMIO| L IMEO ey + C [ ArMT o)

Lo (st

+C VM) e [VEO)

L2st)’
2

V() =C H'F+ L2(SY)

L2(Sl
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2
H(sY)’

2

+0fJarmtr ] L

wol

+CHV+ ‘

L%(st) ‘er(t)’ L%(st)

wobei bei I3 eine Indexverschiebung beachtet werden muss, und mit (2.7) folgende Ab-

schatzung:
2 a [t
e 2 /0

< /OTW ds + (k:C (mo,ml) ) HVU

Mit m* € L>°(L?), Ungleichung (2.3) und den Resultaten aus Abschitzung 1 ergibt sich

ds

% va+(tl)‘ L2(Sl)

ds.
L2(s?)

+/ Bvaﬂ

L%(SY)

s <O (2.9)

vaJrHLoo(LQ)’ Aer’

Abschiatzung 3: Testen von (2.6) mit %V(t) und die Regeln des Kreuzproduktes er-
geben

PN R —
(i o) (s o)
20 (VM (0, 9V )M (0, 590 ) + (V) < AMT(0, 50
+ (M0 x V0.8V @) + (V0 <t @), Vo)

= h+al+2al3+ 14+ ...+ I

Schétze die einzelnen Terme analog zu Abschitzung 2 ab, ersetze dort AV(t) durch
%V(t). Der Term Iy tritt dort nicht auf, kann aber wie folgt verarbeitet werden:

Is < C(o HM+ H HV (1)

2V

L (S1) L(sh) L2(s)

fiir ¢ > 0. Analog zu Abschitzung 1, 2 und mit deren Resultaten folgt:

d

=V <. (2.10)

fov]

L>(L?)’

Zusammenfassend ergeben (2.8) bis (2.10):

vl

e ety IV gy IV oy IVl ey < ©

wobei C' unabhéngig von der Zeitschrittweite & ist.

L2(H?)’
und

<C,
LQ(L2
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Schritt 5: Ubergang zum schwachen Grenzwert:
Nach Schritt 4 und Lemmata 0.4, 0.3 und 0.15 existiert ein v mit
ve L*(H*) n HY(L?) = M,

sodass fiir geeignete Teilfolgen von V1, V™ und V mit k& — 0 gilt:

V- schwach in H'(L?),
V= schwach in L*(H?),
) ) schwach in L*(H"),

) AN VR schwach-stern in L°(H").

Schritt 6: v 16st die lineare Differentialgleichung (2.1):
Da m* € H'(H') N C(H") gilt nach Lemma 0.16, dass M, M~ — m* in L>(H").

Zeige, dass mit den Abschitzungen und Konvergenzen aus den vorgehenden Schritten
fir k — 0 fur alle ¢ € C*(C™) gilt:

1. fOT (%V — %v,cp) — 0,
2. [, (VVT =Vuv,Vep) =0,
VM2V — [Vm*?v, ) — 0,

VM~ VYV IMT — (Vm*, Vo)m, ) — 0,

MT x AVT —m* x Av, ) — 0,

7.

Jo (
Jo (
Jo (
5. OT( X AMT —v x Am* ) — 0,
Jo (
Jo
OT(V xUT —v xu*p) =0,
o (

8. Fr—fi,¢)—>0

1. und 2. sind wegen der schwachen Konvergenz klar. Weiter folgt aus der starken Kon-
vergenz der Projektion, siehe (2.4), dass 8. gilt.

Zu 3.:
T
/ (WM*FW ~ [Vm* o)
/ - VM VMOV ) + /OT ((Vm*, T M~ — Vm")V*, o)

[ (vm v - o). ¢)

<[ VM™ = Vm” HL2(L2) ||VM—||L°O(L°°) "V+‘

peca 1)

H[[VMT =V ) (VM| oo g0y H‘ﬁ‘

4 /OT (V¥ v, [vmPe)
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— 0 (fir £ — 0),
da |[Vm*|>p € L?(L?).
Zu 4.: Verwende fur den 3. Summanden die Grafimann-Identitét
T
/ ((VM_,VV_>M+ — <Vm*,V'v>m*,go>
0
T

T
[ (Mot —m)p) + [ (VM - Tt TV m )

T
+/ (Vm*, VYV~ —Vou)m™, ¢)
0

< VM| oo (o) IV V7 [ 22y | M = m

12(12) H<P||Loo(L°°)
+ HVM* - vm*HLQ(LQ) HVV7HL2(L2) Hm*HLOO(L‘X’) H‘PHLOO(L”)
+ /OT (VV™ — Vo,m* x (Vm* x ¢)) + /OT (VY™ = Vo, (Vm*, m"*)y)
—0 (fir £ — 0),
da m* x (Vm* x ¢) und (Vm* m*)p € L*(L?).

Zu 5.: Verwende beim 1. Summanden partielle Integration:

T
VE X AMT —v x Am* o
i ( )

—/ (VF x (AM* — Am) +/OT((V+ ) x Am, )

T
_ / (vv+ x (VM™T — ,cp / VX (VM — Vm*),ch)
0
—1—/ T —v)x Am* ,cp)
+ -
_va o | VM= ImE | el e
+ +
+ vt o [TME - vy IVl (z)

+/ V+—'U,Am*><cp)
0
—0 (fir £ — 0),
da Am* x ¢ € L*(L?).
Zu 6.:

T
MT X AVT —m* x Av,
i )

_ /OT (M =m*) x AV @) + /OT (m* x (AV* - Av), )

T
<Mt oy Il iz + [ (AV* = Av,m* x )

L2(L?)
—0 (fiir £ — 0),

L2(L?)
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da m* x ¢ € L*(L?).
Zu .
T
/0 (V+XU+—vXu*,cp)
:/OT (V+ X (U+—u*),cp)+/0T ((V+—v) xu*,go)

= HVJF‘ L2(L?)

-0 (fir £ — 0),

’U+ —u*

L .
L2(12) H90|’L°°(L°°)+/() (V —vu X@)

da U™ nach (2.4) stark konvergiert und u x ¢ € L?(L?).
Zudem gilt mit partieller Integration fiir ¢ € C*°(C*), ¢(T') = 0 und k — 0:
T T T T
| o) [T 0ne) == [ Vo) = (12000) = = [ (.00 = (£2.0(0)
und somit ist v(0) = f,.

Mit dem Fundamentallemma der Variationsrechnung, [Alt06, Satz 2.21], existiert somit
ein (v,w) := (v,0) € M x U, welches die Gleichung (2.1) erfiillt. 0

2.2.2 Aufstellen des Optimalitatssystems

Nach dem Lagrange-Multiplikatoren-Satz, Lemma 0.9, existiert ein z = (21, z2) € Z7 X
Z5, sodass die Lagrange-Funktion

L(m,u) := F(m,u)+ zH(m,u)
stationdr am Minimum (m*, v*) wird, d.h.

L'(m*, u*) = F'(m*,u*) + zH' (m*, u*)

= F'(m*, u*) + z1€/(m*, u*) + z2d/(m*,u*) = 0.
Insbesondere gilt fiir die Richtungsableitungen

(L (m™,u™),0m) =0, (2.11)
(Ly(m*,u"),du) = 0. (2.12)

Ausgerechnet lauten (2.11) und (2.12) unter Verwendung der Lemmata 2.2, 2.5, 2.6

(Lyp(m™, u™), dm)
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= (Fp(m*,u"),0m) + (z1, (en(m™,u”),dm)) + (22, (ap(m*,u"),dm))

T T T
= / (m* —m,dm)ds + / (z1,0my) ds — a/ (z1,Adm)ds
0 0 0

T T
- a/ (zl, |Vm*|26m) ds — 2a/ (21, (Vm*, Védm)m™) ds
0 0

T T
—/ (z1,m* x Adm)ds — / (z1,0m x Am™)ds
0 0

T
_/o (z1,0m x u*)ds + (z2,0m(0))

=0 fir alle dm e M

bzw.

(Ly(m™,u"), Ju)

u”), du) + (21, (ey(u*,m"), du)) + (22, (ay(u*,m"), du))
T

—/\/ u*, ou) + (Vu* Vdu)ds—/ (z1,m* x du)ds
0

=0 fir alle du € U.

Damit ergibt sich fiir eine Losung (m*, u*) von Problem 2.1 folgendes notwendiges Op-
timalitatssystem:

0=m; +am” x (m" x Am*) —m* x (Am* + u"), (2.13a)
0=)X\u"— MAu" — z; x m”", (2.13Db)
0= —(z1,,6m) — a(z1, Adm) — (m — m*, dm) — oz, |[Vm*[>dm)

—2a(z1, (Vm*, Védm)m™) — (z1,m" x Adm) — (z1,dm x Am™) (2.13c)
— (z1,0m x u*) fir alle dm € M

mit den Anfangs- bzw. Endwerten m*(0) = mg und z;(7) =0 .

Dabei entspricht die Zustandgleichung (2.13a) mit Anfangswert natiirlich der LLG, (1.1),
und die Optimalitatsbedingung (2.13b) ergibt sich aus einer starken Formulierung von
(2.12). Die Adjungiertengleichung (2.13c) mit Endwert erhdlt man analog zu [Gun03,
Abschnitt 2.6] nach einer partiellen Integration des Termes f(;[ (z1,0my) ds in der Zeit
und geeigneten Wahlen der dm € C*°(C*°) C M aus (2.11).

Bemerkung: (Lagrange-Multiplikator z3)
Aus (2.11) erhélt man zudem durch die partielle Integration des Termes f(;f (z1,0m,)ds
in der Zeit und geeigneten Wahlen der dm € C*°(C*°) C M, dass

21(0) = Z9

und somit kann z9 durch den Lagrange-Multiplikator z; bestimmt werden, vgl. [Gun03,
Abschnitt 2.6]. Da dieser Lagrange-Multiplikator im Folgenden keine Rolle spielt, wird
er nicht mehr erwédhnt.

An dieser Stelle soll in einer kurzen Bemerkung auf die geometrischen Aspekte der
Optimalitdtsbedingung (2.13b) eingegangen werden:
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Bemerkung: (Orthogonalitat)
Aus der Optimalitatsbedingung (2.13b) folgt fiir die optimale Kontrolle w*, dass

u* — Au* Lz, u*—Au* L m*.
Schreibt man dagegen im Funktional des Grundmodells statt A [|u%. (g den Term

M [lwlFa gz + Ao [Vl 72 g2y

so erhdlt man analog alle bisher bendtigten Schranken an die Kontrolle w und fiir eine
entsprechend kleine Wahl von Ay erhielte man annédhernd

u* Lz, u*Lm"

2.3 Regularitit der Adjungierten z;

Aus dem Lagrange-Multiplikatoren-Satz erhélt man die Adjungierte z; € Z% = L?(L?),
jedoch lassen sich aus der Adjungiertengleichung (2.13c) und z1(7") = 0 héhere Regula-
ritdten herleiten.

Lemma 2.8

Sei (m*, u*) eine Losung von Problem 2.1.

Dann besitzt die Losung z; der Adjungiertengleichung (2.13c¢) mit z;(7") = 0 folgende
Regularitét:

z1 € X(H)NL®(HY)Y N HY(L?) < C(H') — L>®(L™).

Beweis:
Da (m*,u*) eine Losung von Problem 2.1 ist, erfiillt das Tupel insbesondere die LLG,
(1.1), und damit gelten nach Korollar 1.9 die Regularitéten

m* ¢ *(H*)NL®(H*)NnH'(H"), u* ¢ L*(H").

Schritt 1: Teste (2.13c) formal mit z;:
Erhalte mit den Regeln des Kreuzproduktes

1d

24t
= (m —m*, z1) + a(z1, |[Vm*|?z1) + 2a (21, (Vm*, Vz))m*) + (21, m* x Az)
=11 + aly + 2al3 + 14.

1211721 + @ IVZ1 T2

Betrachte die Terme einzeln:

1, 2 1 2
Il S 5 Hm — m*HLZ(Sl) + 5 Hz1HL2(Sl) )
%12 2
I <[[Vm HLOO(sl) ”Z1||L2(Sl)’

I3 < C(0) [IVm*||zoe 1) I | Loo(sr) 21l T2(en) + 0 V21l 721y
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I = —(21,Vm* x Vz1) < C(0) [|[Vm* |11 | 21721y + 0 | V217261 »

fiir o > 0. Absorbiere fiir ¢ klein genug, integriere in der Zeit riickwérts von ¢ bis T und
erhalte mit z1(7') = 0, dass

1 2 (6 T 2
3121l +5 [ 19zl ds
T 1 * 12 2 1 T —~ * 12
< [ (GHCITM e ) Iallian + 5 [ 17— m ey
Mit der Regularitit z; € L?(L?) und m* € L>°(H?) erhilt man
Hle%OO(LQ) + ||Vzl”i2(L2) <C <||U*”L2(H1) ) ”m0||H2(SI) ,T) :

Schritt 2: Teste (2.13c) formal mit —Azy:
Erhalte

S 1Yz By + @Az
= (m —m*, —Az)) + a(z1, —|[Vm*[?Az)) + 2a(z1, (Vm*, =V Az;)m)
+(z1,m" x A(=Azy)) + (21, Az x Am™) 4+ (21, — Az x u*)
=L +ala+2al3+ 14+ ...+ Ig.

Betrachte die Terme einzeln, verwende partielle Integration, die Rechenregeln des Kreuz-
produktes und H(S') — L>(S!):
I < C(o) |m —m*| T2y + 0 [Az1 72
I, < C(0) VM| 10 21 1321y + 0 1221 F2(s1y »
Is = (Vz, (Vm*, Az1)m) + (z1, (Am*, Az1)m™) + (z1, (Vm™, Az;) Vm™)
< C(0) [V [|7oc g lm* [ Toe o) ||VZ1H2L2(§1) +C(0) || z1] Too g1y AM* [[F2(s1y M | Too o1y
+C(o) HZ1||3:2(S1) ||Vm*||4L<>O(S1) +o HAzlﬂiﬁ(sl)
< C(o) Hm*H%ﬂ(sU HVleiz(Sl) +C(o) \\21”%2(81) ”m*H%ﬂ(gl) +o HAzl\ﬁ:?(Sl) ,
Iy = —-2(Vz,Vm* x Azy) — (z1,Am* x Azq)
< 2|Vl gz VM| peosny 1821 p2s1y + 211l poe g1y [AMT || 2(g1y |AZ1 ]| 251y

< O(0) [Im* g2 (sr) [V 211l 7251y + C(0) 1m0 [ 2 s 21172 50) + 0 [ AZ1 T2 gsy

I < Co) [|Am* |2 1217 sty + 0 1821 [ sy

< C(0) [|Am* 2@, V2172 + C @) [AM* 2 12115261y + 0 D21 72
Is < C(0) w321 21117 g1y + 0 1AZ1 [ F2 1)

< C(0) |u*|F2e IV21lIR2er) + C(0) [w 1 F2 e 211 22y + o A1 [ Z2sty »

fiir o > 0. Absorbiere fiir o klein genug, integriere in der Zeit riickwérts von ¢ bis 7' und
erhalte da z,(T") = Vz1(T) = 0 fiir

a:i= Clm 3@y + C w2
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b:=Cl|m— m*H%Q(Sl) +C ||m*”%12(s1) ||Z1H%2(sl) +C ”m*H%{?(Sl) ||Zl||3:2(§1)

2 2
+ Cllutllge(sy lzallp2 s

folgende Ungleichung:

1 ) a [T ) T ) T
§||Vz1(t)||Lz(Sl)+§/t \|Az1||L2(Sl)ds§/t a||Vz1||L2(Sl)ds+/0 b ds.
Mit m* € L®°(H?), u* € L?(H") und Schritt 1 ergibt sich
||VZ1||3;00(L2) + ||AZ1H%2(L2) <c (Hu*Hp(Hl) ) Hm0||H2(S1) ,T) :

Schritt 3: Teste (2.13c) formal mit z,:
Erhalte

ad

2dt

= (m —m*, z1,) +a(zy, [Vm*2z1,) + 2a(z1, (Vm, Vz1,)m*) + (21, m* x Azy,)
+ (21,21, X Am™) + (21,21, X u”)

= h+alb+als+ 14+ ...+ I.

- Hz1t||i2(Sl) + ”VZ1||3:2(S1)

Die Abschitzungen verlaufen analog zu Schritt 2, setze zj, statt Az;. Beim Term Iy
erhalte jedoch einen zusétzlichen Term, schéitze daher Iy wie folgt ab:

Iy = (Az;,m" x z1,) + 2(Vz1,Vm™ x z1,) + (z1, Am™ x zy,)
< () 1821 agen) + C0) IV m ey V21 oo

+C(0) |Am* | z2(s1) 21l 2(s0) + 0 121, 7251
fiir 0 > 0. Mit m* € L®°(H?), u* € L?>(H"') und Schritt 1, 2 erhalte

l21, 17222y < € (11wl 2qay » Imoll 2y » T) -

Die Einbettungen ergeben sich aus den Lemmata 0.8 und 0.2. O

2.4 Bessere Regularitat der optimalen Kontrolle u*

Analog zu Abschnitt 2.3 erhélt man aus der Optimalitdtsbedingung (2.13b) héhere Re-
gularitdten fiir optimale Kontrollen u* € U.

Proposition 2.9
Sei (m*,u*) eine Losung von Problem 2.1.
Dann besitzt die optimale Kontrolle u* folgende Regularitét:

u* € L°(H*NH'(H") — C(H").
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Beweis:
Schritt 1: Multipliziere (2.13b) mit w*, integriere im Raum und erhalte

2 *12
Mlut([z2@y + AMIVU 721y = (21 x m*, )
< C(0) 21l 2gny Il oo gy + 0 1w (32 »
fiir ¢ > 0. Absorbiere fiir o klein genug und erhalte mit Lemma 2.8 und Korollar 1.9
*12 *12
[ Toe (r2) + VU 700 g2y < C (”U*HL?(Hl) ANmoll g2 sy 7T> :
Analog ergibt sich bei Multiplikation von (2.13b) mit —Awu*
%12 * (|2
VU™ Lo g2y + 1AW oo g2y < C (HU*HLQ(Hl) moll g2y ,T) :
Schritt 2: Leite die Optimalitétsbedingung (2.13b) formal nach der Zeit ab:
Auf — ANAu; = z1, x m* + z1 x mj.
Multipliziere mit uj, integriere iiber Ort und Zeit und erhalte
* |2 * 12
Aug HL2(L2) + A [V HL2(L2)
T T
:/ (z1, x m*, uy) ds+/ (z1 x m{,u;) ds
0 0
< C(0) ll21, g2y + C(0) |21 e (o) i 22 g2 + 0 1 2212
fiir o > 0. Absorbiere fiir ¢ klein genug und mit Lemma 2.8 und Korollar 1.9 folgt

i 17222y + 1V 3202y < C (17 |2y » [moll ey  T) -

Die Einbettung ergibt sich aus Lemma 0.8. O






3 Semidiskretisierung LLG in der Zeit

In diesem Kapitel soll eine semi-implizite Zeitdiskretisierung der LLG, wie in der Ein-
leitung bereits vorgestellt, auf Existenz einer Losung und Stabilitdt untersucht werden.
Die betrachtete semidiskretisierte LLG lautet dabei wie folgt:

Die semidiskrete Magnetisierung {m/ }3]:0 erfiille fiir eine feste semidiskrete Kontrolle
{uj}j:1 C H'(S') folgende semidiskrete LLG:

dimITh — aAmIT! = o|Vmd Pmd T md T x AmIT 4omI T T (3.1a)

m® = my. (3.1b)

Im ersten Abschnitt wird die Existenz einer Losung mit Iterierten {m/ }37:0 C H?(ShH
fiir eine Menge beschrankter Kontrollen {{u] }3]:1}100 C HY(S') fiir k geniigend klein

analog zu Proposition 1.5 mit einer glatten Galerkin-Approximation im Ort bewiesen,
vgl. Proposition 3.1.

Danach wird im zweiten Abschnitt eine Energieabschétzung und die Stabilitdt des Ver-
fahrens fiir k£ klein genug hergeleitet. Wie bereits in der Einleitung diskutiert, ist es
nicht gelungen die Stabilitdt kanonisch durch Testen der semidiskreten LLG, (3.1), zu
erhalten, da das gewédhlte Verfahren im Gegensatz zur kontinuierlichen Form (1.1) nicht
langenerhaltend ist. Daher werden mit Hilfe eines Storargumentes, eines Ansatzes wie in
[Rul96] und der hoheren Regularitaten des Zustandes m aus Korollar 1.9 Schranken fiir
die Semidiskretisierung gezeigt (vgl. Theorem 3.2, Korollar 3.3). Anschliefend wird die
in Korollar 3.3 gezeigte Stabilitdt verwendet, um kanonisch bessere Schranken fiir die
semidiskreten Zustdnde der LLG zu erhalten (vgl. Lemma 3.4), die in Kapitel 5 beim
Grenziibergang des Optimalitdtssystems benotigt werden.

Zudem wird am Ende des zweiten Abschnittes ein Ergebnis zur approximativen Langen-
gerhaltung der semidiskreten Losung gegeben.

3.1 Existenz einer Losung der semidiskreten LLG

Die folgende Proposition verlduft analog zu Proposition 1.5 und sichert die Existenz
einer Losung von (3.1) fiir eine feste semidiskrete Kontrolle.

Proposition 3.1
Sei mo € H*(S') mit jmg|?> = 1 in S! und {{uj}jzl}bo eine Menge semidiskreter

Kontrollen mit k Z}-le [|w’ Hiﬂ(Sl) < K, unabhéngig von k.

Dann gibt s cin ko = ko (Sl’T’O"K’ Hm0||H2(S1)) > 0, sodass fiir £ < kg eine Losung
{mj}f:o C H?*(S') von (3.1) existiert.

47
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Beweis:

Schritt 1: Existenz einer lokalen Lésung nach einem glatten Galerkin-Ansatz im Ort:
Sei {¢;}1en eine Orthonormalbasis von L2(S') mit ¢ € C°°(S') (konstruiere diese bei-
spielsweise aus periodischen Eigenfunktionen von —A, [Eval0, Abschnitt 6.5]) und V'
der Aufspann iiber R der Basiselemente {¢;} . Definiere weiter

N
g+l
my = Zblcpl.
=1

Dann lautet das im Ort diskretisierte und zu (3.1) analoge Problem in der schwachen
Formulierung;:
Gesucht sind fiir [ = 1,..., N Werte b; € R, sodass fiir alle ¢ € Vi gilt

1 1 . .
(kmﬁl — Emjﬂ, cp) +a (Vmﬁl, V(,o)
=a (\Vm]]2mﬁ1,cp) (mjj\;rl X VmHl ch) + (m]]\;rl X uj+1,cp) )
Analog lautet dies: Gesucht ist b € RY, sodass fiir i = 1,...,N:

N
( me m ¢z>+a<zbszz,vwz> (Iijlzzbzsoz,cm>

=1 =1

N
- (Z bipy X szV%V%) - (Z bipy X uj“,%;)

=1 =1 =1
=0.

Erhalte die Existenz einer Losung b € RY aus einer Anwendung des Brouwerschen
Fixpunktsatzes, siehe [R1z04, Lemma 2.26]. Zeige dazu, dass g;,i = 1,..., N, stetig und

N
dR>0: Zgi(b)bi >0 fir alle b mit |b] =
i=1

Die Stetigkeit der g; ist offensichtlich. Verwende fiir die zweite Bedingung die L*(S')-
Orthonormalitét der {¢;}icn, die Rechenregeln fiir das Kreuzprodukt und Gagliardo-
Nirenberg, Korollar 0.6,

L= (sY)

m L2 Sl szlsol

L? (sl L3(sY)

und erhalte

N ] N N N
> gi(b)b; = (Z bipr — mj,zbi90i> + o (Z blvw,zbiv%)
=1

i=1 =1 i=1

??'M—‘
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N N N
—aQWWIZ@%Q}MJ+(ZM%XX}N%Q}N%
=1 =1 =1

=1

- (zz: bipy X w/t, z; bi‘Pi)

N———

1| ’ 1 a2 1| 1
> o b — — ||m/ + — bip; — m?
2%k ;;Wlﬂw) ka‘ﬁw) %HZ}Wl?nlﬂw
N 2 o N 2
+a Z bV, -« HVmJ‘ L2 ’Z b,
=1 L%(St) =1 L>(SY)
1 o
= (2]4: 2 HV ’LQ(SI) B 2> — H ‘ L2(SY) L2
>0

fiir die Wahl R = 1 und k (Hmﬂ Hi[l(gl)> geniigend klein, wéhle demnach mit Lemma 3.4
die Konstante kg = (Sl, T oK, ”mOHHQ(SI)) unabhéngig von j klein genug.
Damit existiert eine Losung b € RY und somit erhilt man iterativ m]]\f L e cxsh),

j=0,...,J—1.

Schritt 2: Definition eines Kandidaten {m"! 3];01:

Im néchsten Abschnitt werden fiir kg geniigend klein fiir die semidiskrete LLG Abschét-
zungen hergeleitet, da die Menge der Iterierten beschrankt ist. Korollar 3.3 liefert, da k
fest ist, fiir j =0,...,J — 1 folgende von N unabhéngige Schranke:

j+1
HmN HHQ(Sl) <G
Damit existieren fiir j = 0,...,J — 1 nach Lemma 0.4 ein mI™' H?(S') und eine
Teilfolge, sodass fiir N — oo gilt:
mj]\;rl —~mit schwach in H?(S!)

bzw. mit H?(S') << H(S'), [Ada78, Theorem 4.12],
mJ]\?Ll —mit! stark in H'(S).

Schritt 3: {m’ Jrl} besitzt Losungseigenschaft:
Zeige, dass mit den Schranken und Konvergenzen aus Schritt 2 fiir ¢ € C*(S') und
N — oo gilt:
1. (dtmf\fl,go) (dtmiﬂ,go),
2. (amil o) = (Ami' o),
3. (IVmiyPmi @) = (|9ml[Pmi™, ).

4. J+1 % Amﬁl,cp) (mlﬂ % AmJH,cp),
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5. (mj]\?'l X ujH,cp) — (miH X uj+1,go),
wobei m?v =m0,
1., 2. und 5. sind wegen der schwachen Konvergenz klar.

Zu 3.
(IVmiPmift o) = (VmifPmit!, o)
= (]Vmg\,]Q(ij —mith), Lp) + ((Vmgv,Vmgv — Vmi)mitl, cp)
+ ((VmN Vmi,Vm7>m]+1,go>

LG+l
HVmN‘ LA(s) ‘mN % ‘ L2(sh) el o (s1)
J J J+1
+ vaN‘ o ’VmN vm? s ’ HL°° &1 el Lo (st
_ J J J+1
+ HVmN Vm L2(s)) ‘ m (s ’ HLOO (sh) H‘P”LOO(Sl)

— 0 (fiir N — o00).
Zu 4.: Mit mI™! x @ € L*(S!) folgt:

(mg\}i_1 X Amg\}"l, Lp) (mj+1 % Amf—l, QO)
< ((mg\}i‘l . miJrl) x Amﬁl,cp) + (mZ;Jrl % (Amg\—f&-l . AmiJrl), SO)

[l or) = (AmAT = Amitt mitt x o)

<t

i

L2(s!)
— 0 (fir N — 00).

L2(s')

Damit liefert die Eindeutigkeit des Grenzwertes und das Fundamentallemma der Variati-
onsrechnung, [Alt06, 2.21], fiir k geniigend klein die Losungseigenschaft von {m +1}J Ic

H?(Sh). o

Bemerkung: (semidiskrete Kontrollen {uj}j:1 C HY(SY))

Fir die kontinuierliche LLG konnte in Proposition 1.5 die Existenz einer starken Losung
bereits fiir eine Kontrolle w € L?(L?) bewiesen werden. Im semidiskreten Fall ist nicht
klar, ob eine Losung fiir {u/}/_; C L?(S") existiert, da es nicht méglich war mit dieser
schwécheren Regularitdt Schranken fiir die Kandidaten der Galerkin-Approximation zu
zeigen.

3.2 Stabilitdt der semidiskreten Zustiande m/’

In diesem Abschnitt wird eine Energieabschétzung und Stabilitdt fiir die semidiskrete
LLG, (3.1), hergeleitet. Dabei wird in einem ersten Schritt der Fehler e/ := m(t;) — m’
untersucht und anschlieffend, da die Stabilitdt von m hinreichend bekannt ist, siehe
Lemmata 1.6 bis 1.8, werden sich daraus Schranken fiir die semidiskreten Zustinde m/’
ergeben.
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Bemerkung:
In dem folgenden Theorem wird die hohe Regularitéit von m € H'(H') NC(H") ausge-
nutzt, da sich damit nach Lemma 0.16 folgende benétigte Abschétzungen ergeben:

Jm* - = ey < KC ([l ol T)

mHiw(Hl) 3

Da der Beweis des folgenden Theorems sehr technisch und langwierig ist, soll zu Beginn
des Beweises die Grundidee kurz erldutert werden.

Theorem 3.2

Sei m® € H*(S') mit |mg|? = 1 in S! und {{uj }‘j]:l}bo eine Menge semidiskreter
Kontrollen mit k 231:1 Huﬁ Hi[l(Sl) < K, unabhéngig von k.

Weiter sei m die kontinuierliche Lésung von (1.1) mit kontinuierlicher Kontrolle U+ zum
Anfangswert m® und {m/ }3]:0 die semidiskrete Losung von (3.1) mit diskreter Kontrolle

{u }3]:1 und Anfangsiterierten m?.

Dann existieren kg = kg (Sl,T,a,K, Hm0||H2(Sl)) >0und C =C (Sl,T,a,K, ||m0||H2(Sl)),
sodass fir k < kg gilt:

J—1
2 12
max Heﬁl‘ N Z HVeJH‘ < kC,
0<ji<J—1 L*(sY) e L*(st)
2 J-1 02
max Ve”l‘ + k HAm]H‘
0<j<J—1 H L%(sY) jz_;) L3(st) —

Beweis:
Beweisidee: Verwende den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung um folgen-
de Gleichung zu erhalten:

t t
Im(t) — M) 3261, = 2/0 (m = M*my— M) ds + 2/0 (MF = M,m; — M) ds.

Setze die entsprechenden Gleichungen fiir m; und M, ein und verarbeite die Terme auf
der rechten Seite. Dabei entstehen einige Terme mit Vorzeichen und die restlichen Ter-
me miissen alle einzeln abgeschétzt werden. Da dies nicht direkt moglich ist, wird eine
Induktion tber die Zeitpunkte ¢; gemacht und verwendet, dass nach der Induktionsbe-
hauptung Terme von den vorangegangen Zeitschritten beliebig klein bzw. beschriankt
werden konnen.

Aus Platzgriinden schreibe in diesem Beweis C(m) := C (K, moll g2 (st ,T).

Schritt 1: Definitionen und Aufstellen der abzuschitzenden Gleichung:
Die Semidiskretisierung (3.1) lautet stark formuliert

M; = aAMT +a| VM PMT + MT x AMT + MT xUT
= aB;(M") +aBy(M™ ,M") + B3(M™) + By(MT UT) (3.2)
= BMT M U")
Ubertrage diese Terminologie direkt auf das kontinuierliche Problem (1.2),

m; = B(m,m,U"). (3.3)
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Verwende den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung und die Definitionen
aus (3.2) bzw. (3.3) und erhalte mit ||m(0) — M(O)H%z(gl) = ||m(0) —mOHiz(Sl) =0
folgendes:
2 td 2
Im(®) = M) = [ 5 Imls) = M), ds
t t
:2/ (m—M+,mt—Mt)ds+2/ (M+—M,mt—Mt>ds
0 0
t
= 2/ (m — Mt B(m,m,u) — B(M+,M_,U+)) ds
0
t
+ 2/ (M~ M, B(m,m,u) — BIM*, M~ U*)) ds
0
=: 247 + 2A4,.

Dabei miissen alle Terme einzeln abgeschétzt werden. Ziel ist dabei eine Ungleichung
dhnlich der Form

2
L*(sY)

2L2(§1) ds < /Otj X Hg+’ 1+ kY,

wobei £ und £~ die konstanten Fortsetzungen von e’ bezeichnen, zu erhalten, um mit
dem diskreten Gronwall-Lemma und einer Induktion iiber ¢; arbeiten zu kénnen. Das be-

o [t
Im(ts) = M) ey + 5 [

veﬂ

deutet, dass Terme, die kein ||€ +||2Lg (s1) enthalten durch kC beschréinkt werden miissen,
damit das Induktionsargument funktioniert, das fotj va_HiQ(Sl) < kC, HVS_HiOO(Lz) <
Cund [§7 [|[AM™ |72 < C benitigt.

Es wird sich zeigen, dass die Terme in A; schwieriger zu handhaben sind, als die Terme
in A, da dort nach einer Umformulierung bereits jeder Term ein k besitzt.

Schritt 2: Schranken fiir m, m™* und m™:
Nach Korollar 1.9 ist m € C(H?)NH'(H"'), daher sind m*,Vm™,Am™* bzw. m~,Vm™,
Am~ wohldefiniert und es gilt:

Mmooy < € (m)

+
Il e ey -t e

bzw. wie in der Bemerkung direkt vor diesem Theorem bereits angemerkt:

|~ m+H;(H1) m = m™ | g1y < kC (m).

Schritt 3: Abschétzen von Aj:
Es ist mit der Definition von B aus (3.2) bzw. (3.3)

A = oz/ot (m —M*' Bi(m) — Bl(M+)) ds
+ a/t (m — M7T By(m,m) — BQ(M_,M+)) ds

0
+ /Ot (m — M™, Bs(m) — BS(M+)) ds
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t
+ / (m — M*, Bilm.U") - Bi(M*,U")) ds
0
=: aAn + oAz + A1z + Aug.

Schatze diese Terme einzeln ab: Sei o > 0.

Verwende fiir A;; partielle Integration und die umgekehrte Dreiecksungleichung, um
einen Term mit Vorzeichen zu erhalten:

2

L2 ds

<- (/Ot <va+(s) ~ VM)

A = —/Ot [vm(s) — vt (s)|

- |Vm*(s) = Vm(s)|

2
L2(81)> ds)

L3(st
2

— _/ HVmJF(S) - VM+(8)’ L2(sY)

t
0

+2 /Ot HVer(s) - VMJF(S)‘

‘Vm+(s) — Vm(s)‘

L%(st) L%(sY)

2

L2 ds

2
L2(st

- /Ot HVm*(s) — Vm(s)‘

< —;/Ot |t (s) - vt ()

3 [

das heifit der Term fg ||V5+(3)H2Lg (st) ds steht zur Absorption zur Verfiigung.

2

L2 ds

)ds + /Ot HVm(s) - Vm*(s)‘

2
oo s+ RC(m),
Weiter ist
t t
A = / (m — M*, |[Vm*m — ]Vm_\2m+) ds + / (m - Mt \Vm_\28+) ds
0 0
t
+/ (m — MT,(VE™,2Vm™ — VS*>M+) ds
0
=:a+b+ec,
da

(Ve 2Vm(t;) — Vel) = (Vm(t;) — Vm?, Vm(t;) + Vm?)
= |Vm(t;)]* - |[Vm/ .

Einzeln abgeschéatzt:
t t
0= / (m— M, [Vmf2(m — m*)) ds + / (m — M, (Ym, Vm — Vm~ym*) ds
0 0
t
n / (m— M (Vm — Vm™, Vm " )m*) ds
0

S/th:thr—MJr‘
0

]

) vauim(Sl) ‘m —m

L2(st L2(sh)

+ [ - at]
0

) IVl oo g1 [V — V™ || 1, ‘m+HLm(51) ds

L3(st
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4—/tH7n:|:m,+—./\/lJr

paien IV = V7 gy [V ey [ ds
< kC(m /H8+ 5 A8,
L=(Sh)
—112
b:/o Hmim - M" L2 |Vm HLW(Sl) ‘EJF L2(Sl)d8

S.

t 2
+
gkC(m)+0(m)/0 2 W

Unterteile den Term ¢ wie folgt

t t
c= / (m - Mt (VE, 2Vm_>m+> ds — / (m - MT |V8_]2m+) ds

0 0

t t
—/ (m— M*, (VE~,2Um)EY) ds+/ (m - M*,|VETPEY) ds

0 0

=:C1+ ...+ 4,

wobei sich die Terme einzeln wie folgt abschéitzen lassen:

t
c1§/ Hm:l:er—./\/lJr
0

IVE™ || 21y 12Vm7 || poc g1y [ m ™

L2(SY) | HL"O(Sl) 5

< kC(m) + C(o,m) /OtHg+ ?

t
_2
L2(Sl)ds+a/0 ||V£ HLQ(Sl)dS.

Beachte dabei, dass sich nicht nur fg ’|V8+H2L2(Sl) ds absorbieren ldsst, sondern auch
I HV&'_HQLQ(Sl) ds, da fiir s € (0, k] gilt:
VE =Vm® - Vm(0) = 0.

Fiir die folgenden Abschétzungen verwende die Gagliardo-Nirenberg-Ungleichung, Lem-
ma 0.6, um Teile der L?(S')-Norm zu erhalten:

Im Term co verwende die Gagliardo-Nirenberg-Ungleichung wie folgt, um entsprechende
Anteile absorbieren zu kénnen:

"g+"L°°(Sl Ive” HL2 ) <0H8+ L( Sl ’g+ H(SY) Ive” ||L2 (SH
co) e[, o0 IVE o IVE I, + €40
< CO) |4 pager, IVE N2y + 7 IVE e + o [ €4 1 g1

und erhalte
co = /Ot (m —m™, |V8_]2m+) ds + /Ot (8+, ]V£_|2m+) ds
< /ot [ - m+HLw(S1> IVE|F2sn,

+ /t e .. Ive |2
0 L (sh) L°6h

|
L ()

ey 2
L= (s")
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t t
< k:C’(a,m)/O ||ve—||§2(gl)ds+2a/ |\vs—||iz s1)

+C(0,m) /Ot L+ IVE 2] €76 1[

ds + a/ [ve*s)

L3(s1) L2(sh)

In Term c3 spalte den gesamten Term Hm - M" H LS ab und verwende danach
Gagliardo-Nirenberg;:

C3</ |m—mt| v 1VE 2 12VmT g ery €7 2 g, 48
2 2
<€ [ 1VE iy 1970 o €7 2, O
L + + + +
+§/0 Hmj:m -M L2 mtm - M HisY)

t 2 2 np
<C [ IVE ey IVm ey €

L%(SY)
t 2 ¢ 2
+C(0)/0 Hm_m+ L2(sl)+0 / H£+ L2(sh)
+2a/tHVm - Vm? L2(§1)+2U/ HV“:+ L*(s")

< C(o,m) / [va [ (s) +1] H8+

ds + kC(o,m) +3a/ |VE*(s)

L%(SY) LQ(SI)

und analog spalte in Term c4 den gesamten Teil |[m(s) — M™(s)|| o< (s1) ab und verwen-

de danach fiir diesen und ||€ +H2Loo(81) Gagliardo-Nirenberg:

c4</ Hm M+H va ||L2 s1)

ET H ds
L>=(SY) L>=(SY)

SC’/ Hm:l:m - M" m+mt - MT
0

t 4
+C/ va HL2(§1

) ) fm—m*

+20/ HVm—Vm
0

t
+00) [ IVE e

< kC(o,m) + C(0) /Ot 14 Ve e

L2(SY) HI(SY)

ET + ds

L2(sh) H(S! )

L2(sY) / H

L%(SY) +2 / HVSJF
2

L2(st)

L3(sY)

L2(sh)

ET ) ds+a/ H8+ ds

L3(sY)

)ds—l—a/ va+

L2(s?

| +2(;/ Hv5+ ds.

L%(s?)

L2(sh)

Verwende fiir A;3 und A4 die Eigenschaften des Kreuzproduktes, um die Terme zu
vereinfachen, sowie partielle Integration:

t
Algz/ (m— M* m x Am tm x AMT — MF x AM*) ds
0

=— tm—MJr,me Vm — VM) )ds
0
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t 2
+ 2
< C(U)/O [ms) £ m* = Mt @), IVl oy ds
i 2
—|—U/ "Vm:th+—VM+’ ) ds
0 LA(st)

2
L*(sh)

2

< kC(m) + C(o,m) /OtHf:*‘ ds+2a/0tHvz+‘L2(Sl)ds

und
A14 = 0.

Schritt 4: Abschétzen von As:
Es gilt fiir s € (tj,tj+1]

MT(s) = M(s) = (tj41 — s)B(IMT M~ UT),
da

M(s) = STJM+ £ M+ %SM—
5 —tjp1

= T<M+ - M_) + M+ = (S - tj+1)Mt + M+.

Daraus ergibt sich fiir den Term Ay folgende Umformulierung;:
Ag = /Ot(5+ —3) (aBl(M+) +aBy(M™, MT) + B3(MT) + By(MT U™,
aBi(m) + aBy(m, m) + B3(m) + By(m,U™")
—aBi (M) = aBy(M™, M*) = By(MT) = By(M*U")) ds,

wobei mit sT die konstante Fortsetzung der {tj};]:o bezeichnet wird. Das ergibt 16
verschiedene Terme, die mit As;; nummeriert werden, was bedeutet, dass im ersten
Argument der Term B;(M) und im zweiten Argument der Term B;(m)— B;(M) steht.
Sei weiter t = ¢; firein 1 <[ < J.

Zwei Dinge vereinfachen die Abschitzungen: Zum einen gilt s* —s < k und daher besitzt
jeder Term eine Kleinheit k, zum anderen entsteht bei den Termen der Gestalt As;; ein
Term mit Vorzeichen, der zum Absorbieren zur Verfiigung steht.

Betrachte zunachst die Terme der Gestalt Ag;;:
Mit
t ts 1
/J (s —5) ds:/] (tj —s) ds:§k2

t]'_l tj—l

ergibt sich unter Ausnutzung, dass B;(M) stiickweise konstant ist:

Ao = [ (57 = 9) (BM), Bilm) s = [ (57 = 5) | BAMI )
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—/ M), B ds—

b,
L2(Sl)/ 1(s —s)ds

<k [ Bl I1Bum) 2oy ds = 54 / M) e
<k [ IB e — 1 [ IBM e ds
< kCtm) — 1k [ 1M e

D.h. folgende Terme stehen durch Asj; — Aggq zudem zum Absorbieren zur Verfiigung:

k/ HAM+

k/ [t eamt|

)

L2(SY)’ L2(S1)

k/ |t AMmH[

k/ |t ut|’

L2(sY)’ L2(S1)

Schétze die restlichen Terme einzeln ab:
Agig = /t(s s) (AM+, |Vm/|?*m — ]Vm_]2m+) ds
_|_/ AM™T |[Vm~ ]2£+) ds
4 / ) (AM*,(VE,2Vm ) M) ds
_ /0 (st —s) (AM+, VEPM*Y) ds
=ta+b+c—d.

Schétze diese Terme einzeln ab

t
agk:/ |am*
0

(e P | Y o I R

L2(s")

t 2
< ak:/o |ams|, | +kC(om),

L2(s!)

bgk/tHAM+ ds

L2(sY)

]s

L2 S1) ||Vm ||LOo Sl

< Jk/ HAM+ ds.

+C’(a,m)k/0 H8+ f:?(sl)

L2(SY)
Verwende in Term c
2 2
IVE™ L) < CIVE I
—2 2 2
<C|veE HL2(81) +Cflam HLQ(Sl) +Clam HL2(S1) ’
damit ergibt sich

2

ds

¢ < ak/ HAM+ .

o)k /Ot [(ve™, 2vm™) (Mt £m*)

Lz(Sl)
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|’

t L2 ¢ 2 )
gak/ |arr| o )+Cak/ V& @) IV ey €7 2 ) 5
+Ck [ 1VE iy 19 eion [ [ o
<ak/ HAM+ +C(0,m) k/ IV e €42 e, s
L’ (st) ’ PEVITT Nz
+0lom k/ [am7 @ |8 LQ(sl)dSJrC o k/ Hg+ e

+Clo,m)k /O IVE | e, ds.

Fiir Term d verwende Gagliardo-Nirenberg, Korollar 0.6, fiir
IVE [y < CIVE 2@ IVE s

<C Hv“:_HiQ(Sl) + CIVE 2y |AE™ £ Am |2,

< CHVg_Hi?(SI) +CHV5_H2L2(81) HAM_HiZ(sU +C|W5_||2L?(Sl) HAm_Hiz(sw
und
IVE Iz < CIVE Izzen) IVE e

< C|[VE 2y + CIVE 2, [AE™ £ m | g2,

< O||VE g2y + C(0) |VE 21, + 20 [AMT |21 + 20 [ Am ||z g1y

sowie die Ungleichung

/||AM o) /HAM*

Dann lasst sich d wie folgt abschétzen:

e +kHAm

IACON

d< ok:/ |ar] +C’(a)k/tH|V6’_|2 (M £m)|
0

LS ds

L2(Sl)

2

t
+ -4 +
<ok [ |AMAL, o+ O [ 19 o €7,

L*(sh)
t 4
+Ck [ V8 e

|
L(s")

t 4 2
<ok [ amet |2, |+ 0@k [ IVE e €7, s

L%(s?)

2
ET ds

— —112
U)k/o Ve ||L2(Sl) |AM HL2(81) L2(s)

t 2 2 02 t 2
+C’(0,m)k:/0 |VE HL2(Sl) et LQ(Sl)dS-f'C(Uam) Ve ||Loo(L2)k/0 ve HL2(Sl)d5

t
+Clom) [VE [} 2, k:/o IVE|2aer, + Clm)k.

Die restlichen Terme lassen sich unkompliziert abschétzen, oft unter Verwendung der
Rechenregeln fiir das Kreuzprodukt:

Aoz :/Ot( s) (AM*, m x Am) < ak:/ HAM+

L2(sh) + kC(m),



KAPITEL 3.2 STABILITAT DER SEMIDISKRETEN ZUSTANDE m’ 59

A214:/0t(s —5) (AMF, (m — M) xU)

< Jk/ HAM+

k/ Hm:l:mJ“—i—./\/tJr

e L2(sh) HLW(SI)

2
HY(SYH’

+

<ot [ [amer]; e [ e

L3(sY)

+ C(o,m) k/ Hu+

L2(sh) H(S)

t t
Aot —/ (s — ) (IVM PMF, Am) — /(s+—s) (1Vmm, AM*) + Az
0 0

< ak/ H|VM | 2t s +0k/ HAM+ L2 + kC(0, m) + A212,
t
A223_/ (57 = 5) (IVMPMT,m x Am) <ak/ VM- PAt 2(Sl)+k0<a,m),
0
t
A224_/ (s7 =) (‘VM MY, mqur)
0
2 Aqt+ +
<al<:/ [[vam 2 LQ(SI)JFC o, m) k/ Hu e
t
Aoy :/ (57— ) (MT x AMT, Am) < ak/ [ < anar] v + kC(o,m),
0
t
Aozo _/ (s* =) (M+ x AMT, |Vm|2 = Uk/ HM+ % AM+ L2(sh) T kClem),
0
+ + Ve
Az < Uk/ HM x AM L2<sl) +c k/ Hmim M L2(81) HL‘”(SU
<ak/ HM*XAM* , —i—CJmk/ Hw
L2(SY) H'(S!)
2
- +
+Clo k/o HL{ H'(S!) L2(sh)’
t
- + - + + +
Ao Sk/o HM XU L sl) |Am]| sl)+k/ Him M L2(Sl u HL°° s1) L*(sh)
t
+ + +
§ak:/0 M xu e el m)+00m/~c/ Hu e
k[ lam] cow [ ut] +|I*
to / H L3(sY) + / H H'(SY) L2 (s’
t
_ N + + 2 + +
A242—/0(S s) (M xU",|Vm| )d5<0k/ HM U L2(§1)+kc(a7m)’
+ +
AQ43 < k:A HM xU L2(s1) Hm X AmHL2(§1)
t
+ + + +
—I—k/ Hj:m + M L2(Sl) HLOO(81) MT x AM L2(sh)
t 2 2
+ + + +
< ak/ Mt xu LQ(Sl) 4 kC(0,m) + C(o k/ He RN (728

—l—Camk/ Hzﬁ

—i—ak/ HM+ « AMH|

H'(SY) L3S’

Schritt 5: Zusammenfassung der bisheringen Abschétzungen:
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Absorbiere fiir o gentigend klein und erhalte fiir

A=C(m)+Ck Hw\

Hl(sl)
B =C(m) [[[VE 2@ + IVE 2@ + IVE [ F2en)]
+ kC(m) [ AM |2y + IVE 2 |AM 321 ]

C9 = kC(m) + kC Hw = kC,

L2(HY)

. tJ
DI = kC(m / IVE | 2(sr) ds + C(m)k[|VE~ HLOW/O IVE|F2er) ds
m)kHV‘ngLw(L?)/O HV“fHL?(sl)dS
bzw.

AT = C(m) + Ck Huﬁl\

H(S!)’
Bi+l — MVej L2 +H ve! L2(81)+ Hvej iz(Sl)]
+kC(m [HAmJ Jr +HV6] e 1AM 2L?<Sl>}

folgende Ungleichung zum Zeitpunkt ¢ = ¢;:

112
e

L*(S')
= ||m(t) _ M(t-)”Lz (S) + Z/o HVS“‘(S)

g/ (A+ B) H£+
0

+ k:Z HVeJJrl

ds + Sk Z HAmJH

L2(s1) L2(st)

J
L2(S1) dS + gk/o

L2(s!)

J J
2(S1)+k0 +D

Jj—1

i+1 i+1 H—l
Sk;(A +B )

(st )—i—kC—i—D]

wobei B bzw. B/*! und DJ von £~ abhingen.

Schritt 6: Induktionsbehauptung:
Es existieren C; = C;(SY, T, o, m), i = 1,2, sodass fiir 0 <1 < J — 1 gilt:

max Heﬁ'l
0<j<i

+— krz HV«BJJrl

+ kQZHA i+

L2(st) L2(s1) L2(sY) —

also insbesondere

<y eC2t

max <
L(Sh)

Hvej-l-l
0<y<i

Cot
kCle 2l,
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Schritt 7: Induktionsanfang fiir [ = 0:
Setze t; = t; in (3.4) und erhalte mit € = €~ =0 in (0, #]:

1 2

He L%(SY) + k:HVe L2(Sl)d s+ kZHA LQ(Sl) < kAl H L? Sl)+k6‘
Da
kA < kC(m +C’l<:QZHuJHH1 o = kA,
wihle ko (S!, T, o, m) klein genug, absorbiere und erhalte
1 1112 9 ~
5He . +— HVe LQ(Sl)ds+ iy HAm L2(Sl)§k0.

Definiere C; (S}, T,a,m) ,i = 1,2, wie folgt:

Cy = 3Ce*(AT +1), Cy:=2A.

Damit gilt der Induktionsanfang.
Schritt 8: Induktionsschritt: { — [+ 1

Setze tj = t;41 in (3.4) und verwende die Induktionsvoraussetzung um gewisse Kleinhei-
ten zu generieren. Erhalte

ds + k2z |ams

H I+1

+ krz HVeJJrl

]_

L%(Sh) L2(sY)

< k,zl: (Aj—H +Bj+1> Hej+1 2
=0

L2(SY)

L*(Sh)
wobei fir D! nach der Induktionsvoraussetzung gilt:

tiy1
DIl — C(m)k/ |V8*Hiz(sl ds+ C(m m?i(z HV J

Y A

+C(m max HVeJ

ook [ IVE e s
+1
m)k/o HV‘S*HL%sl)dS+C(m)01602Tk/0 IVE|72s1) ds
2 o0, [ 2
0

Wiahle kg so klein, dass diese Terme absorbiert werden kénnen. Es ist also

Zl: (Aj-i-l + Bj+1) HeJ—H

+ kC.

Hel+1
L*(S')

LQ(Sl) n
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Es gilt nach der Induktionsvoraussetzung weiterhin, dass

kB = kC (0, m) [Om?xl HVel‘ 12(81) + max ‘Ve ‘LZ(Sl) + mex HVe ‘LQ(Sl)}
+kC [HAm ’ L%(St) 0<]<l HVe ‘ 22(81) ’Aml‘ ;(Sl)]

< kC(m) [C1eT + CF2T 4 Ol T

Da kA" < kA ergibt das mit den Ergebnissen zu kA im Induktionsanfang, dass sich
der [ + 1-te Term fiir ky gentigend klein auf die linke Seite absorbieren lésst.

Wiéhle kg klein genug und erhalte

-1

Lo g <5 04 9 [ 50
Das diskrete Gronwall-Lemma liefert nun (beachte, dass e’ = 0):
He”l‘ l <RGN ATHBTY),
LS —
Zusammen mit
k:ZAJ“ < liAk = At
7=0 7=0
und
-1
kZB]H < kC(m Z HVeJ’ LZ(Sl) o<j<l HVeJ’ L2(81 Jz% HVeJ’ L2(sY)
‘ -1
i, 192 bt S 5 00 5 o,

+ max HVe]’
0<j<i

L3(SY) 2C(m)j§0 HAmj‘ 2LQ(Sl)

< kC(m) {CthQT + C%eQCQT + Cf@‘lCzT} + ”Am()H%2(Sl) {TkQ + C(m)CIeCQTkZ}

<1

fiir ko klein genug, erhélt man

Hem‘;(gl) S%éezkz;;g(wlwm) < [2k662]622tl
bzw.
H Z+I‘L2(Sl * kZHV ]H’L?(sl)ds+ kQZHA J+1‘L2(Sl)
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le (AJ“ + BI*Y) 4 kC

]:
< [2kCe]e? M (AT 1+ 1) +
< kCpe®?t,

< max He”l’

L%(sY)

Kombiniert mit der Stabilitdt der kontinuierlichen Lésung der LLG ergibt sich:
Korollar 3.3

Sei m® € H*(S') mit mg|? = 1 in S! und {{uj};’:l}k>O eine Menge semidiskreter
Kontrollen mit k Z}Ll ||u3 Hi{l(sl) < K, unabhéngig von k.

Dann existiert ein kg = ko (Sl T, o, K, ||myl| g2 Sl)) > 0, sodass mit k < ko fur die
Losung {mj} _o von (3.1) folgende Abschétzung gilt:

max Hmﬁ'1
0<j<J~-1

+ k Z HAmJH‘

HHl(Sl L2(SY) — <C (K ||m0HH2(Sl) ’ ) .

Beweis:
Sei m die kontinuierliche Losung von (1.1) mit Kontrolle Ut zum Anfangswert m?.

Dann existiert nach Theorem 3.2 ein C' = C (K, HmOHHQ(Sl) ,T), sodass

Jj+1 Jj+1 <
0<j 971 Hm tir1) —m HH 1(s) tk Z HAm ’LQ(Sl) < ¢
Zusammen mit m € L®(H?) nach Korollar 1.9 ergibt
j+1 4 j+1 . 2
0<j 71 Hm HHl(Sl) = 20523&1 Hm(tj“) m HHl(Sl) +20<ma§ lm(ti+ D) o)
die Behauptung. O

Fiir m® € H3(S') ergeben sich folgende bessere Schranken an die Zusténde, die fiir den
Grenziibergang der Optimalitdtsbedingungen, Kapitel 5, bendtigt werden:

Lemma 3.4

Sei m® € H3(S') mit |mg|?> = 1 in S! und {{uj}‘f }k o eine Menge semidiskreter
Kontrollen mit kZ | H H(s1y < K, unabhingig von k.

Dann existiert ein kg = ko (Sl,T,a,K, Hm0||H3(Sl)) > 0, sodass mit k& < kg fur die
Losung {m/ }3]:0 von (3.1) folgende Abschéitzung gilt:

5, I 0 5 g 0 5 i [ < (il 7).
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Beweis:
Schritt 1: Aus (3.1a), Gagliardo-Nirenberg (Korollar 0.6) und Korollar 3.3 folgt:

ka()”dtm]+1 L2
<a’fZHAmJ“ v +O"“ZHW N L
+C’fZHm]“HLw oo 13 +0k2\\m’+1’!Lm Y

SC<K5||mOHH2(Sl)5 ))
fiir k geniigend klein.

Schritt 2: Analog zu Beweis von Lemma 1.8 leite (3.1) formal im Ort ab:
Erhalte fiir A7 = Vm/:

d AT - AATTL = 20(V A/, Vmd)mI ! + o| VmI |2 AT
+ AT s AmIT T o AATH (3.5)

+Aj+1 X ’u,jJrl —i—ij X VujH.

Multipliziere (3.5) mit —AA*! integriere im Ort und erhalte mit den Rechenregeln des
Kreuzproduktes:

s [var|l, | +afaar

L2(sY) L2(sY)
< 2a ((VAj, Vm/)mi !, —AAj+1) Ta (\ij\zAj“, —AAJ'H)

+ (AT X ATt —AATH) 4 (AT it - A AT
+ (M7t Vit —A AT
=: 20(]14—0&[2—{—[3—1—...—}—[5.

Schétze die Terme einzeln ab, verwende dabei Gagliardo-Nirenberg, Korollar 0.6:

2
0]z (st < Cllvllgzen [0l g1y < Clvllza@ + C lvllrze V0l 2

und
(5 = 5 g [
<Ol - v Sl
also
2T [ [ [ 108
e P Y
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@[] e J*lesl) A e
HAAJ ( +UHA At LQ(Sl)
B < 00) [V 474 [y + o[58
< 00 ([ [y + 97 [ 3 ) 147
+0 HW o 14 i * 31947
) [9m [o [47 [ [47 L2(§1>+§HAW N L
I3 < C(o HAJ“ LQ(Sl) Amj+1H2 +JHAAJ+1 LZ(SI)
] T T e o I U VT 1 ol
= HA]H e [ ’Lw(sw ey
O [ o 124 s
15 < [ ) [V g 8474 e
< (o vaJ“ . i+l Zl(gl)—i—aHAAJH e

flir o > 0. Absorbiere fiir o geniigend klein, multipliziere mit k, summiere von 0 bis [
und erhalte mit

AT — C’HVm]H e ]+2HL<><>(§1 —|—C’Hij+1 ;(Sl) J+2HLOO o _|_%
+cHme e 1A ;(Sl),
Ckz {HVmJ L2(SY) a L2(SY) + HV ’ LQ(Sl) ! L2(st) - ;(Sl)
+ HAm] L3(sh) + HAjH ;(sl) o 12(81) * HAjJrl 12(81) " ;(Sl)
+HAj+1 ;(Sl) ah iIl(Sl)
< O (K, lImoll 2
0 2 1 4 0 2
=k (va 2(81) HL°o (S1) +Cva L3(sY) HL°°(81)> HAm L%(SY)
—I—Ck:HVAm e

< D (K, Imollgosn))
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wobei m7*! = 0 und D aus iibrigen Termen aus I; besteht, folgende Ungleichung:

2

l
bamef 3 mam

< kzl: & | ami+ |
=0

L2(st) +B'+ D+ 2 HAm

L2(s!)

<k zl: Al HAmJ’H

2
X +C+D+2HAm

L)’

L*(SY)
Da kA! nach Korollar 3.3 beliebig klein werden kann, erhalte mit dem diskreten Gronwall:

pus [Jam e Z [vam],

L2(sl) — ¢ (K’ lmoll s s ’T> ’
fiir k geniigend klein.

Schritt 3: Multipliziere (3.5) mit d;A7™!, integriere im Ort und erhalte

o

+ dt HVAJ+1

L2(st) L2(St)

<20 (VAL Vm/)m/ ! 4 A7) 4 o (|Vm/ A7+, d, A7)
+ (Aj+1 % Amj+1,thj+1> + (mj+1 % AAj+1,thj+1)
+ (AjH X ujH,thjH) + (ij X vujﬂvthjJrl)

=:2a1 +aly+ I3+ ...+ I.

Mit Hilfe von Schritt 2 lassen sich die Terme einzeln leicht abschétzen:
2

no< 0 f[am | vm . &) +“Hth]+1 ZIEOK
I, < C(a) ||[Vm? ;(81) ]HHLOO 2 +o |daTt! L?(SI)

I; < C(o) | vmi ™ iw(sl) mit| @) +o|aar, @)’

I, < C(o) m]—HHL‘X’ & vam*, L2(sh) +“”th]+1 e’

I; < C(o) [ Vm™! QL%SU ]—HHLW (s1) +o|diaitt LZ(Sl)

Is < C(o) |m ]—HHL"O s ]+1HL°°(81 +o|aar 2L2(Sl)’

fiir ¢ > 0. Absorbiere fiir ¢ klein genug, multipliziere mit £ und summiere. Mit Schritt
2 und Korollar 3.3 ergibt sich fiir k£ klein genug

k Z | it

(s = <C (K, o]l g sty 7T> :
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Die Semidiskretisierung erhélt die Linge approximativ im folgenden Sinne:

Korollar 3.5

Sei m® € H*(S') mit |mp/?> = 1 in S und {{uj}jzl}bo eine Menge semidiskreter
Kontrollen mit & 231:1 HuJ Hifl(Sl) < K, unabhéngig von k.

Dann existiert ein kg = kg (Sl,T,a,K, HmOHHQ(SI)) > 0, sodass mit k < kg fur die
Losung {mj}szo von (3.1) gilt:

max Hl - |mj+1]2’
0<j<J -1

Ly < VEC (K Imoll ey . T)

Beweis:
Lose m die Gleichung (1.1) zum Anfangswert mg mit der Kontrolle Y. Es ist

1 1, = sl = b
_ H<ej+17 el _ 2m(tj+1)>‘ 2(s1)
<2 HejHHLOO(sn )ejﬂ‘ ey T O Hejﬂ‘ prien M) len

Zusammen mit H*(S!) < L*(S') und Theorem 3.2 ergibt sich die Behauptung. 0






4 Semidiskretes Optimierungsproblem

In diesem Kapitel soll das folgende zu Problem 2.1 analoge semidiskretisierte Optimie-
rungsproblem fiir einen vorgegebenen Wunschzustand m und Anfangszustand myg des
Ferromagneten mit einer festen Zeitschrittweite k untersucht werden:

Definiere dazu die Rdume
My, .= H*SY ™, U= H'(S"’
und die Schreibweisen
NJ N J
- J N
M.—(m),OEMk, U.—(u)A e Uy
sowie das Funktional Fy : M x U — R,

e |
2L2(Sl) + 2]21 HUJH;(SI) '

ks
Fi(M,U) := 5 Zl Hm” - ?ﬁ(tj)\
=

Damit lautet das semidiskretisierte Optimierungsproblem:

Problem 4.1
Seien m : [0,T] x S' — R3 € C®(C™), my € H3(S') mit |mg|?> =1 in S' und A > 0
gegeben.

Finde fur festes k > 0 Funktionen M* € M, und U* € Uy, sodass

(M*,U*)=  argmin  Fp(M,U) ud.N. (3.1).
(M,U)EMkXUk

Dabei wird analog zu Kapitel 2 vorgegangen:

Der erste Abschnitt in diesem Kapitel wird die Existenz eines Minimums von Problem
4.1 fiir k geniigend klein analog zum kontinuierlichen Fall, Proposition 1.5, mit Hilfe ei-
ner Minimalfolgenkonstruktion bewiesen. Hierbei zeigt sich, dass die H?(S!)-Regularitt
der Iterierten notwendig ist, um nachzuweisen, dass das konstruierte Minimum die Ne-
benbedingung erfiillt; vgl. Beweis von Proposition 4.3.

Im zweiten Abschnitt wird gezeigt, dass die optimalen semidiskreten Zustédnde und Kon-
trollen des Problems 4.1 fiir k£ geniigend klein unabhéngig von der Zeitschrittweite be-
schréankt sind. Dies wird in den néchsten Abschnitten benétigt, um die Existenz der
Lagrange-Multiplikatoren fiir das semidiskrete Optimalitdtsproblem beweisen zu kénnen
und hoéhere Stabilitdten fiir die Adjungierte und die optimale Kontrolle zu erhalten.

Im dritten Abschnitt werden die notwendigen Optimalitdtsbedingungen eines Minimums
(4.3) tber den Lagrange-Multiplikatoren-Satz rigoros hergeleitet. Beim Nachweis der

69
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Existenz der Lagrange-Multiplikatoren von Problem 4.1 wird auf Ergebnisse aus Lem-
ma 2.7 verwiesen, da dort zum Nachweis der Lagrange-Multiplikatoren eine zeitliche
Diskretisierung, die der Semidiskretisierung der LL.G entspricht, verwendet wurde.

Anschliefend werden im vierten Abschnitt hohere Stabilitdten der semidiskreten Adjun-
gierten aus der Adjungiertengleichung (4.3c) unter Beriicksichtigung der Stabiltét des
semidiskreten Zustandes formal hergeleitet, vgl. Lemma 4.10.

Im letzten Abschnitt werden bessere Regularitidten der optimalen semidiskreten Kon-
trolle aus der Optimalitdtsbedingung (4.3b) und den Regularitéten der semidiskreten
Adjungierten bzw. des semidiskreten Zustandes geschlossen, vgl. Proposition 4.11.

4.1 Existenz eines Minimums

Zu Beginn sollen zwei Eigenschaften des Funktionals Fj erwdahnt werden:

Lemma 4.2
Fiir das Funktional Fj, : M x U — R gilt:

1. F} ist schwach unterhalbstetig auf M x Uy,

2. Fy, ist stetig Fréchet-differenzierbar mit Ableitung
(Fp(M,U),(6M,0U))
:k:Z(m] m(t;), 5m)+)\k2(u3 5u3>—|—)\k‘Z(Vu] Vd’uﬂ)
7j=1 7j=1 7j=1

Beweis:
Fir 1. siehe [Tr609, Satz 2.12] und fur 2. siche [Tr609, Abschnitt 2.6]. 0

Zeige nun die Existenz einer Losung von Problem 4.1.

Proposition 4.3
Es gibt ein ko (m,T) > 0, sodass fiir festes k& < ky mindestens eine Losung (M*,U™) €
M, x U}, des Problems 4.1 existiert.

Beweis:

Schritt 1: Konstruktion einer Minimalfolge:

Da Fi(M,U) > 0 und die Losungsmenge der Nebenbedingung mindestens die triviale
Losung enthélt, existiert ein Infimum F}' mit

T —~ 12

0< Fy = inf F.(M.U) < F.(0.0) < — o

< I (M,U)leanxUk K(M,U) < Fy(0, )_2||m|\L (L)
u.d.N (3.1)

Dabher ist es moglich, eine minimierende Folge (M, U;) mit F(M,;,U;) — F} und

J .
9 1 W 3
j=1

zu wahlen.
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Schritt 2: Konstruktion eines Kandidaten (M™,U™):

Da die Kontrollen unabhéngig von [ beschrinkt sind, gehe weiter analog zu Beweis
von Proposition 3.1 vor und erhalte fir kyg(m,T) geniigend klein (da die Menge der
Kontrollen einheitlich fiir alle k beschrénkt ist) ein M* € H?(SY)’*! und U* € H'(S!)/,
sodass fiir Teilfolgen und 5 =0,...,J — 1 mit I — oo gilt:

wl Tt~ schwach in H*(S'),
m{“ —~mit schwach in H*(S'),
mi T - mit stark in H*(S!).

Schritt 3: (M*,U") ist zulédssig:
Zeige analog zu Beweis von Proposition 3.1, dass (M™*,U™) die Gleichung (3.1) erfiillt,
verarbeite den Term mit der Kontrolle fiir ¢ € C*(S!) und I — oo folgendermafien:

j+1 j+1 it it
(m{ ™ <" ) = (mI* x uit o)
_ j+1 i+1 j+1 i+1 J+1 i+1
= ((m{" —mi™) sl o) + (mI™ x (]l )

™|

+1 i +1
< ng—i— _mi+1‘ u u{—&-

+1 j+1
— 0.
Da per Definition m? = m{ = m? ist somit die Nebenbedingung fiir M* und U* erfiillt.

Schritt 4: Da Fj nach Lemma 4.2 schwach unterhalbstetig ist, gilt:

% — : < * * < : — *.
Fi = ™ oo, Fy(M,U) < Fy(M*,U") < lim  Fy (M, Uy) = Fy
wd.N (3.1)
Also Fi,(M*,U*) = Fy und damit ist die Existenz eines Minimums bewiesen. O

Bemerkung: (H?(S!)-Schranken der semidiskreten LLG)

In Schritt 3 des vorangehenden Beweises muss gezeigt werden, dass das konstruierte
(M*,U*) die Nebenbedingung (3.1) erfiillt. Dabei ist dies nur moglich, wenn die Mini-
malfolge der Zustéinde eine uniforme Schranke in H?(S') besitzt, da entweder Schranken
in H%(S') und starke Konvergenz einer Teilfolge in L?(S!) oder nach einer partiellen In-
tegration starke Konvergenz einer Teilfolge in H'(S!) benétigt werden.

4.2 Stabilitat der optimalen Zustande und Kontrollen

Seien (M*,U*) Losungen der Probleme 4.1 zu verschiedenen Zeitschrittweiten. Dann
gilt fiir die optimalen Kontrollen:

Lemma 4.4
Es existiert eine Konstante C' unabhéngig von k, sodass fiir alle optimalen Kontrollen
U™ von Problem 4.1 gilt:

C(m,T).

2
<
H'(SY) —

J
j=1
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Beweis:

Es ist
e o2
o j * *
. ;’”* e < Fe(MC.U7)

und

F,(M*, U*) = i F.(M,U) < F,(0,0) < L |m||?
K ’ _MeAI/rIr}gl,Illerk k ’ = TR E) =5 M| oo (L) -

u.d.N (3.1)

Fiir die optimalen Zustdnde erhélt man folgendes Resultat:

Korollar 4.5
Es existiert eine Konstante C' unabhéngig von k, sodass fiir die optimalen Zustande M*
von Problem 4.1 und k > 0 geniigend klein gilt:

J-1 J-1
A 2 2
m miti mit1 mitl m. llm .
02271 H * HHZ(Sl) ’ka_;) H * HH?*(Sl) ’ka_% Hdt * HHl(SI) = C( »llmoll e sy ’T) '

Beweis:
Folgt mit Lemma 4.4 direkt aus Lemma 3.4. O

4.3 Semidiskretes Optimalitatssystem

Analog zu Abschnitt 2.2 wird das semidiskrete Optimierungsproblem 4.1 umformuliert,
um den Lagrange-Multiplikatoren-Satz, Lemma 0.9, anwenden zu koénnen.

Definiere und wiederhole dafiir folgende Réume:
Zyy = L*(SY), Zyy:=H*S"), M=H*S")", U,=H'S"

sowie zwei Abbildungen ey, : M x Uy, — Zj; und ay, : My x Uy, — Z}, 5 mit

ex(M,U) := (dtm] —aAm! — a| VM Pmd —md x AmJ —m/ x uj)' E
‘]:

ap(M,U) := m° —m,.

Problem 4.1 lésst sich damit zu folgendem &dquivalenten Problem umformulieren:

Problem 4.6
Seien m : [0,T] x S' — R3 € C®(C™®), my € H*(S') mit |mg|> =1 in S' und A > 0
gegeben.

Minimiere fiir festes k& > 0 das Funktional F}, u.d.N.

M,U
Hy: My x Uy — Zpy x Zyo, Hy(M,U) := (Z’;EM U;) =0.

)
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4.3.1 Voraussetzungen des Lagrange-Multiplikatoren-Satzes

Priife die Voraussetzungen des Lagrange-Multiplikatoren-Satzes:
o F: M x U — R ist stetig Fréchet-differenzierbar, siche Lemma 4.2,

e H), : M, x Uy — Zj1 X Z} 2 ist stetig Fréchet-differenzierbar, siehe Lemmata
4.7 und 4.8,

e Losungen von Problem 4.6 sind reguldre Punkte von Hy, siche Lemma 4.9.

Die nachfolgenden zwei Lemmata beweisen die stetige Fréchet-Differenzierbarkeit der
Nebenbedingung H;, komponentenweise.

Lemma 4.7
Die Abbildung ey : M, x Uy, — Z},; ist stetig Fréchet-differenzierbar mit Ableitung

(e ,(M,U),(6M,6U))

= (dtémj —aASm? — o|VmI T 2emI — md x AdmI — dm? x Am/

—om? x W —2a(Vm?/ ™t VémIHYym/ — mJ x 6u7) E
j=

Beweis:

Schritt 1: e, ist Gateaux-differenzierbar:

Berechne die Richtungsableitungen in Richtung § M7 fiir j = 0,...,.J, wobei alle Rich-
tungen bis auf die j. verschwinden. Leite dafiir nur die j. und j + 1. Komponente nach
dm? ab (falls diese existieren), die restlichen Ableitungen sind 0. Erhalte

, d .
(ek,M(M,U)j,JmU = df ekvM(M—l—eéM],U)j
€le=0

= %6mj —aAdm? — a|VmIH2emI — m? x Adm/!

—0m’ x Am? — dm? x u’
und

, d A
(er,m(M,U)jy1,0m) = &l exm (M +edM7,U)jt
1. 4 o
= —Eémj —20(Vm?, Vém/)ym T

Also insgesamt

(ex (M, U), 6 M)
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0
16m’/ — aAdm’ — Oz]ij_l\?&mj —mJ x A&mj —om’ x AmJ — m/ x u!
—26m! — 2a(VmJ, Vém/)miT! ’
0

0
wobei fiir 8 M° bzw. M7 nur die 1. bzw. J. Komponente abgeleitet wird.

Berechne die Richtungsableitungen U7 fiir j = 1,...,J, wobei alle Richtungen bis auf
die j. verschwinden. Diese sind alle bis auf die j. Komponente 0 und fiir diese gilt

(th(M, U)j,duj> = th(M, U+ €5Uj)j = —m’ x du’

€le=0
und damit
0
(eu(M,U),8U7) = | —mJ x du’
0
0

Erhalte somit als moglichen Kanditaten

(ex(M,U), (6M,6U))
J J )
ZekMM U),6M7) + (epu(M,U),8U7)
: ]:1

= (dtdfm] — aAdM! — o|Vm? L 2dm? — mI x Adm? — dm? x Am/

—om? x u! — 2a(VmI™ VémI™HYm/ — mJ x 6u3) -
‘7:

Da dieser Kanditat offenbar linear in der Richtung ist und sich fiir (M, U) fest beschran-
ken ldsst, siehe unten, ist er die Gateaux-Ableitung.

Es lisst sich komponentenweise fiir j = 1,...,J mit H'(S') < L*°(S!) beschrinken:

[{ex,r (M, U), 6 M) 251
< o], + a0+ 9mi o lom ],
ey [28m 2y 877 oy o e
gy 9 ey 20777 ey 198 gy [ e

< C(M,U) |6M ][y,
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bzw.

News (M, U). 60 | 1) < |

< C(M,U) [|6U ||y, -

L>=(sh) L*(sh)

5|
Schritt 2: e, ist stetig Fréchet-differenzierbar:
Nach [Ruz04, Satz 2.5] folgt aus stetig Gateaux-differenzierbar bereits stetig Fréchet-
differenzierbar und die Stetigkeit von (e} (M,U), (6M,0U)) bzgl. (M,U) ergibt sich
aus der Stetigkeit der einzelnen Operationen. O

Lemma 4.8
Die Abbildung ay : My, x Uy — Z}, 5 ist stetig Fréchet-differenzierbar mit Ableitung

(al,(M,U),(6M,8U)) = ém°.

Beweis:
Schritt 1: a; ist Gateaux-differenzierbar:
Berechne die Richtungsableitungen in Richtung é M:

(ap, (M, U),6 M) = di ap (M +e6M,U) = édm°.
€le=0

Die Richtungsableitung in Richtung dU ist 0, habe damit als moglichen Kanditaten
<(I;€(M, U)7 (6Ma 6U)> = <ak,M(Ma U)’ 6M> + <ak,U(Ma U)7 6U> = om”.

Da dieser Kanditat offenbar linear in der Richtung ist und sich fiir (M, U) fest beschran-
ken lésst, siehe unten, ist er die Gateaux-Ableitung.

(@i (M. U), (0M 8U) | gz er) = [ .

S NOM || g2s1yr1 < [[(6M,6U)|| s, wr, -
Schritt 2: a ist stetig Fréchet-differenzierbar:
Nach [Ruz04, Satz 2.5] folgt aus stetig Gateaux-differenzierbar bereits stetig Fréchet-

differenzierbar und die Stetigkeit von (a)(M,U), (6 M,6U)) bzgl. (M,U) ergibt sich
klarerweise. o

Zeige noch, dass Minima an reguldren Punkten angenommen werden.

Lemma 4.9
Sei (M*,U™) eine Losung von Problem 4.1.
Dann ist fiir £ > 0 gentigend klein (M™*,U™) ein reguldrer Punkt der Funktion H.

Beweis:
Es ist zu zeigen, dass

(V,W) s (H,(M*,U*),(V,W)) : My x Uy, = Zy1 X Zpo (: L2(sYH x HQ(Sl))
surjektiv ist. Insbesondere gilt dabei (M*,U*) € M, x Uy, also

M* e M, = H*(SY)/™ und U* € H*(SY)’.
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Sei nun (Fy, f5) € L*(S')” x H*(S!) gegeben. Finde ein (V, W) € M}, x U}, mit

Setze W = 0 und zeige, dass ein V' € M, existiert mit

(H,(M*,U"),(V,0)) = <<€k,M(JV—;*O, U*),V>> _ (1};) |

Es bleibt also zu zeigen: Es existiert ein V' € M, welches folgende lineare Differential-
gleichung, die bereits in Lemma 4.7 hergeleitet wurde, erfiillt:

(e, (M*,U), V) = (dtvj — aAv — a|VmITH 20l — 20(Vmi~ Vol Yymi

. . . . . A J
—v]xAmi—mixAvJ—v]quk). =F,

mit v = f, und damit wire Hj,(M*,U*) : M, x Uy, — Zy.1 x Zy 2 surjektiv.

Zeige die Existenz fiir k geniigend klein von V' € H'(S')’*! analog zu Schritt 2 im
Beweis von Lemma 2.7, da dort dieselbe Semidiskretisierung verwendet wurde, um ap-
proximativ die Existenz fiir das kontinuierlichen Analogon beweisen zu koénnen. Die
unabhéngige Beschranktheit der M™* folgt dabei fiir Minima aus Korollar 4.5.

Die Regularitit V € H?(S')7*! folgt wiederum mit Korollar 4.5 und da k fest ist aus
der 2. Abschétzung in Schritt 4 desselben Beweises. 0O

Bemerkung: (Existenz der Lagrange-Multiplikatoren)
Damit ist fiir festes 0 < k& < ko (SI,T,a,?ﬁ, HmOHH3(Sl)) die Existenz der Lagrange-
Multiplikatoren fiir Problem 4.1 bewiesen.

4.3.2 Aufstellen des semidiskreten Optimalitdtssystems

Nach dem Lagrange-Multiplikatoren-Satz, Lemma 0.9, existiert fiir k geniigend klein ein
Zy = (Zy1,2k2) € Zjy X Z}, 9, sodass die Lagrange-Funktion

. J—1
stationdr am Optimum (M™*,U*) wird, d.h. mit Zj; = (zi;l) - gilt
‘7:
Li,(M*,U*) = F,(M*,U*) + Z,H|,(M*,U")
J—1
=F,(M*U*) + >z, e,(M*,U")i11 + z2a;,(M*,U")
=0
J—1 )
=F.(M*U*) + k> Z e (M*U")if1 + z2a,(M*,U*) =0,
1=0
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wobei kZi, = z4,. Der Einfachheit halber wird weiterhin 2}, statt Z}, notiert.
Insbesondere gilt fiir die Richtungsableitungen, bei denen alle Eintrige bis auf die j.
Komponente verschwinden,
(L (M*,U*),6M7) =0 fiir j =0,...,J, (4.1)
(Ly(M*,U*),8U%) =0 firj=1,...,J. (4.2)

Ausgerechnet lauten fir j = 1,...,J die Gleichungen (4.1) und (4.2) unter Verwendung
der Lemmata 4.2, 4.7 und 4.8 :

(L (M*,U*), 6 M)
J—1
= (Fyp(M*,U*), 6 M) + k> (21, (e (M*,U*)i1, 6M7))
i=0

=k (m] - m(t)),0m)) — k (dzl,,6m/) — ak (2];", AomI )
— ak (zgl, yvmz;—l\Qamﬂ') —k (zggl,mz; x Aémj) —k (zggl, om? x Amz;)
— k(2" 0m7 x ul) - 20k (2], (Vm], VomI)mt!)

=0 fiir alle 6m? € H*(SY),

wobei zil = 0 gesetzt wird, sowie

J—1
(Liy (M*,U*),8U7) = (Fy (M*,U*),8U7) + > (2}, (er,u (U, M*)i11,8U7))
=0
= \k (uﬂ Juj) TPy (vug;, V(Suj) —k (zi;l,mi x (5uj)
=0 fiir alle 6u’ € H'(S").

Bemerkung: (Zusammenhang Z; und z2)
Ableiten der Lagrange-Funktion in Richtung § M, wobei alle Komponenten bis auf die
0. verschwinden, ergibt

(L (M*,U*), 6 M)
J—1
=k > (zf1, (exar(M*, U)it1, 6 M) + (242, (app (M*,U)*, 6 M"))
=0

1
=k (z%l, —Eémo —2a(Vm?, V5m0>mi> + (zkg, 6m0)
=0 fir alle dm® € H?(SY)

und somit lasst sich der Lagrange-Multiplikator zis bestimmen, sobald die anderen
Groflen berechnet wurden. Da dieser Lagrange-Multiplikator im Folgenden jedoch keine
Rolle spielt, wird er nicht mehr erwéhnt.

Damit ergibt sich fiir eine Losung (M™*,U*) des Problems 4.1 fiir k£ geniigend klein
folgendes Optimalitatssystem:

0 = dym?! — aAmi — ao|VmI 1 ?’mi — ml x AmI — mJ x ul, (4.3a)
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0 = ul — Ml — 2" xmi, (4.3b)
0= (mz; — m(ty), 5mj) _ (dtzil, 5mj) PN (z;;l, Aamz;)
—a (= [VmPomd ) — (2" ml x Adm) — (211", 6m/ x Am])  (4.3¢)
=~ (2ly",0m/ x ul) - 20 (2], (Vm], Vom/)ymi*!) fiir alle 6m/ € H*(S)

fir j = 1,...,J und mit den Anfangs- bzw. Enditerierten m? = mg und zgl =0.

Dabei entspricht die Zustandsgleichung (4.3a) mit Anfangsiterierten natiirlich der se-
midiskreten LLG, (3.1), die Optimalitdtsbedingung (4.3b) ergibt sich aus der starken
Formulierung von (4.2) und schliefllich erhélt man aus (4.1) die Adjungiertengleichung
(4.3c) mit Enditerierten.

4.4 Regularitat der Adjungierten 27,

Aus dem Lagrange-Multiplikatoren-Satz erhélt man die semidiskreten Adjungierten zil €
L*(S') fiir j = 0,...,J — 1, jedoch ergeben sich aus der Adjungiertengleichung (4.3c)
und zgl = 0 hohere Regularitaten.

Lemma 4.10
Sei (M*,U™) eine Losung von Problem 4.1.

Dann besitzt die Losung {zil}jzo der semidiskreten Adjungiertengleichung (4.3c) mit
zgl = 0 fiir £ > 0 klein genug folgende Regularitat:

J J
g5 2 [ gy # Jeh ry + 0 [, = © (ol 7).
J= j=

unabhéngig von der Zeitschrittweite k.

Beweis:
Da (M*,U*) eine Losung von Problem 4.1 ist, erhdlt man fir (M*, U”) insbesondere
die Schranken aus Lemma 4.4 und Korollar 4.5.

Schritt 1: Teste (4.3c) formal mit zgl:

Erhalte mit

(sl =) = g (o4 Ty = oy + 12" 2 )
und den Rechenregeln fiir das Kreuzprodukt:
b o P A I e

o R - - - - . -
< (m(tj) —ml, z; ) + (zfd VM2 ) - (z{€1 ,Vml x Vz]] )
. , L
+ 2« (zil, (Vml,Vzi, )miﬂ)

= +aly,+ I3+ 2aly.
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Schéatze die Terme einzeln ab:
2

hos 1”’7‘ )i, IR

L2(st

)+§H 2!
2

] 1

7j—1
2 < HVm [—C

Leo(sh) L2(sY)’

2
L%(SY)

2
L2(st)’

7j—1
+o0o HVzkl

j 1

1o cto) v |4

j—1
+ o HVzkl
j 2
kl LQ(SI)

L (St)

1< cto v

j—HH

Loo(Sh) Lo°(Sh) L2(s1)’

fiir o > 0. Absorbiere fiir ¢ klein genug, multipliziere mit k£ und summiere von [ 4 1 bis
J. Erhalte fir

Ay 7+vaﬂ 1H

—kZ Hm tj) —

N B

Leo(Sh) Leo(Sh) Leo(Sh) *HL"O(Sl) ’

LQ(SI)

wobei bei dem Term aus I der Summationsindex verschoben werden musste, mit 2, = 0
die Abschétzung

L2(sh) Z HVz L2(sY) sk Z Aj- 1sz1

j=l+1 j=l+1

%Hzéﬂ pen TP

Nach Lemma 4.4 und Korollar 4.5 kann kA; unabhéngig von j beliebig klein werden und
somit ergibt das diskrete Gronwall-Lemma

] 1
max kl
1<5<

2 J 2 N
et ka_:l V21 v < C (M lmollgae) . T) .

Schritt 2: Teste (4.3c) formal mit Azj L.
Erhalte mit partieller Integration und den Rechenregeln des Kreuzproduktes:

L2s) 2k HV k1 2LQ(Sl)
< - ( (t;) —mi, Az ) Oé(zml [Vml (- )Z?51>

_ { <Vz£1 Vml x Azj_l) + (zm Ami, x Azill)]

L2(81 ta H Zh

(zm Az{ﬂl X Amj) (zkl Az{cll X uj)
+ 2¢ [(Vzkl, (Vml, Azf€1 1>m3+1) + ( 231, (Am/, Azfgl)m?fl)
) , - .
+ (zil, (Vm, Az >Vmi+1)}
=L+alb+Is+...4+ g+ 2a(l; + ...+ ).

Einzeln abgeschétzt:

2

- (12
m(t;) — J
I < C(o) |mlty) —m? e

L2(sY)

+0HAzk1
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j—1||2 1 2
Iy <C(o) ||z L2(sY) my HLOO (sY) o H ' L2 (sh)’
1|2 1|2
I3 < C( ) vm] HLOO (s1) Vz i:l LQ(Sl) to HA i:l L2(S1) ’
I4 + I5 = 07
16 < C) [ [, 8] i, + 255
I? S C( ) ij HLOO Sl ]+1HL00 Sl) zi‘l iQ(Sl) + g HAZ‘IQII iQ(Sl) ’
12 - 12 2
Is < C( ) Amj L2(sY) j+1HL"°(Sl) zil L2(sh) +o H zkl L2(sh)’
.12 2
19 < C( ) Vm ] HLOO (s vm ]+1HL°°(S1 il L%(SY) to H Zkl L*(s') ’

fiir ¢ > 0. Absorbiere fiir ¢ klein genug, multipliziere mit k, summiere von [ + 1 bis J
und erhalte fiir

s fomif g om0 g e
-1 ooy 1M [l poe sty SR AICON I A CON
—kz{ R ] e N | MO
12 1 S 2
+ Cszl L2(Sh) w H(sY) +0vaJHL°°(Sl) H HLOO (st ?“ LQ(Sl)}’

wobei bei Termen aus I7 und Ig analog zu Schritt 1 der Summationsindex verschoben
wurde, mit z{; = 0 die Abschiitzung

+ B.

J
5 HA k1 L2(SY)

2 HV k1 L2(s sk Z Aj- 1HVZ

L3(st
9 j=l+1

Mit Lemma 4.4 und Korollar 4.5 und Schritt 1 erhalt man:

L%(St) Z HA

max HVzkl

0<j<J L2(s) <C (m, ||m0||H3(Sl) ,T) :

Schritt 3: Teste dazu (4.3c) formal mit —dtzi;lz
Erhalte mit partieller Integration:

Hdtzil 2L2(Sl) 2k HV ol L2(S1 %HVzi; L2(s1)
< — (mty) —mi iz}, ) —a (= [Vmi ' Pdiz, )
= (a2l mid x dizly) + 2 (Valy ' Vil x dizdy) + (2, Ami x diz], )|
— (=l dizly x Am]) = (207 dizdy > ul)
+ 20 [(Valy, (Vml, dizly)mith) + (2, (Ami, diz],)mi*)
+ (2, (Vi diz],) Vmith)]
=L+ aly+ I3+ ...+ I+ 2a(Is + ... + Tp).
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Schétze alle Terme analog zu Schritt 3 ab nur mit dtzil statt Azifl, verarbeite I3 wie
folgt:

2
L*(S!)

2

P O e 1

L2 (s’

m

flir o > 0. Absorbiere fiir o klein genug und erhalte mit Lemma 4.4, Korollar 4.5 und
den Resultaten aus Schritt 1 und 2

J .
kz Hdtz{ﬂ‘

Jj=1

2 _

Bemerkung: (Notwendigkeit hoherer Stabilitat fiir M™)

Im vorangegangen Beweis wird bei Schritt 2 beispielsweise im Term Ig klar, dass man
hohere Stabilitat fiir Z; nur durch bessere Stabilitéit des optimalen Zusandes M ™ erhélt.
In Kapitel 5 wird diese wiederum benétigt um den Grenzwertiibergang durchfithren zu
koénnen, vgl. Lemma 5.4.

4.5 Bessere Regularitit der optimalen Kontrolle u/

Analog zu Abschnitt 4.4 erhélt man aus der Optimalitdtsbedingung (4.3b) hohere Re-
gularitaten fiir optimale Kontrollen U* € Uy.

Proposition 4.11
Sei (M™,U™) eine Losung von Problem 4.1.
Dann besitzt fiir £ > 0 geniigend klein die optimale Kontrolle U* folgende Regularitét:

112

max Hui e
1<j<J H2(s1)

J
k Hdtuz;
=1

J

2 __
e < C (7 Imoll e . T)

wobei u? := ul und C unabhingig von der Zeitschrittweite k ist.

Beweis: '
Schritt 1: Multipliziere (4.3b) mit w?, integriere im Ort und erhalte

2

, 2 . o
j Jj—1 J a,d
A Hu* 1S <zk1 X m, u*)

(st

<o

) +A HVui
2
L2(s!)

‘ j
*

J
+JHU*

)

L%(st) L>(St)

fiir o > 0. Absorbiere fiir ¢ klein genug und erhalte mit Lemma 4.10 und Korollar 4.5

(12
j —~

max Hui
1<j<T

Analog ergibt sich bei Multiplikation von (4.3b) mit —Aul:

2

Joax, HVui HAui f:?(sl) <C (771, 70| g3 st ,T) :

ma.
L2(sY)  1<5<J
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Schritt 2: Bilde die diskrete Zeitableitung von (4.3b):
Erhalte fir j =2,...,J:
2

‘ 1 1. 1
Ayl — AdyAul = %zil Uxmi+ %zil X mJ — L Eh

_ j—1 j J—2 j
=dizyy XMl + 2z " X dyml.

Multipliziere mit dtui, integriere im Ort, multipliziere mit £ und summiere:

2
L*(sh)

2 J .
e Ak; Hthui

J
ey | diw]
j=2

< max Hm{k
0<j<J

2
L*(sh)

'] .
o C(a)ka2 Hdtzifl‘

2
L3(st)’

* OréljaSXJ Hzﬁl HiOO(SI) C(U)ka:; Hdtmi

2 J .
(s + kaz:; Hdtufk

fiir o > 0. Absorbiere fiir o klein genug und mit Lemma 4.10 und Korollar 4.5 folgt die
Behauptung. ]



5 Konvergenz des Optimalitatssystems

In diesem Kapitel wird mit Hilfe der bisher erarbeiteten Resultate das Hauptresultat,
Theorem 5.5, bewiesen, das zeigt, dass bis auf eine Teilfolge die Losungen des semidiskre-
ten Optimalitdtssystems (4.3) in einem gewissen Sinn konvergieren und ihre Grenzwerte
das kontinuierliche Optimalitatssystem (2.13) erfiillen. Um dies zu erreichen werden statt
der Iterierten nur ihre stiickweise konstanten bzw. affinen Fortsetzungen betrachtet.

Lemma 5.1

Seien (M ,U) Losungen des Problems 4.1.

Dann existiert ein w* € L®(H?) N H'(H'), m* € L*(H3) N L>®°(H?*) N H'(H") und
z* € L2 (H?)NL>®(H') N H'(L?), sodass folgende Funktionen fiir bestimmte Teilfolgen
in dem nachfolgenden Sinn fiir £ — 0 konvergieren:

utu —u stark in L*(H?"),
utu —u schwach in L*(H?),
d d
au — ﬁu* schwach in L*(H?'),
utu —* u schwach-stern in L (H?),
MM MM —m? stark in L2(H"),
MM MM —mf schwach in L*(H?),
d d
@M — am* schwach in L*(H?"),
MM M = mf schwach-stern in L™ (H?),
ZTZ 2" stark in L?(L?),
ZH Z—2* schwach in L*(H?),
%Z - %z* schwach in L?(L?),
AN AN schwach-stern in L>°(H?%),

wobei bei der Konstruktion von U die 0. Iterierte gesetzt wird als u? := ul.

Beweis:

Die schwachen und schwach-stern Konvergenzen erhélt man mit den Lemmata 0.3 und
0.4 aus der Beschranktheit der Funktionen, die in Proposition 4.11, Korollar 4.5 und
Lemma 4.10 fir £ > 0 klein genug unabhingig von der Zeitschrittweite k& bewiesen
wurden, und Lemma 0.15 sichert die Konvergenz gegen denselben Grenzwert.

Die starken Konvergenzen erhdlt man mit Aubin-Lions, Lemma 0.7, auf U4, M bzw.
Z angewandt, wieder fir £ > 0 klein genug mit den Schranken, die in Proposition
4.11, Korollar 4.5 und Lemma 4.10 unabhéngig von der Zeitschrittweite k bewiesen

83



84

wurden, und Lemma 0.15 sichert die starke Konvergenz gegen denselben Grenzwert der

KAPITEL 5 KONVERGENZ DES OPTIMALITATSSYSTEMS

entsprechenden konstanten Funktionen.

Es bleibt zu zeigen, dass (m*,u*,z*) die kontinuierlichen Optimalitdtsbedingungen
(2.13) erfillt. Mit der entsprechenden Regularitidt der auftretenden Funktionen reicht
es nach dem Fundamentallemma der Variationsrechung, [Alt06, Satz 2.21], zu zeigen,

dass die Optimalitatsbedingungen fiir Testfunktionen aus C*°(C*) erfiillt sind.

Zeige zuerst, dass (m*, u*) die Zustandsgleichung (2.13a) 16st.

Lemma 5.2
Seien m*, u* wie in Lemma 5.1 definiert und {(M,U)}, ., die konvergente Teilfolge.
Dann gilt fiir alle ¢ € C*°(C*°) und k — 0:

fOT (dM —m?, ) = 0,

1.

2. Jy (

3 0T<

4. [Fm

5 fF(m
Beweis:

AMT — Am* p) — 0,
VM~ PM*T — |[Vm**m*, ) — 0,

T x AMT —m* x Am*,cp) — 0,

TXxUT —m* xut, ) = 0.

1. und 2. sind auf Grund der schwachen Konvergenz klar.

Zu 3.:

T
/0 (VM PME — [V PVme, )

T

:/OT(|VM!2(M+—m*),<p> +/0 (VM™ = Vm*, VM )m

T
—I-/ (Vm*, VM~ — Vm*)ym*, )
0

- —2
S IVMT gy VM e 22y

M

L2 LQ) ”‘PHLOC LOO)
VM = V| 2 ) (VM 2oy 10| e oo 100 e 009
VM ey [VMT = V|| ooy M| e o) lepl] oo 20)

—0 (fiir £ — 0).

Zu 4.: Da m* x ¢ € L*(L?) ergibt sich

0

T
/ (./\/lJr x AMT —m* x Am*,cp)

_ /OT (M =m*) x AM*, ) +/OT (m* x (AM* - Am*), o)

<o

—0

‘AM

’

L2(L?)
(fiir £ — 0).

)

T
12(12) el oo (L) —/0 (AM+ — Am*,m* x <p)
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Zu 5.: Da m* x ¢ € L?(L?) ergibt sich

/OT(M+XU+—m*xu*,cp)
T

:/OT((M+_m*)Xu+v‘P)+/() (m*x(u+_u*)’¢)

T
<t = [ g Wiy — [ (0 = o < 0)

L2(L?)
—0 (fiir £ — 0).

Bemerkung: (Anfangswert m*(0))
Es gilt mit partieller Integration fiir ¢ € C*(C™), ¢(7') = 0 und k — 0:

/oT(mZ‘m) = /OT(Mt7SO) = _/OT(M’%) — (mo, ¢(0)) = - / ™ @) = (mo, 9(0)

und somit ist m*(0) = my.

Zeige nun, dass (m*,u*, z*) die Optimalitdtsbedingung (2.13b) erfillt:

Lemma 5.3

Seien m*, u*, z* wie in Lemma 5.1 definiert und {(M,U, Z)},., die konvergente Teil-
folge.

Dann gilt fiir alle ¢ € C*°(C*>) und k — 0:

LT Ut o) — I (', 0) = 0,
2. [F(VUt, V) — [ (Vu*, V) =0,
3. Jo (27, M x ) = [ff (z5,m" x¢) 0.
Beweis:
1. und 2. sind auf Grund der schwachen Konvergenz klar.
Zu 3.: Da m* x ¢ € L*(L?) ergibt sich
T T
/ (Z_,./\/fr X cp) —/ (2", m" x @)
0 0
T T
:/ (_Z‘.’*,(./\/l+ —m™) x go) +/ (Z27 —z",m" x )
0 0

T
<27l a2 ’M+ = o) 1Pl Lo ) +/0 (27 —2"m" x )

— 0. (fir £ — 0)

Zeige schliefllich, dass (m*, u*, 2*) die Adjungiertengleichung (2.13c) erfiillt:
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Lemma 5.4
Seien m*, u*, z* wie in Lemma 5.1 definiert und {(M,U, Z)},., die konvergente Teil-

folge.

Dann gilt fiir alle ¢ € C*°(C*°) und k — 0:

L J (M =mt ) = [ (m* =, 0) =0,

2. fOT %Z,cp) — OT (%z*,cp) — 0,

3. fOT (Z7,Ap) — OT(z*,Ago) — 0,

4 fy (B0, VM Pe) = i (7, [Vm*[Pe) = 0,

5. 5 (27, MY x Ap) — [ (25, m* x Ap) — 0,

6. fOT (Z7,p x AMT) — fOT (2%, x Am*) — 0,

7. fOT (Z7, o xUT) - fOT (z*, ¢ x u*) — 0,

8. Ji (ZH,(VMF,VIM®) — [ (2, (Vm*, V)ym*) — 0
Beweis:

1. gilt wegen der schwachen Konvergenz bei M™ und m™ konvergiert nach Lemma 0.16
stark, 2. und 3. sind auf Grund der schwachen Konvergenz auch klar.

Zu 4.: Da |[Vm*|?p € L2(L?) ergibt sich

/ (2 vmope) - / L (= 1vmee)

T T
:/ (27, (VM™, Y M~ — Vm*)p) +/ (27, (VM — V", Vm*)p)

0 0
T
—l—/ (Z‘ — 2", \Vm*\Qcp)
0
< HZ_HL2(L2) HVM_HLOO(Loo) [VM™ — vm*HL2(L2) H‘PHLOO(LOO)
127 g2 z2) IVMT = V|| o2 IV oo o0y 19| oo (1)
T
+/ (Z_ —z", |Vm*\2go)
0

—0 (fiir £ — 0).

Zu 5.: Da m* x Ag € L?(L?) ergibt sich

T T
/0 (Z*,./\/fr X ALp) —/0 (z",m* x Ayp)

:/OT (Z_,(M+—m*) X Acp) +/OT (Z7 —2z",m" x Ap)

< HZJF‘ 18P oo o0y + /OT (27 —2",m" x Ap)

‘MJr -m*

L2(L?)
—0 (fiir £ — 0).

L2(L?)
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Zu 6.: Da 2z* x ¢ € L?(L?) ergibt sich

T

T
/ (Z_,cp X AM*) —/ (¥, x Am™)
0 0
= /OT (Z‘ — 2", p X AM+) +/0T (Z*,SD x (AM*F *Am*))

T
S HZ_ - z*HLQ(L2) H(IDHL"O(LOO) HAM+ LQ(L2) +/0 (Z* X 907AM+ - Am*)

—0 (fiir £ — 0).
Zu 7.: Da z* x ¢ € L?*(L?) ergibt sich
T T

/(Ziwxuﬂ—/)@ﬁwxw)

0 0
T

_/ (z"—Z7) x Ll+,<,o) / (z* x (u* —U+),Lp)

0

7 (w2 <)
L2 L2 LOO(LOO) ’ ¥

=12 = 272z

—0 (fiir £ — 0).

Zu 8.: Mit Hilfe der Grassmann-Identitat erhalt man

/OT (ZJF’ <VM+7V<P>M.) _ /OT (2:*7 <vm*7vcp>m*)

- /OT (zt (VMT, M')W) - /OT (2%, (Vm", m")Vy)
+ /OT (24, VM x (M* x V) - /OT (2%, Vm* x (m” x Vo))
=I+1I,

wobei mit (Vm*, m*)Ve bzw. Vm* x (m* x Vi) € L*(L?) gilt

I= /T( AVMT, M® - m*) V) + /OT (27 (VM* = Vm*, m*) Vo)

+/ Zt—z* (Vm*,m >V<p>
+ o .
= HZ L2(L?) HLOO(LOO) [M* —m ||L2(L2) ”V‘PHLoo(LOO)
+ + %
HZ L2 L2) VM —V’I’TL LQ L2 Hm HLOO L°° HV()OHLOO(LOO)
+/ A(Vm*,m >Vgo>

—0 (fiir £ — 0),
II= /T (Z+ VMT x (M® —m*) x ch)) + /OT (Z+, (VMT — VYm*) x (m* x Vga))

—l—/ ), Vm™ x (m* chp))
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‘VM L2(L>®)

‘vx\/ﬁ B

= “Z+”L°°(L2)

]

IM® =2 2 [V e )

2]

L2) L2(L2) ||m*||L2(L°°) ||VSOHL2(L2)

T
+/ <Z+ — 25, Vm* x (m* x Vgo))
0
—0 (fiir £ — 0).

Bemerkung: (Notwendigkeit hoherer Stabilitat der M bzw. Z)

Im vorangegangen Beweis sicht man bespielsweise bei 4. bereits im ersten Summanden,
dass die starke L?(H')-Konvergenz der M~ notwendig ist bzw. um dies zu umgehen
wiirde man nach einer partiellen Integration Z~ in L>°(H') benétigen. Da sich diese
Regularitdt von Z~ nicht ohne die hohere Regularitit von M herleiten lassen, vgl.
Lemma 4.10, wurde mgy € H?(S') gewihlt, um somit mit Lemma 3.4 alle benétigten
Schranken zu erhalten.

Bemerkung: (Endwert z*(T"))
Es gilt mit partieller Integration fiir ¢ € C*(C*), ¢(0) = 0 und k& — 0:

/OT(Z;‘P) — /OT(Zta‘P) = —/OT(Z,cpt) — _/OT(Z*,got)

und somit ist z*(7") = 0.

Zusammenfassend ergibt sich das Hauptresultat:

Theorem 5.5

Die Funktionen w* € L*®(H?) N H'(H'), m* € L?>(H?) N L*(H?*) N H'(H') und
z* € L2 (H?)NL®(HY)NH'(L?) - wie in Lemma 5.1 definiert - 16sen das kontinuierliche
Optimalitatssystem (2.13).

Weiter existiert eine Teilfolge der optimalen semidiskreten Kontrollen U, sodass fiir
k — 0 gilt:

UT U — u* stark in L>(H').

Beweis:

Die Lemmata 5.2 bis 5.4 (und ihre Bemerkungen) zeigen zusammen mit der Eindeutigkeit
des Grenzwertes und dem Fundamentallemma der Variationsrechnung, dass (m*, u*, z*)
das kontinuierliche Optimalitatssystem (2.13) erfiillt.

Die starke Konvergenz einer Teilfolge der optimalen Kontrollen folgt aus Lemma 5.1. o
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Anhang

MaBtheorie

In Lemma 2.7 ist fiir die starke Konvergenz der Projektion notwendig, dass
U {2 € L2(D)| pil4,1) € Po} dicht in L(1).
k—0

Beweisidee: Sei v € L?(I) mit I ein endliches Intervall.

Schritt 1: Betrachte die Definition des Lebesgue-Integrals:
Per Definition 3¢; € L?(I) einfache Funktionen, d.h.

J;
¢i = Z A5 XAz
j=1

wobei A; C I messbar, a; € R, x die charakteristische Funktion bezeichnet und ¢; — v
in L2(I) fiir i — oco.

Schritt 2: Es geniigt also ein y4 in L?(I) zu approximieren:
Verwende dafiir die duflere Regularitit des Lebesgue-Mafles i, d.h.

w(A)= _inf  p(V) < 3IV; offen : u(V;) \ u(A) fiir i — oo

ACYV offen

& 3V; offen : xy; — xa in L*(I) fiir i — oc.

Schritt 3: Es geniigt also ein yy in L?(I) zu approximieren mit V' C I offen:
Dabei lésst sich V' wie folgt schreiben:

V= (aiaﬁi) )

(G

s
Il
—

mit «;, 5; € R, a; < B; und alle Intervalle paarweise disjunkt.

Dann gilt

(V)= o, B2).

i=1
Da diese Summe absolut konvergiert, sei sie 0.B.d.A so angeordnet, dass 3; —a; > f;—«;
fiir alle 7 < j, also gilt damit

N

N
S (@i, B2)) = (V) & 3" Xangy — xv in ZA(I)  (fiir N — oo).
=1 =1
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Schritt 4: Es geniigt also ein einzelnes x (4, g) zu approximieren:

Verwende, dass R eine abzéhlbare Topologie besitzt, also existieren a;, BZ € QundieN,
wobei a; < a; und §; > §; fiir alle ¢ < j mit

(047/8) =

T

@
Il
—_

(&z‘, Bz) ,

sodass gilt

(@i, i) = (@, B) & X 5,5, = Xap) n LP(I) (fiir i = o0).

[T
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