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Vorwort

In dieser Arbeit tiber Differentialgeometrie behandeln wir das zweite Kapitel aus dem
Buch ,, Morse Homology” von Matthias Schwarz [Schg3]. Der funktionalanalytische Zu-
gang zur Morse-Homologie, den wir hier vorstellen, kann als eine endlich-dimensionale
Version der Floer-Homologie, welche Gegenstand aktueller Forschung ist, verstanden
werden. Wir setzen beim Leser keine Kenntnisse der Morse-Theorie voraus und fassen
deshalb kurz die wesentliche Theoreme zusammen.

Wiederholung der Morse-Theorie

Die Morse-Theorie, welche man Marston Morse zu Ehren benannt hat, ist dem Gebiet
der Differentialtopologie zugeordnet. Indem man spezielle differenzierbare Funktionen
auf einer glatten Mannigfaltigkeit betrachtet, erhdlt man einen direkten Zugang zu
seiner Topologie. Die dlteste dem Autor bekannte Veroffentlichung von Marston Morse
erschien 1929 in der Transactions of the American Mathematical Society.

Fiir die Wiederholung sei M" eine glatte Mannigfaltigkeit ohne Rand und f: M — R
eine glatte Abbildung. Wir setzen voraus, dass dem Leser die Begriffe Homotopie®,
relative Homotopie?, Homotopietyp3 und Deformationsretrakt* bekannt sind. Die
Definitionen stehen unten als Fufinoten, aber fiir den Inhalt dieser Arbeit sind sie nicht
wichtig.

Definition. Wir nennen p € M einen kritischen Punkt von f, wenn df, = 0 ist. Wir

2
nennen einen kritischen Punkt p € M nicht-degeneriert, wenn die Hessische (% p)i
nicht-ausgeartet ist. Sei p ein nicht-degenerierter kritischer Punkt von f. Unter dem

'Seien fy, f1: X — Y stetige Abbildungen zwischen topologischen Raumen. Wir sagen, dass f; homotop
zu fj ist, wenn es eine Familie von stetigen Abbildungen f;: X — Y gibt, wobei ¢ € [0,1] sei, so
dass die induzierte Abbildung F: X x [0,1] — Y, die gegeben ist durch F(x, t) = f;(x), stetig ist. Die
Familie (f;) nennt man eine Homotopie von f nach fj.

2Gei A C X und fy|A = f1|A. Wir sagen, dass fy homotop relativ A zu f; ist, wenn es eine Familie
von stetigen Abbildungen f;: X — Y gibt, wobei t € [0,1] sei, so dass Vt € [0,1] fy|A = fy|lA = f1]A
gelte und die induzierte Abbildung F: X x [0,1] — Y stetig sei. Die Familie (f;) nennen wir eine
Homotopie relativ A von fy nach f;.

3Wir sagen, dass X denselben Homotopietyp wie Y hat, wenn es stetige Abbildungen f: X — Y und
g:Y — X gibt, so dass f o g homotop zu 1y und g o f homotop zu 1y ist. f nennen wir dann eine
Homotopiedquivalenz.

4Ein Deformationsretrakt von X auf einen Teilraum A ist eine Homotopie relativ A von der Inklusion
A — X und der Identitit 1x: X — X.
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Morse-Index von p verstehen wir die maximale Dimension aller Unterrdume U C R",
2
so dass (% |p)ij|(U x U) negativ definit ist.> Wir bezeichnen den Index mit y(p).
Wir nennen f eine Morse-Funktion, wenn alle kritischen Punkte von f nicht-
degeneriert sind. Wir nennen eine Morse-Funktion koerziv, wenn fiir alle 2 € R
das Sublevel M? := f~!(—o0,a] kompakt ist.

Wir mochten ein einfaches Beispiel fiir einen kriti-
schen nicht-degenerierten Punkt geben: Betrachte
die Abbildung f: R> - R, (x,y) — —x>+y>.
Es gilt grad £(0,0) = 0, die Hessische lautet (' ?).
Somit ist der Punkt 0 € R? ein nicht-degenerierter
kritischer Punkt von f und sein Morse-Index lautet
#(0) = 1. Das rechte Bild illustriert gut, wieso man
hier von einem Sattelpunkt spricht.

Das Morse-Lemma besagt nun: Wenn f einen kritischen nicht-degenerierten Punkt
besitzt, dann existiert eine Karte um diesen Punkt, so dass die lokale Darstellung von
f bzgl. dieser Karte ein rein quadratisches Polynom von der Bauart wie im obigen
Beispiel ist. Wie viele Monome ein positives bzw. negatives Vorzeichen bekommen,
wird durch den Morse-Index festgelegt.

Lemma (Morse-Lemma). Sei p ein nicht-degenerierter kritischer Punkt von f mit u(p) = A.
Dann existiert eine Karte ¢: U — V C, R" um p, wobei ¢ = (x',...,x") und ¢(p) = 0 ist,
so dass f die lokale Darstellung

foot=f(p) - - -ttt

hat. Eine solche Karte ¢ nennen wir auch eine Morse-Karte um p.

Ein einfaches Korollar des Morse-Lemmas ist, dass die kritischen Punkte einer
Morse-Funktion isoliert sein miissen.

In der Morse-Theorie studiert man die Untermannigfaltigkeiten M* := {p € M |
f(p) < a}, wobei a ein reguldrer Wert von f sei, d.h. Vp € f~1(a) ist df, surjektiv also
df, # 0. Das nidchste Theorem beschreibt wie sich der Homotopietyp von M* @ndert,
wenn a grofler wird.

Theorem. Sei a,b € R mit a < b. Sei auflerdem f~'([a,b]) kompakt (das ist z.B. gegeben,
wenn M kompakt ist oder f koerziv ist).

(a) Enthilt f~1([a, b)) keine kritischen Punkte von f, dann ist M homdomorph zu MP.
Genauer: M*® ist ein Deformationsretrakt von M?, so dass die Inklusion M — M? eine
Homotopieiquivalenz ist.

5Nach dem Tragheitssatz von Silvester ist der Morse-Index wohldefiniert.
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(b) Enthiilt f~1([a,b]) genau einen nicht-degenerierten kritischen Punkt p mit a < f(p) < b,
dann hat M den Homotopietyp von M* verklebt mit einer A-Zelle.®

Wir mochten anhand des Standardbeispiels der Morse-Theorie veranschaulichen, wie
man das obige Theorem verstehen soll.
Sei M der Torus. Man stelle den Torus auf die x, y-
Ebene. Wihle als Morse-Funktion die Projektion
auf der z-Achse. Im rechten Bild sind verschie-
dene Niveaus dieser Morse-Funktion gezeichnet
worden. Kritische Niveaus sind rot gezeichnet
worden. (M, f) besitzt vier kritische Punkte, wo-
bei drei zu sehen sind (der tiefste Punkt vom
Torus ist auch ein kritischer Punkt). Nenne diese -

Punkte p1, p2, p3, pa, wobei p; der hochste und \
pa der tiefste Punkt sei. —

Firi = 1,...,4 sei w; := f(p;). Die Morse-Indizes der kritischen Punkte lauten
1(ps) =2, u(p3) = p(p2) =1 und p(p1) = 0. Es gibt kein p € M mit f(p) < wy, da ps
der tiefste Punkt ist. Deshalb muss Va < wjy fiir das Sublevel M* = @ gelten. Wenn a
den kritischen Wert w, passiert, dann sieht M* wie ein Schale aus. Dieses Objekt ist
homoomorph zu einer 2-Zelle. Wenn a den kritischen Wert w3 passiert, dann beobachtet
man das rechte Bild:

Da pu(p2) = 1 ist, sagt unser Theorem voraus, dass der Homotopietyp von M* der
eines Korbes verklebt mit einem Henkel (eine 1-Zelle) sein muss. Das haben wir
im linken Bild gezeichnet. Man kann gut erkennen, dass man den linke Raum als
Deformationsretrakt vom rechten Raum realisieren kann, also ist der Homotopietyp
von M? der von M? verklebt mit einer 1-Zelle, wobei wy < a’ < w3 sei.

Passiert a nun den kritischen Wert w,, dann beobachtet man das rechte Bild:

6Eine A-Zelle ist die Einheitskreisscheibe im R?. Der Rand der Einheitskreisscheibe wird an M*? verklebt.



Der kritische Punkt p3 hat ebenfalls den Morse-Index 1. Deshalb haben wir im linken
Bild M fiir w3 < b < w, mit einer 1-Zelle verklebt gezeichnet. Auch hier beobachtet
man, dass das linke Bild ein Deformationsretrakt vom rechten Bild ist.

Passiert man schliefSlich den letzten kritischen Wert w;, so muss man nur noch eine
0-Zelle, d.h.einen Punkt, hinzufiigen. Damit hat man der Topologie des Torus die
Struktur eines CW-Komplexes gegeben.

Eine Folgerung des obigen Theorems, die gleichzeitig einen Hohepunkt der klassi-
schen Morse-Theorie darstellt, ist das bertihmte Theorem der starken Morse-Ungleichungen,
welches wir der Vollstandigkeit halber ebenfalls zitieren. Diese Ungleichungen geben
untere Schranken fiir die Anzahl der kritischen Punkte einer Morse-Funktion vor.

Theorem (Morse-Ungleichungen). Sei by die k-te Bettizahl von M (das ist die Dimension
der Kohomologiegruppe H*(M,R)) und sei ¢, die Anzahl der kritischen Punkte vom Index k
von f. Wenn f ein Morse-Funktion ist, dann gilt fiir alle k = 1,...,n — 1 die Ungleichung

Ck — Ck—1 + Cp—p — -+ (—1)kC0 > bk — bk71 + bk,Z — e+ (—1)kb0.
Weiterhin gilt die Gleichung
(=1)fex = x(M),

M:

T
o

wobei die Euler-Charakteristik x(M

~—

definiert ist durch

n

X(M) = Y (=1)*b.

k=0

In dem Standard-Beispiel der Morse-Theorie gilt co =1, ¢c; =2 und c; = 1. Da M
zusammenhdngend ist, ist by = 1. Da M kompakt ist und keinen Rand besitzt, gilt
wegen der Poincaré-Dualitdt b, = 1. Mithilfe der Morse-Ungleichungen rechnet man
nun leicht aus, dass b; = 2 sein muss.

Inhalt der Arbeit: Morse-Homologie

Wir mochten einen Uberblick iiber die Thematik geben: Ende der 8oer Jahre publizierte
Andreas Floer mehrere Artikel, in denen er eine Homologie-Theorie entwickelte, die
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er dann anschlieffend benutzen konnte, um die berithmte Arnold Vermutung aus der
mathematischen Physik zeigen zu kdénnen. Diese Homologie-Theorie nennt man heute
Floer-Homologie. Man sagt, dass sich Andreas Floer von der Morse-Homologie hat
inspirieren lassen. Die Morse-Homologie wurde implizit von Stephen Smale in den
50er Jahren entdeckt und von Edward Witten in 1982 wiederentdeckt. Klassische Morse-
Homologie ldsst sich nicht auf den Rdéumen der Arnold Vermutung entwickeln, da der
Morse-Index in dieser Situation i.Allg. unendlich ist. Aber der relative Morse-Index bleibt
endlich. Damit hatte Andreas Floer einen Ansatzpunkt um seine Homologie-Theorie
entwickeln zu konnen.

Die Morse-Homologie, wie sie von Smale, Milnor und anderen entwickelt wurde,
wird in [Schg3] mit mehr analytischen Methoden neu entwickelt, die dann auf den
unendlich-dimensionalen Fall der Floer-Homologie verallgemeinert werden konnen.
In dieser Arbeit habe ich mir das zweite Kapitel , The trajectory space” ausgesucht und
einen Abschnitt darin ausfiihrlich ausgearbeitet. Im folgenden formulieren wir das
Haupttheorem dieser Diplomarbeit formulieren und auf technische Schwierigkeiten
hinweisen. Fiir diesen Abschnitt sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit und
f: M — R eine Morse-Funktion.

Die neue Idee in der Morse-Homologie ist, dass man nicht mehr die Unterman-
nigfaltigkeiten M? betrachtet, sondern das negative Gradienten-Vektorfeld — grad f.
Stephen Smale hat in einem Artikel gezeigt, dass man die Morse-Ungleichungen aus
dem dynamischen System von — grad f erhélt, wenn man vom Paar (f, g) eine gewisse
Transversalitdtsbedingung verlangt, welche wir im Folgenden als die Morse-Smale
Bedingung bezeichnen.” Man untersucht die Integralkurven, die von einem kritischen
Punkt ,starten” und in einen anderen kritischen Punkt , miinden”.

Definition. Sei f eine koerzive Morse-Funktion, seien x,y € M kritische Punkte von f
und sei & eine Integralkurve von — grad f. Wir nennen « eine Instantone von x nach y,
wenn lim;_, o a(t) = x und lim;_, «(f) = y ist (man beachte, dass die Integralkurve
fur alle Zeiten existiert, da f koerziv ist). Die Menge aller Instantonen von x nach y,
M?y, bezeichnen wir als den Trajektorienraum von x nach y.

Wir bezeichnen den relativen Morse-Index von x, y als die Zahl p(x) — u(y).

In [Schg3] verfolgt man die Strategie, dass man dem Trajektorienraum Mé,y die
Struktur einer endlich-dimensionalen Hilbert-Untermannigfaltigkeit gibt. In dieser
Arbeit werden wir ausgiebig die erforderlichen analytischen Grundlagen erarbeiten
und anschliefend die Sobolev-Mannigfaltigkeit P;;; (R, M) konstruieren. Anschlieffend
werden wir das Hilbertraum-Biindel H'*ty, {iber 73;,’5 (R, M) definieren und darauf
den glatte Schnitt

®: PIA(R,M) — H" 1y, ¢+ ¢+gradfoce L2(c"TM)

7Die stabile und unstabile Mannigfaltigkeit eines kritischen Punktes miissen sich transversal schneiden.
Diese Begriffe prazisieren wir in Abschnitt 2.3; vgl. [Sma6o].
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betrachten, wobei ¢ die schwache Ableitung von c sei.

Theorem. Scien (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit, f: M — R eine Morse-Funktion
und x,y kritische Punkte von f. Es existiert dann ein Baire-Raum G mit ¢ € G, dessen
Elemente riemannschen Metriken sind. Bis auf eine Ausnahmemenge der 1. Baire Kategorie
gilt fiir alle Metriken ¢’ € G, dass das Paar (f,g') Morse-Smale ist. Der Trajektorienraum
/\/l{;,y (grad f sei bzgl. eines Morse-Smale Paares (f,g') gebildet) zwischen zwei kritischen

Punkten von f ist eine endlich-dimensionale Hilbert-Untermannigfaltigkeit. Falls /\/lf;,y nicht-
leer ist, dann ist ihre Dimension auf jeder Zusammenhangskomponente gleich dem relativen
Morse-Index von x,y, d.h. es gilt die Formel

dim M}, = p(x) — p(y).

Wir mochten anhand eines Beispiels das bisher gesagt illustrieren:

Wir starten mit dem Standardbeispiel der .
Morse-Theorie, d.h. M sei der Torus im R?, . f(x,y,z) =z
der aufrecht auf der x,y-Ebene steht. Die
Morse-Funktion sei die Projektion auf die
z-Achse. Wir versehen den Torus mit der Yy
induzierten Metrik ¢ des R°.

Das Paar (f, g) ist nicht Morse-Smale, d.h. wir miissen die riemannsche Metrik ¢ ein
wenig storen um eine neue Metrik ¢ zu erhalten, so dass (f,$) Morse-Smale ist. Eine
solche Storung kann man realisieren indem man den Torus ein wenig nach , vorne”
neigt.® Im néchsten Bild skizzieren wir den ,geneigten Torus” mit seinem negativen
Gradienten-Vektorfeld — grad f:

8In Abschnitt 2.3 werden wir uns an dieser Stelle mit einer schwachen Existenzaussage begniigen
miissen. In einem Artikel von Raoul Bott[Bot88] wird behauptet, dass die explizite Berechenbarkeit des
Morse-Kettenkomplexes (im homologischen Sinne) i.Allg. an der schwachen Existenzaussage scheitert.
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Wir erldutern das Bild: Die vier roten Kugeln sollen die kritischen Punkte von (M, f)
darstellen. Diese haben wegen der Neigung des Torus leicht gednderte Koordinaten im
Vergleich zum Standardbeispiel der Morse-Theorie. Weiterhin erkennt man, dass alle
Integralkurven von — grad f nach unten fliefen (das ist bedingt durch das negative
Vorzeichen vor grad f). Es wurden alle Integralkurven gezeichnet, welche von einem der
beiden mittleren Punkte ,starten” oder in einen der beiden mittleren Punkte , miinden”.
Man kann gut erkennen, dass es wegen der leichten Neigung keine Integralkurve gibt,
welche zwei mittlere kritische Punkte miteinander verbindet. Aus diesem Grund ist
das neue Tupel (f, g) Morse-Smale (ohne Beweis).

Betrachte nun die beiden unteren kritischen Punkte des Torus. y sei der tiefste
kritische Punkt und x der dartiber. Es gilt y(x) = 1 und pu(y) = 0, d.h. der relative
Morse-Index von x, y lautet 1. Wir mochten nun plausibel machen, wieso ./\/lj;,y genau
einen Freiheitsgrad besitzt. Betrachte um x eine Morse-Karte ¢:

Bog!

—gradfog! //// \\\

Morse-Karte ¢ um x

TN
A7

y aoqp*

Im linken Bild haben wir die Neigung des Torus ignoriert, um ihn besser zeichnen zu
konnen. Im rechten Bild haben wir — grad f o ¢! qualitativ gezeichnet.9 Man kann im
rechten Bild gut erkennen, dass es nur zwei Richtungen gibt, aus denen eine Instantone
von x nach y starten kann. Wegen der Eindeutigkeit der ODE muss also jede andere
Instantone von x nach y eine Umparametrisierung von « bzw. 8 sein, denn alle anderen
Integralkurven flieflen an dem kritischen Punkt vorbei. Wenn wir nun die Instantone a

fixieren, dann hat ein lokales Koordinatensystem um a € /\/lf;y folgende Form:

R— M, tesa(-+1),

wobei
a(-+t): R—>M, T a(t+t)

9Tatsdchlich haben wir rechts den Gradienten von —x? + 2 gezeichnet, d.h. Integralkurven vom Vektor-
feld (722;) Es gilt —grad fo ¢! = (g"(x,y)) (E2yx), wobei die Matrix (g"/(x)) die lokale Darstellung
der riemannschen Metrik bzgl. ¢ sei. Wegen der speziellen Lage des kritischen Punktes gilt g(0) = 6%,
wobei 6" das Kronecker-Delta sei und wir ausgenutzt haben, dass ¢ eine zentrierte Karte ist. I. Allg. ist
zu erwarten, dass die Kurven links und rechts neben a o ¢~ bzw. B o ¢! etwas verzerrter verlaufen.
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sei. Man sieht also, dass /\/l?y genau einen Freiheitsgrad besitzt.

Fiir den Fall, dass x der oberste kritische Punkt und y der unterste kritische Punkt
ist, macht man sich klar, dass alle Instantonen, die nicht in M{;y liegen, bereits im
Bild eingezeichnet worden sind. Man erkennt also, dass bis auf einer Nullmenge (bzgl.
dem Oberflachenmafs des Torus) jeder Punkt auf dem Torus von einer Instantone in
/\/lﬁ:,y getroffen wird. Da diese Oberfliche zweidimensional ist, kann man das als ein

Plausibilitdtsargument nehmen, dass ./\/lj;ly zwei Freiheitsgrade besitzt.
Als nichstes beschreiben wir den Aufbau dieser Diplomarbeit. Die Ausarbeitung ist
grob in zwei Kapitel unterteilt.

¢ Im ersten Kapitel erarbeiten wir uns die wesentlichen analytischen Hilfsmittel. Wir
beginnen mit Grundbegriffen aus der linearen Funktionalanalysis, die in dieser
Form moglicherweise nicht in jeder Funktionalanalysis Vorlesung vorkommen.
Dazu gehoren vollstindig normierbare topologische Vektorriume, der Raum der k-
fach multilinearen beschrinkten Operatoren, topologische Komplementierbarkeit von
Unterrdaumen und Fredholm-Operatoren. Danach gehen wir zur Nichtlinearen
Funktionalanalysis tiber und kldren dort den Begriff des Fréchet-Differentials und
formulieren dann den Satz von Sard-Smale.

Der Abschnitt 1.3 stellt einen wichtigen Punkt in dieser Diplomarbeit dar. Dort
definieren wir Banach- und Hilbert-Mannigfaltigkeiten und behandeln u.a. den Satz
vom reguliiren Wert und definieren Banachraum-Biindel. Anschliefsend deuten wir
an, wie man den Zusammenhang auf Banach-Mannigfaltigkeiten definieren kénnte
und stellen dann die Spaltung des Doppelten Tangentialbiindels T(TM) vor.

Im Abschnitt 1.4 konstruieren wir die Sobolev-Mannigfaltigkeit 733%[5 (R, M) und
versuchen auf moglichst alle technischen Probleme einzugehen.

¢ Im zweiten Kapitel wenden wir unsere analytische Vorarbeit auf die Morse-
Homologie an. Wie bereits im Vorwort angedeutet, versuchen wir dem Trajektori-
enraum /\/lf;y die Struktur einer endlich-dimensionalen Hilbert-Untermannigfal-
tigkeit zu geben, indem wir den glatten Schnitt

c—c¢+gradfoc

untersuchen. Zuerst zeigen wir, dass das Nullstellengebilde dieses Schnittes genau
der Trajektorienraum /\/l];,y ist. AnschlieSend betrachten wir das Differential
und zeigen mithilfe funktionalanalytischer Methoden, dass dieser Operator ein
Fredholm-Operator ist. Anschlieflend zeigen wir, dass sein Fredholm-Index gleich
dem relativen Morse-Index ist. Im nachsten Schritt modifizieren wir den Schnitt
zu

c—c¢+Asgradfog,

wobei A ein geeigneter glatter Schnitt im Endomorphismen Biindel von TM ist.
Der Term A soll dabei also ausdriicken, dass wir den Gradienten bzgl. einer



anderen riemannschen Metrik ¢ bilden. Auf diese Art werden wir eine geeignete
Menge von Metriken konstruieren, so dass fast alle Metriken in dieser Menge die
Morse-Smale Bedingung erfiillen. Zum Schluss fassen wir alle Ergebnisse zum
Haupt-Theorem zusammen.

Notation

Zur Notation: Wir verkiirzen die Formulierung ,sei U eine offen Teilmenge von M"”
durch ,U C, M”. Falls U eine offen Umgebung von p € M ist, schreiben wir auch
Uu=u(p) S, M.

Fiir den analytischen Teil: Wenn eine Konstante M von anderen Konstanten oder
Mengen abhéngt, z.B. hinge M von ¢ > 0 und der Menge X ab, dann schreiben wir
einfach M = M(¢g, X) € R. Dann bedeutet z.B. § = §(¢) > 0, dass es fiire > 0ein 6 > 0
gibt, welches von ¢ abhédngen darf.
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1. Analytische Hilfsmittel

Sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit ohne Rand und f: M — R eine Morse-
Funktion auf M. Sei grad f: M — TM das Gradienten-Vektorfeld von f. Der Trajek-
torienraum zum negativen Gradientenfluss von f ist definiert durch die Menge aller
maximalen glatten Kurven, welche die ODE

¢=—gradfoc

erfiillen. Ziel dieses Kapitels ist es, die notwendigen analytischen Hilfsmittel zu erar-
beiten, so dass wir den Trajektorienraum als eine abgeschlossene Hilbert-Untermannig-
faltigkeit betrachten konnen.

1.1. Lineare Funktionalanalysis

Im folgenden sei K € {IR,C}. Fiir die Abschnitte 1.1 und 1.2 seien alle Vektorraume
KK-Vektorraume, aufler es wird explizit etwas anderes gefordert.

I. Grundbegriffe

Definition 1.1.1 (Topologie). Sei X eine Menge und ¢ eine Teilmenge der Potenzmenge
von X. Wir nennen ¢ eine Topologie auf X, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

(i) @€eound X € 0.

(ii) Ist I eine Indexmenge, so dass fiir jedes i € I die Menge U; € ¢ ist, dann muss
UiEI Uz' € 0 sein.

(iii) Wenn Uy € o und U, € o sind, dann muss Uy N U € o sein.

Das Tupel (X, o) (oder kiirzer: X) nennen wir einen topologischen Raum und die Ele-
mente in ¢ bezeichnen wir als offene Mengen. Das mengentheoretische Komplement
einer offenen Menge bezeichnen wir als abgeschlossene Menge.

Seien X, Y topologische Rdume und f: X — Y eine Abbildung. Wir nennen f eine
stetige Abbildung, wenn Urbilder offener Mengen offen sind. Wir nennen eine stetige
Abbildung ein Homdomorphismus, wenn sie eine stetige Umkehrabbildung besitzt.

Definition 1.1.2 (Metrischer Raum). Sei X eine Menge. Eine Abbildung d: X x X — R
heifit eine Metrik auf X, wenn d folgende Eigenschaften erfiillt:



(i) Fur alle x,y € X gilt d(x,y) > 0. Weiterhin gilt
dx,y) =0 < x=uy.
Diese Eigenschaft nennen wir Definitheit.
(ii) Fur alle x,y € X gilt
d(x,y) = d(y, x).
Diese Eigenschaft nennen wir Symmetrie.
(iii) Fur x,y,z € X gilt
d(x,y) < d(x,2) +d(z,y).
Diese Ungleichung nennen wir Dreiecks-Ungleichung.
Das Tupel (X, d) nennt man einen metrischen Raum (Falls die Metrik klar ist, schreibt
man nur X).

Wir nennen (x,) C X eine konvergente Folge, wenn es ein x € X gibt, so dass fiir
allee > 0 ein N = N(¢) € N existiert, so dass fiir alle n > N die Ungleichung

d(xp,x) <e

erfiillt ist. Wir nennen (x,) C X eine Cauchy-Folge, wenn fiir alle ¢ > 0 ein N =
N(e) € N existiert, so dass fiir alle n,m > N die Ungleichung

d(xp, xpm) < €

erfiillt ist. Wir nennen einen metrischen Raum vollstindig, wenn alle Cauchy-Folgen
konvergieren.

Seien (X, dx) und (Y, dy) zwei metrische Riume und f: X — Y eine Abbildung. Wir
sagen, f ist stetig in x € X, wenn es fiir alle ¢ > 0 ein § = J(¢) > 0 gibt, so dass fiir alle
x" € X mit dx(x,x") < J die Ungleichung

dy (f(x), f(x')) <e

erfiillt ist. Wir nennen f eine stetig Abbildung, wenn f in jedem Punkt aus seinem
Definitionsbereich stetig ist.

Eine stetige Abbildung heifst Homéomorphismus, wenn sie eine stetige Umkehrab-
bildung besitzt.

Kommentar 1.1.3. Sei (X, dx) ein metrischer Raum und sei 0, die Menge aller Teil-
mengen U C X, die folgende Eigenschaft erfiillen: Fiir alle x € U gibt es ein & > 0, so
dass der offene Ball um x mit Radius ¢, d.i. die Menge

B(x,e) :={y € X | dx(x,y) < e},



in U enthalten ist.

Man kann zeigen, dass 0, eine Topologie auf X ist. Wir nennen sie die metrische
Topologie. Es ist eine beliebte Ubungsaufgabe, zu zeigen, dass fiir ein beliebiges x € X
und ein beliebiges ¢ > 0 die Menge B(x, ¢) ein Element in oy, ist.

Weiterhin kann man zeigen, dass eine Teilmenge A C X genau dann abgeschlossen
ist, wenn jede konvergente Folge (a,) C A ihren Grenzwert in A hat.

Es ist nicht schwer zu sehen, dass eine Funktion stetig im Sinne von Definition 1.1.3
ist genau dann, wenn sie stetig bzgl. der metrischen Topologie ist im Sinne von Defini-
tion 1.1.1. Sofern wir nichts anderes fordern, betrachten wir ab jetzt einen metrischen
Raum immer mit seiner metrischen Topologie.

Wir nennen einen topologischen Raum X (vollstindig) metrisierbar, wenn er ho-
moomorph zu einem (vollstindigen) metrischen Raum ist.

Definition 1.1.4 (Banachraum). Sei X ein K-Vektorraum. Eine Abbildung ||.||: X — R
heifit eine Norm auf X, wenn folgende Eigenschaften erfiillt sind:

(i) VA € Kund Vx € X gilt
[A-x[[ = |A] - [|x]].

Diese Eigenschaft nennen wir Homogenitit.
(i) Vx,y € X gilt
I+ yll < llxll -+ lyll-
Diese Ungleichung nennen wir Dreiecks-Ungleichung.
(iii) Vx € X gilt
x| =0 = x=0.

Diese Eigenschaft nennen wir positive Definitheit.

Das Tupel (X, || .||) nennen wir einen normierten Vektorraum (Falls die Norm klar ist,
schreibt man nur X).

Es ist nicht schwer zu sehen, dass die Abbildung (x,y) — ||x — y|| eine Metrik
auf X definiert. Wir nennen einen normierten Vektorraum vollstindig, wenn er bzgl.
der obigen Metrik vollstindig ist. Ein Banachraum ist ein vollstindig normierter
Vektorraum.

Definition 1.1.5 (Hilbertraum). Sei H ein K-Vektorraum. Eine Abbildung (., .): H x
H — K heifst Skalarprodukt auf H, wenn folgende Eigenschaften erfiillt sind:

(i) VYo1,v,w € Hund A € K gilt

(01 + Avg, w) = (v1, w) + A(v, w).



(ii) Vo,w € H gilt

(ili) Vo € H gilt

(iv) Vv € H gilt
(v,v) =0 = o©v=0.

Man kann zeigen, dass die Abbildung v + ||v|| := (v,v)!/? eine Norm auf H definiert.
Wir nennen einen normierten Vektorraum (H, || . ||) einen Prihilbertraum, wenn es
ein Skalarprodukt (., .) auf H gibt, so dass alle v € H die Gleichung (v,v)'/? = ||7||
gilt. Ein vollstandiger Prahilbertraum heifst Hilbertraum.
Ublicherweise notieren wir einen Hilbertraum mit (H, (., .)).

Kommentar 1.1.6. In Definition 1.1.4 haben wir mithilfe einer Norm || . || eine Metrik
d(x,y) := ||]x — y|| definiert. Implizit haben wir so einen normierten Raum als einen
metrischen Raum aufgefasst. Zusammen mit Kommentar 1.1.3 folgt, dass man jeden
normierten Vektorraum mit einer Topologie versehen kann. Wir nennen diese spezielle
Topologie die Norm-Topologie. Es ist nicht schwer zu sehen, dass die Vektoraddition
und skalare Multiplikation stetige Funktionen bzgl. der Norm-Topologie sind.

Das nédchste Lemma ist grundlegend, aber sein Beweis ist einfach.

Lemma 1.1.7. Sei X ein Banachraum und U C X ein Untervektorraum. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(i) U ist eine abgeschlossene Teilmenge von X.

(ii) U ist vollstindig bzgl. der induzierten Norm von X.

Beweis. (i) = (ii)“: Sei (#,) C U eine Cauchy-Folge. Da X vollstindig ist, gibt es ein
x € X mit u, — x. Da U abgeschlossen ist, gilt x € U.

(1) < (ii)”: Sei (u,) C U eine konvergente Teilfolge. (u,) ist natiirlich eine Cauchy-
Folge und da U vollstandig ist, liegt der Limes in U. O

Definition 1.1.8. Sei X ein topologischer Raum, der zusitzlich eine Vektorraum-Struktur
tragt. Wir nennen X einen topologischen Vektorraum, wenn die Vektoraddition und
skalare Multiplikation stetige Funktionen bzgl. der Topologie sind.

Sei X ein topologischer Vektorraum. Wir sagen, dass X ein (vollstindig) normier-
barer topologischer Vektorraum ist, wenn es eine Norm || . || auf X gibt, so dass die
Norm-Topologie des (vollstindig) normierten Vektorraums (X, || . ||) mit der Topologie
von X {ibereinstimmt.



Sei H ein topologischer Vektorraum. Wir sagen H ist hilbertisierbar, wenn es ein
Skalarprodukt (., .) auf H gibt, so dass (H, (., .)) ein Hilbertraum ist und die Norm-
Topologie bzgl. der Norm ||x|| := (x, x)'/2 mit der Topologie von H iibereinstimmt.

Kommentar 1.1.9. Bekanntermafien kann man den Begriff der konvergenten Folge rein
topologisch definieren. Wenn der topologische Raum hausdorffsch ist, d.h. Punkte
konnen durch disjunkte offene Mengen getrennt werden, dann kann man zeigen, dass
eine konvergente Folge genau einen Grenzwert besitzt."

Wir mochten im nachfolgenden erdrtern, wieso der Begriff ,Cauchy-Folge” fiir
beliebige topologische Raume eine heikle Angelegenheit ist.

Fiir beliebige metrisierbare topologische Raume kann man den Begriff der Cauchy-
Folge nicht rein topologisch definieren. Wir mochten ein Beispiel geben: Betrachte
(R,|.|), wobei | .| der Betrag auf R sei, und (IR, d) mit der Metrik

d(x,y) := arctan(|x — y|).

Behauptung: Die Identitit 1: (R, |.|) — (R, d) ist ein Homdomorphismus. Sei e > 0. Setze
0 = tane. Fir alle x,y € R mit |x — y| < J gilt wegen der strengen Monotonie von
arctan die Ungleichung d(x,y) < & Damit ist 1: (R,|.|) — (R,d) stetig. Betrachte
171 (R,d) = (R,]|.]). Sei ¢ > 0. Setze § = arctane. Wegen der strengen Monotonie
von tan gilt dann fiir alle x,y € R mit d(x,y) die Ungleichung |x — y| < e. Damit ist
171 (R,d) — (R,|.|) stetig. Das zeigt die Behauptung.

Da die Identitdt ein Homdomorphismus ist, induzieren beide Metriken dieselbe
Topologie auf R. Da lim,_, arctan(x) = 7 gilt, ist (1),en eine Cauchy-Folge bzgl. d.
Es ist klar, dass die Folge (n),en nicht in (R, d) konvergiert.

Dieses Beispiel zeigt, dass man fiir beliebige metrisierbare topologische Rdume den
Begriff ,,Cauchy-Folge” nicht unabhéngig von der gewihlten Metrik definieren kann.

Wir werden spédter in Kommentar 1.1.17 sehen, dass man eine Cauchy-Folge fiir
normierbare topologische Vektorraume ohne Schwierigkeiten definieren kann, obwohl
man in diesem Fall eine Norm wahlen muss.

Definition 1.1.10. Seien (X, ||.|x), (Y,| . ||y) normierte Vektorraume. Wir nennen eine
lineare Abbildung T: X — Y einen Operator. Fiir den Spezialfall Y = K nennen wir
einen Operator T: X — K ein lineares Funktional.
Ein Operator T: X — Y ist beschrankt, wenn T die Einheitskugel von X, d.i. die
Menge
Bx :={x e X | ||x]|x <1},

auf eine beschriankte Menge in Y abbildet. Den Vektorraum (!) aller beschrankten
Operatoren von X nach Y bezeichnen wir mit L(X,Y). Fiir den Spezialfall Y = K,

'Es ist nicht schwer zu sehen, dass jede metrische Topologie hausdorffsch ist. Damit sind insbesondere
die Norm-Topologien hausdorffsch.



nennen wir den Vektorraum aller beschrénkten linearen Funktionale X' := L(X, K)
den Dualraum von X.

Konvention: Fiir einen Operator T: X — Y klammern wir iiblicherweise das Argument
nicht ein, d.h. wir schreiben Tx anstatt T(x).

Kommentar 1.1.11. Seien (X, || . ||x), (Y, || . |ly) normierte Vektorraume und T: X — Y
ein beschrankter Operator. Man kann sich leicht davon tiberzeugen, dass es dann ein
M > 0 geben muss, so dass fiir alle x € X die Ungleichung

ITxl[y < Ml|x|[x ()
gilt. Wir definieren die Operatornorm von T durch
Iy, = inf{M € R | Vx € X gilt [|Txlly < Mlxllx}.

| T||L(x,y) ist also die kleinste reelle Zahl, die noch (x) erfiillt. Fiir die Operatornorm
gelten folgende dquivalente Formulierungen:

ITx|[y
HTHL(X,Y) = Ssup HxH = Ssup HTxHY = Ssup HTxHY-
xeX\0 X [[xlI<1 [lx]|=1

Es ist nicht schwer zu sehen, dass die Operatornorm eine Norm auf L(X,Y) definiert.

Ab jetzt bezeichnen wir stillschweigend mit L(X, Y) das Tupel (L(X,Y), [ [[(x,v))-
Sei (Z,].]/z) ein weiterer normierter Vektorraum. Da M = ||T||(x,y) die Unglei-

chung (*) erfiillt, kann man fiir ein weiteres S € L(Y, Z) leicht die Ungleichung

1SoTllLix,z) < ISlleev,z) - I TLex, vy

folgern.

Proposition 1.1.12. Seien (X, ||.||x), (Y, |- |ly) normierte Vektorriume und T: X — Y ein
Operator. Folgende Aussagen sind iquivalent:

(i) T ist beschriinkt.

(ii) T ist stetig.

Beweis. ,(i) = (ii))”: Angenommen es existiert ein M > 0, so dass fiir alle x € X die
Gleichung (x) erfiillt ist. Fiir x,y € X gilt dann

ITx = Tylly = I T(x = )y < Mllx — yllx,

d.h. T ist global lipschitzstetig. Insbesondere ist T stetig.
(i) < (ii)”: Angenommen T ist stetig. Dann ist T insbesondere in 0 stetig. Behauptung:
Wenn T in O stetig ist, dann gibt es ein M > 0, so dass alle x € X die Ungleichung (x) erfiillen.



Wir beweisen die Aussage indirekt. Angenommen fiir alle n € IN gibt es ein x,, € X, so
dass
1Ty > nflxnl[x

ist. Notwendigerweise muss dann x, # 0 gelten. Setze %, := ﬁ Aus || %,]|x = 1
folgt &, — 0 und mit der obigen Ungleichung gilt weiterhin

IT%nly > 1.
Insbesondere ist T unstetig in 0. Das zeigt die Behauptung. O
Definition 1.1.13. Sei X ein Vektorraum und seien || . ||1, || . ||2 zwei Normen auf X. Wir

sagen, dass || .||y und || .||2 dquivalent sind , wenn es zwei Konstanten ¢, C > 0 gibt, so
dass alle x € X die Ungleichung

c-flxlly < flxflz < C- llx]a

erfiillen.
Kommentar 1.1.14. Es ist nicht schwer zu sehen, dass die Relation aus Definition 1.1.13
eine Aquivalenzrelation ist.

Wenn || . [[1 ~ || . ||2 zwei dquivalente Normen sind, dann ist es nicht schwer zu sehen,

dass sie dieselbe Topologie und dieselben Cauchy-Folgen induzieren. Die Umkehrung
dieser Aussage beweisen wir in der ndchsten

Proposition 1.1.15. Angenommen die Topologien von (X, ||.||1) und (X,|.]||2) stimmen
iiberein. Dann sind die Normen dquivalent.

Beweis. Nach Voraussetzung ist die Identitét
LX) = (G- 2), x> x

ein Homoomorphismus. Insbesondere ist 1 ein stetiger Operator. Nach Propositi-
on 1.1.12 gibt es ein C > 0, so dass Vx € X die Ungleichung

lxll2 < C- llx]lx

gilt. Indem man 1-1 betrachtet, erhilt man analog wie oben eine Konstante M > 0, so
dass fiir alle x € X die Ungleichung

lxfls < M- lx[|2

bzw. .
Il = lxl2
erfiillt ist. Das zeigt die obige Behauptung. O



Korollar 1.1.16. Sei X eine normierbarer topologischer Vektorraum und N die Menge aller
Normen auf X, welche die Topologie von X erzeugen. Dann sind alle Normen in N dquivalent.

Wenn X ein vollstindig normierbarer topologischer Vektorraum ist und || . || eine Norm auf
X ist, welche die Topologie von X erzeugt, dann ist (X, || .||) bereits ein Banachraum.

Der Beweis von Korollar 1.1.16 ist klar.

Kommentar 1.1.17. Wir fithren nun Kommentar 1.1.9 fort: Wegen Korollar 1.1.16 kon-
nen wir fiir einen normierbaren topologischen Vektorraum X eine Cauchy-Folge wie
folgt definieren: Wir nennen (x,) C X eine Cauchy-Folge, wenn es eine Norm ||. || € N
gibt, so dass (x,) eine Cauchy-Folge im normierten Vektorraum (X, || . ||) ist. Da dqui-
valente Normen dieselben Cauchy-Folgen induzieren, hiangt diese Definition nicht von
der speziellen Wahl der Norm aus N ab.

Kommentar 1.1.18. Seien X, Y normierbare topologische Vektorrdaume. Wenn || . ||% ~
|.1|x bzw. ||.||3 ~ |.|ly dquivalente Normen auf X bzw. Y sind, dann ist es nicht
schwer zu sehen, dass die induzierten Operatornormen || . |7, (XY) und || || x(x,y) dqui-
valent sind. Dadurch kann man L(X, Y) als einen normierbaren topologischen Vektor-
raum sehen.

Proposition 1.1.19. Wenn (X, || . ||x) ein normierter Vektorraum und (Y, || .||y) ein Banach-
raum ist, dann ist (L(X,Y), || ||1(x,y)) ein Banachraum. Insbesondere ist der Dualraum eines
normierten Vektorraumes immer ein Banachraum.

Wenn X ein normierbarer topologischer Vektorraum und Y ein vollstindig normierbarer
topologischer Vektorraum ist, dann ist L(X,Y) ein vollstindig normierbarer topologischer
Vektorraum.

Einen Beweis von Proposition 1.1.19 findet man in [Weroy, II.1.4].

Definition 1.1.20. Seien X, Y normierte Vektorrdume und T: X — Y ein beschriankter
Operator. Wir definieren den Kokern von T durch coker T := Y/ImT.

Kommentar 1.1.21. Wir tibernehmen alle Bezeichnungen aus Definition 1.1.20. Sei
rt: Y — coker T die kanonische Projektion. Es ist klar, dass 7t o T = 0 gilt. Der Kokern
von T ist durch folgende universelle Eigenschaft eindeutig charakterisiert: Sei Z ein
weiterer normierter Vektorraum und S: Y — Z ein beschrénkter Operator, der So T = 0
erfiillt, d.h. InT C kerS. Dann faktorisiert S eindeutig tiber 7, d.h. es existiert ein



eindeutig bestimmter beschrankter Operator : coker T — Z, der das Diagramm

SN A

coker T

kommutieren ldsst. Die eindeutige Existenz des beschriankten Operators ¢ macht man
sich durch den naheliegenden Homomorphiesatz fiir normierte Vektorraume klar.

Kommentar 1.1.21 motiviert nun unsere Definition der Kodimension eines Untervek-
torraumes.

Definition 1.1.22. Sei X ein normierter Vektorraum und A C X ein Unterraum. Es
bezeichne i: A — X die kanonische Inklusion. Wir setzen

codim A := dim(cokeri) = dim X/ A.
Als néchstes kldaren wir unsere Isomorphie-Begriffe fiir normierte Vektorraume.

Definition 1.1.23. Seien X, Y normierbare topologische Vektorraume und T: X — Y
ein Operator.

Wir nennen T einen (toplinearen) Isomorphismus, wenn T stetig ist und es einen
weiteren stetigen Operator S: Y — X gibt mit TS = 1y und ST = 1x. Wir sagen, dass
X isomorph zu Y ist, wenn es einen toplinearen Isomorphismus zwischen X und Y
gibt.

Seien nun (X, || . ||x), (Y, - ||y) normierte Vektorraume. Wir nennen T eine Isometrie,
wenn fiir alle x € X die Gleichung

1Ty = [lx]lx

gilt. Wir nennen T einen isometrischen Isomorphismus, wenn es eine weitere Isometrie
S € L(Y, X) gibt mit TS = 1y und ST = 1x. Wir sagen, dass X isometrisch (isomorph)
zu Y ist, wenn es einen isometrischen Isomorphismus zwischen X und Y gibt.

Kommentar 1.1.24. Ein toplinearer Isomorphismus ist ein Isomorphismus in der Kate-
gorie der topologischen Vektorrdaume. Ein isometrischer Isomorphismus ist ein Isomor-
phismus in der Kategorie der normierten Vektorraume.

Kommentar 1.1.25. Wenn X und Y Banachrdume sind, dann folgt aus dem Satz von
der offenen Abbildung (Theorem 1.1.28; wird spiter bereitgestellt), dass T € L(X,Y)
genau dann ein toplinearer Isomorphismus ist, wenn T ein bijektiver beschrankter
Operator ist.



Wenn T € L(X,Y) eine Isometrie ist, dann muss T beschrankt und injektiv sein.
Wenn T € L(X,Y) eine surjektive Isometrie ist, dann muss T bereits bijektiv sein und
man kann leicht nachrechnen, dass T~! auch eine Isometrie ist. Insbesondere ist T ein
isometrischer Isomorphismus genau dann, wenn T eine surjektive Isometrie ist.

Wenn H, K Hilbertrdume sind und T € L(H, K) eine Isometrie ist, dann folgt aus der
Polarisationsformel (vgl. Satz A.3.1), dass Vx,y € H die Gleichung

(Tx, Ty)x = (x,y)n
gilt.
Kommentar 1.1.26. Im Beweis von Proposition 1.1.15 haben wir gesehen, dass dqui-
valente Normen isomorphe normierte Vektorrdume induzieren, da die Identitét ein
toplinearer Isomorphismus ist. Die Umkehrung gilt i.Allg. nicht: Wenn ein Vektorraum
mit zwei verschiedenen Normen zu sich selbst isomorph ist (bzgl. den verschiedenen

Normen), dann miissen die Normen nicht dquivalent sein. Wir geben ein Beispiel an,
welches als Ubungsaufgabe in [Weroy] gestellt ist: Sei

X :={(xn) | x» € Kund x, # 0 fiir endlich viele n € N}
der Raum der abbrechenden Folgen. Betrachte die Normen
1Gen) 1 = sup{[x1],2|x2, [x3], 4|24, |x5], ... }

und
[ (xn)l2 := sup{|x1], [x2], 3|x3], [x4l, 5|xs], ... }.

Es ist klar, dass (X, || .]]1) und (X, || .||2) normierte Vektorraume sind. Behauptung: Beide
Riume sind isomorph. Betrachte dafiir den Operator

T: (X, || . Hl) — (X, || . ||2), (x1,x2, X3,X4,X5,. . ) — (x1,2x2, %X3,4X4, %X5,. . )
mit dem Umkehroperator
T_li (X, H . ||2) — (X, || . ||1), (xl, X2,X3,X4,X5,... ) — (xl, %XZ,?)Xg, %X4,5X5, ce )

Es gilt
IT(xn)ll2 = sup{[x1, 2|x2, [xs], 4|xal, [x5], ... } = [|(xn) [l1,

d.h. T ist beschrénkt. Weiterhin ist T~! beschrénkt, denn analog rechnet man

1T Cen) = sup{|xal, [x2], 3]s, [xal, 5lxs), ... } = [ (xa) [l

T ist also ein toplinearer Isomorphismus zwischen den beiden Raumen. Das zeigt die
Behauptung.

Behauptung: Die beiden Normen sind nicht dquivalent. Betrachte dafiir die Folge ey,+1 :=
(Ok2n+1)kenN- Es gilt ||eznt1]|1 = 1, aber ||e2,+1|]2 = 21 + 1. Damit kénnen beide Normen
nicht dquivalent sein.
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Wir zitieren aus dem Buch von Werner [Wero7] zwei fundamentale Sétze der linearen
Funktionalanalysis.

Satz 1.1.27 (Satz von Hahn-Banach). Sei X ein normierter Raum und U ein Untervektor-
raum. Zu jedem linearen Funktional u': U — K existiert dann ein stetiges lineares Funktional
x': X — K mit

MU=, x| = [l

Jedes stetige Funktional kann also normgleich fortgesetzt werden.

Theorem 1.1.28 (Satz von der offenen Abbildung). Seien X und Y Banachriume und
T € L(X,Y) surjektiv. Dann ist T offen, d.h. T bildet offene Mengen auf offene Mengen ab.
Insbesondere ist ein bijektiver beschriinkter Operator ein Isomorphismus.

Wir mochten nun multilineare beschriankte Operatoren definieren, d.h. wir moch-
ten Definition 1.1.10 verallgemeinern. Daftir miissen wir klaren welche Norm der
Produktraum X x Y tragen soll, wenn X und Y normierte Rdume sind.

Definition 1.1.29. Seien (X, ||.[|x), (Y,||.|y) normierte Vektorraume und 1 < p < co.
Fir (x,y) € X x Y definieren wir

(x5 + [x|2) P fiir p < oo,

1y ¢={ )
T max{lxll Iy} fiar p = e,

Schlieflich bezeichnen wir mit X @, Y das Tupel (X % Y, ||.|,).

Proposition 1.1.30. Seien X,Y normierte Vektorriume und 1 < p < oo.
(i) X @, Y ist ein normierter Vektorraum.
(ii) Sei 1 < g < oo beliebig. Die Normen || .||, und || .||; sind dquivalent, d.h.
XDpY=X®yY
als topologische Vektorriume.
(iii) Wenn X und Y vollstindig sind, dann ist auch X @&, Y vollstindig.

(iv) Seil < q < ocomit 1 4+ 1 =1 (wir setzen 1/00 = 0). Dann gilt die Isomorphie (in der
Kategorie der topologischen Vektorriume)

(X@pY) =X @Y.

Beweis. Der nidchste Beweis stammt vom Autor.
Zu (i): Es ist nicht schwer die Norm-Eigenschaften nachzurechnen.
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Zu (ii): Man beachte, dass fiir X = R und Y = R die Aussage klar ist, da alle Normen
auf den R? dquivalent sind. Damit existieren ¢, C > 0 mit, so dass fiir alle (v, w) € R2

die Ungleichung
e[, < [@wll, <l w)],

gilt. Fiir v = ||x||x und w = ||y||y gilt insbesondere

cl[Cllellx Myl [, < [l lyliv) |, <l i) 1,

Aus || (||x/|x, ly[lv) Hp = ||(x, )|, folgt die Aussage.

Zu (iii): Wegen (ii) reicht es zu zeigen, dass X @« Y vollstandig ist. Das ist aber
einfach zu sehen.

Zu (iv): Betrachte den Operator

T: X @)Y = (X&,Y), T(,y)(xy) =) +y ).
Mit der Holder-Ungleichung rechnet man

X (x) +y'(y) < X () +y' O < K-l + 11yl < 1Sy g - 1 G )l

was ||T|| <1 zeigt. Es ist weiterhin leicht zu sehen, dass T injektiv ist, denn angenom-
men es gilt T(x’,y’) = 0. Dann folgt Vx € X die Gleichung

x'(x) = T(x,y)(x,0) =0,

was x' = 0 zeigt. Analog folgert man y’ = 0, was die Injektivitit von T zeigt.

Wir rechnen nun nach, dass T surjektiv ist. Sei z’ € (X @, Y)". Da die Inklusionen
X — X@p Y bzw. Y — X @, Y beschrankte Operatoren sind, folgt, dass z'| X € X' bzw.
Z'|Y € Y’ ist. Wegen (ii) ist es klar, dass dann (z'|X,z'|Y) € X' @, Y’ gilt. Weiterhin gilt
T(Z'|X,2'|Y) = z. Also ist T ein beschrénkter bijektiver Operator. Mit dem Satz von der
offenen Abbildung (Theorem 1.1.28) folgt die Aussage. O

Kommentar 1.1.31. Aus (ii) und (iv) folgt die (toplineare) Isomorphie
(X@pY) =X"@,Y.

Dem Autor scheint die Aussage (iv) zu schwach zu sein und vermutet deshalb, dass
wenn X und Y bessere Eigenschaften besitzen (z.B. wenn X, Y separable Hilbertraume
sind), dass dann die Abbildung T aus dem obigen Beweis eine Isometrie ist.

Kommentar 1.1.32. Seien X, Y normierte Rdume. Solange wir nichts anderes sagen,
meinen wir mit X x Y den normierten Raum X @; Y. Fiir eine endliche Folge von
normierten Vektorrdumen (Xj, ..., X;) meinen wir mit X; X - - - X X, den normierten
Raum

Xi®1- @1 X = X181 (XoP1 (- ®1 Xn)),

wobei es unerheblich ist, in welcher Reihenfolge man oben klammert.
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Wir verallgemeinern nun die Definition 1.1.10.

Definition 1.1.33. Seien X,Y normierte Vektorraume und k € IN. Wir nennen eine
k-fach multilineare Abbildung

T:Xx---xX—>Y
;\/_/
k-mal

einen k-fachen Operator. Wir nennen einen k-fachen Operator beschrinkt, wenn er die
Menge
B Xk = BX Z(_ vdx BX
k-mal
auf eine beschriankte Menge in Y abbildet. Der Vektorraum (!) aller beschrankten
k-fachen Operatoren bezeichnen wir mit L*(X, Y).

Kommentar 1.1.34. Seien (X, |.|x), (Y, ].|ly) normierte Rdiume. Es ist nicht schwer
zu sehen, dass ein k-facher Operator T beschrédnkt ist, wenn es ein M > 0 gibt, so dass
fur alle xq,...,x; € X gilt

[T (x1, - xi)lly < M-l llx - [kl
Man kann Proposition 1.1.12 wie folgt verallgemeinern:

Eine k-fach multilineare Abbildung T von X nach Y ist genau dann stetig, wenn T
beschriinkt ist.

Der Beweis geht analog. Man kann die k-fache Operatornorm durch

IT(x1, - x) [ly
1T ‘= su
LK(X,Y) xl,...,xkEX\O 21 - - - ||l x

definieren. Auch hier gilt, dass (L*(X,Y), | .|| Lk(x/y)) ein normierter Raum ist. Ab jetzt
bezeichnen wir stillschweigend mit L*(X, Y) das Tupel (L*(X,Y), || || x(xy))-

Wenn Y ein Banachraum ist, dann ist L¥(X, Y) ein Banachraum. Wenn ||. ||% ~ || . || x
bzw. ||. ||y ~ | . ||y dquivalente Normen auf X bzw. Y sind, dann sind die induzierten
k-fachen Operatornormen || .||}, (xy) PZW. |- I (x,y) dquivalent. Damit gilt: Wenn X
ein normierbarer topologischer Vektorraum und Y ein vollstindig normierbarer topolo-
gischer Vektorraum ist, dann ist L*(X, Y) ein vollstandig normierbarer Vektorraum.

Wenn X, Y normierte Vektorraume sind, dann kann man nachrechnen, dass die
Abbildung

®: LKNX,Y) = L(X,L(X,...,L(X,Y)), ®(T)(x1)(x2)...(xx) :=T(x1,...,x) (%)

k-fach

einen isometrischen Isomorphismus definiert, wobei L(X,L(X,...,L(X,Y))) die k-fach
iterierte Operatornorm trage.

13



Il. Komplementierbarkeit

Fiir diesen Abschnitt seien (X, || . [|x), (Y, || . ||y) Banachraume.

Motivation. Sei V ein Vektorraum. In der Linearen Algebra lernt man, dass es zu
jedem Untervektorraum U C V einen komplementiren Untervektorraum U’ C V gibt.
Darunter verstehen wir einen Untervektorraum U’ mit U+ U' = V und UNU" = 0.
Man schreibt dann U & U’ = V. Bekanntermafien ist U’ i.Allg. nicht eindeutig. U’
nennen wir auch ein algebraisches Komplement von U.

In der Kategorie der Banachraume mochte man eine dhnliche Aussage haben.

Definition 1.1.35. Wir nennen einen Unterraum A C X topologisch komplementierbar
bzw. wir sagen, dass A in X spaltet, falls es einen weiteren Unterraum B C X gibt, so
dass die Abbildung

AxB—=X, (ab)—a+b

ein Homdomorphismus ist, wobei A x B mit der Produktnorm ||(a,b)||axp := ||a||x +
||b||x versehen sei. Wir schreiben dann

ABpB=X bzw. A®B=X.

B nennen wir ein topologisches Komplement von A. Anstatt ,,A spaltet in X sagen
wir auch (X, A) spaltet”.

Kommentar 1.1.36. Topologisch komplementierbar zu sein ist eine extrinsische Eigen-
schaft. Wenn A ein abgeschlossener Unterraum von X ist, dann ist A nach Lemma 1.1.7
selbst ein Banachraum. Es ist dann klar, dass A in A spaltet, denn in diesem Fall ist
durch den Unterraum 0 C A ein topologisches Komplement gegeben. Natiirlich folgt
daraus aber nicht, dass A in X spaltet.

Kommentar 1.1.37. Angenommen A, B sind lineare Unterrdume von X mit A Drop B =
X. Behauptung: Dann miissen A und B notwendigerweise abgeschlossen sein. Das sieht man
wie folgt: Nach Voraussetzung ist

P:AxB—X, (a,b)—a+b

ein Homoomorphismus. Es ist klar, dass die Unterraume A x 0 und 0 x B abgeschlos-
sen in A x B sind. Weiterhin gilt ®(A x 0) = A bzw. ®(0 x A) = B. Das zeigt die
Behauptung.

Kommentar 1.1.38. Sei A C X abgeschlossen und B C X ein algebraisches Komple-
ment von A. Behauptung: Wenn B abgeschlossen ist, dann spaltet A in X und B ist ein
topologisches Komplement von A. Der Beweis ist evident: Weil A, B abgeschlossen sind,
sind es nach Lemma 1.1.7 Banachrdume. Damit ist A x B (mit der Produkt-Norm
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|(a,b)||axs = ||allx + ||b||x) ein Banachraum; vgl. Proposition 1.1.30. Die lineare Abbil-
dung
O:AxB—X, (ab)—a+b

ist wegen der Dreiecksungleichung stetig. Nach dem Satz von der offenen Abbil-
dung (Theorem 1.1.28) ist ® ein toplinearer Isomorphismus, also insbesondere ein
Homoomorphismus. Das zeigt die Behauptung.

Fiir die Theorie entscheidend ist das nachste

Beispiel 1.1.39. Setze X := (* := {(xy)neN | sup,.n|*n| < oo} und betrachte den
Unterraum A := cp := {(x,) € £* | lim,— x, = 0}. A ist abgeschlossen, aber (X, A)
spaltet nicht (vgl. [Weroy, IV.6.5] fiir einen Beweis).

Tatsdchlich kann man in jedem Banachraum, der kein Hilbertraum ist, immer einen
abgeschlossenen Unterraum finden, der nicht komplementierbar ist. Das wurde in
einem Artikel von J. Lindenstrauss und L. Tzafriri [LT71] gezeigt:

Theorem. Angenommen jeder abgeschlossene Unterraum von X spaltet. Dann ist
X isomorph zu einem Hilbertraum.

Die Umkehrung des obigen Satzes ist ebenfalls richtig: In einem Hilbertraum spaltet
jeder abgeschlossenen Unterraum.

Satz 1.1.40. Sei A ein abgeschlossener Unterraum von H. Dann ist das orthogonale Kom-
plement von A, d.i. die Menge

At :={h € H|Vac Hgilt (a,h)y = 0},
ein topologisches Komplement von A.

Fiir einen Beweis von Satz 1.1.40 vgl. [Weroy, V.3.4]. Das ndchste Lemma gibt uns ein
allgemein giiltiges Kriterium fiir Komplementierbarkeit in Banachrdumen an.

Lemma 1.1.41. Sei A ein abgeschlossener Unterraum von X. (X, A) spaltet genau dann,
wenn es eine stetige Projektion auf A gibt. Unter einer stetigen Projektion verstehen wir einen
beschrinkten surjektiven Operator P: X — A mit der Eigenschaft P> = P. Man schreibt
anstelle von P auch pr 4.

Beweis. ,=": Angenommen A spaltet. Sei ®: X — A x B der Umkehroperator von
A x B — X, (a,b) — a+ . Offensichtlich gilt Va € A, dass ®(a) = (a,0) ist. Sei
pr,: A x B — A die kanonische Projektion. Der Operator P := pr, o® leistet das
gewlinschte.
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,<": Angenommen es existiert ein surjektiven Operator P: X — A mit P> = P.
Wir zeigen nun mehrere Hilfsbehauptungen. Behauptung: Aus P> = P folgt P|A = 1 4.
Angenommen a € A. Dann gibt es ein x € X mit P(x) = a. Daraus erhdlt man
die Gleichung P?(x) = P(a). Es ist aber P?(x) = P(x) also P(a) = P(x) = a. Das
zeigt die Behauptung. Behauptung: Im(1 — P) = ker P. Die Inklusion , C*“ folgt aus
P? = P. Die Inklusion ,, 2 folgt aus P|A = 1 4. Behauptung: Es gilt ANker P = 0. Sei
a € ANkerP. Wegen a € A gilt P(a) = a und wegen a € ker P gilt P(a) = 0. Das
zeigt a = 0. Behauptung: Es gilt A +ker P = X. Sei x € X beliebig. Es ist x — P(x) €
Im(1 — P) = ker P. Damit gilt x = P(x) + [x — P(x)] € (A + ker P). Behauptung: Es
gilt A@opkerP = X. Es gilt A @ ker P = X in Sinne der Linearen Algebra. Da A
und ker P abgeschlossene Untervektorrdume von X sind, folgt die Behauptung aus
Kommentar 1.1.38. O

Proposition 1.1.42. Sei X ein Banachraum und A C X ein Unterraum.
(i) Sei dim A < oo. Dann ist A abgeschlossen und topologisch komplementierbar.

(ii) Sei A abgeschlossen und codim A < co. Dann ist A topologisch komplementierbar.

Beweis. Der niachste Beweis stammt vom Autor.

Zu (i): Behauptung: A ist abgeschlossen. Bekanntermafsen ist jeder normierte Vektor-
raum von endlicher Dimension vollstindig. Mit Lemma 1.1.7 folgt die Behauptung.
Behauptung: A ist topologisch komplementierbar. Wir mochten diese Aussage mithilfe von
Lemma 1.1.41 zeigen. Dafiir miissen wir uns eine stetige Projektion auf A angeben. Sei
(x1,...,%,) eine Basis von A. Fiiri = 1,...,n wird ein Funktional A;: A — K durch die
Forderung, dass fiir j = 1, ...,n die Gleichung }\i(x]-) = ¢;; erfiillt sein soll, eindeutig
bestimmt. Nach dem Satz von Hahn-Banach (Satz 1.1.27) existiert furallei =1,...,n
ein beschrinktes lineares Funktional A; mit A;|A = A;. Betrachte die Abbildung

n
P:X— A, x— ) Afx)-x.
i=1

Es ist nicht schwer zu sehen, dass P ein surjektiver Operator mit der Eigenschaft P> = P
ist. Das zeigt die Behauptung.

Zu (ii): Sei 1: X — X/A die kanonische Projektion und sei (x1,...,x,) eine Fa-
milie von Vektoren in X, so dass (7(x1),...,7(x,)) eine Basis von X/A ist. Setze
B :=lin(xq,...,x,). Wegen (i) ist B abgeschlossen. Behauptung: B ist ein algebraisches
Komplement von A. Wenn diese Aussage stimmt, dann folgt (ii) aus Kommentar 1.1.38,
da A nach Voraussetzung abgeschlossen ist. Hilfsbehauptung: AN B = 0. Sei x € AN B.
Wegen x € B gibt es eindeutig bestimmte A; € K mit x = Y7 ; A;x;. Wegen x € A
ist 1(x) = 0. Da (7t(x1),...,7(x,)) eine Basis von X/A ist, folgt fiirallei = 1,...,n,
dass A; = 0 ist. Hilfsbehauptung: A+ B = X. Sei x € X beliebig. Es gibt eindeutig
bestimmte A; € K, so dass m(x) = Y ;' ; A;7r(x;) ist. Man rechnet leicht nach, dass
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x — Y1 Aix; € kerm = A gilt. Aus

X = (x—g}\ixi) +

folgt die Behauptung. O

n
Aixi € A+ B
i=1

Kommentar 1.1.43. Aus dim X/ A < co muss nicht die Abgeschlossenheit von A folgen.
Betrachte dazu folgendes Beispiel: Setzte X := ¢? und

A= {(x,) € £* | x, # 0 nur fiir endlich viele n € N}.

Der i-te kanonische Basisvektor von (? ist gegeben durch ¢; := (J;;)jen- Bekanntermafen
bildet die Familie (e,),cN eine Hilbertraumbasis von ¢ Fir allen € N gilt e, € A,
woraus folgt, dass A dicht in X liegen muss. Mit dem Basisergdnzungssatz der Linearen
Algebra kann man die Existenz eines Vektorraum A C X mit ACAunddimX/A < co
zeigen. A kann nicht abgeschlossen sein, da die Teilmenge A C A bereits dicht in X
liegt.

Im Hinblick auf unserer Fredholm-Theorie im nidchsten Abschnitt mdchten wir
folgende interessante Proposition zeigen.

Proposition 1.1.44. Sei T € L(X,Y) und dim(Y/Im T) < co. Dann ist Im T abgeschlossen.
Insbesondere spaltet (Y, ImT).

Beweis. Wir folgen den Gedanken in [HS71, Lemma 25.6].
Hilfsbehauptung: Wir konnen o.E. annehmen, dass T injektiv ist. Der Homomorphiesatz
(der Linearen Algebra) induziert uns ein T, dass folgendes Diagramm kommutieren

lasst
x /

X/ kerT

Da die kanonische Projektion 77: X — X/ ker T ein surjektiver beschriankter Operator
zwischen Banachrdaumen ist, folgt mit dem Satz von der offenen Abbildung (Theo-
rem 1.1.28), dass 7t offen ist. Damit ist T ein injektiver beschrinkter Operator mit
ImT = Im T. Wenn T nicht injektiv ist, dann gehen wir zu T {iber.

Behauptung: Im T ist abgeschlossen. Sei 7t: Y — Y/ImT die kanonische Projektion.
Nach Voraussetzung existiert eine Familie von Vektoren (y1,...,y,) aus Y, so dass
(7t(y1),...,7(yn)) eine Basis von Y/ Im T ist. Es ist klar, dass die Familie (y1,...,¥x)
linear unabhéngig ist. Betrachte den Banachraum X x K" (mit der Produkt-Norm
|(x, )| :== ||x]|x + ||v||k»)- Betrachte die lineare Abbildung

n
S:XxK'=Y, (x,(A,...,A) = Tx+ Y Awi.
=1

1
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Es ist nicht schwer zu sehen, dass S ein beschrankter Operator ist. Behauptung: S ist
bijektiv. Wir zeigen zuerst die Injektivitat. Sei (x, (A1,...,A,)) € ker S. Dann gilt

n n
0= Tx+2)\iyi = Z)\iyi eImT.
i=1 i=1
Da (72(y1),...,7(yx)) eine Basis von Y/ ImT ist, folgt, dass fiir alle i = 1,...,n die
Koeffizienten A; = 0 sind. Daraus folgt aber Tx = 0. Wegen der Injektivitdt von T folgt
nun x = 0, was die Injektivitdt von S zeigt. Wir kommen zur Surjektivitdt von S. Sei
y € Y beliebig. Da (7t(y1),...,7(yx)) eine Basis ist, gibt es eindeutig bestimmte A; € K,
sodass y — Y;"; Ajy; € Im T ist. Damit ist die Surjektivitdt von S klar.

Mit dem Satz von der offenen Abbildung (Theorem 1.1.28) folgt, dass S ein toplinearer
Isomorphismus ist. Zusammen mit der Identitit S(X x 0) = Im T folgt, dass Im T
abgeschlossen ist.

Dass Im T in Y spaltet, folgt aus Proposition 1.1.41. O

Fiir den Satz vom reguldren Wert (der spéter formuliert und bewiesen wird) ist
es vorteilhaft, wenn man aufler Lemma 1.1.41 und Proposition 1.1.44 ein weiteres
Kriterium zur Verfiigung hat.

Lemma1.1.45. Sei T € L(X,Y).
(i) Sei T surjektiv. Folgende Aussagen sind idquivalent:
(a) ker T spaltet.
(b) Es gibt ein R € L(Y,X) mit ToR = 1y.

(ii) Sei T injektiv. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(a) Im T ist abgeschlossen und spaltet.
(b) Esgibtein L € L(Y,X) mit LoT = 1x.

Beweis. Der niachste Beweis stammt vom Autor.

Zu (): ,(a) = (b)”: Angenommen es gilt X = ker T ®p A. Nach Kommentar 1.1.38
ist A abgeschlossen und mit Lemma 1.1.7 ist A ein Banachraum. Da T surjektiv ist, ist
(T|A): A — Y ein bijektiver beschrankter Operator zwischen zwei Banachrdumen. We-
gen den Satz von der offenen Abbildung (Theorem 1.1.28) ist dann T|A ein toplinearer
Isomorphismus. Sei is: A — X die kanonische Inklusion. Dann ist i o (T|A) ! ein
stetiges Rechts-Inverses von T.

,(a) < (b)”: Sei R ein stetiges Rechts-Inverses von T. Es ist nicht schwer zu sehen,
dass der Operator

P: X —>kerT, x+—x—RoTx

ein wohldefiniertes Bild besitzt und die Eigenschaft P|ker T = 1 erfiillt. Letzteres
impliziert die Surjektivitit von P und die Eigenschaft P2 = P. Mit Lemma 1.1.41 folgt
die Behauptung.
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Zu (ii): ,(a) = (b)”: Angenommen Im T ist abgeschlossen und spaltet in Y. Wegen
dem Satz von der offenen Abbildung (Theorem 1.1.28) ist T: X — Y ein toplinea-
rer Isomorphismus. Weiterhin existiert nach Lemma 1.1.41 eine stetige Projektion
prim7: Y — ImT. Der Operator T~ opr; : Y — X ist ein stetiges Links-Inverse zu
T.

»(a) < (b)”: Sei L ein stetige Links-Inverse von T. Hilfsbehauptung: Im T ist abgeschlos-
sen. Sei (Tx,) eine konvergente Folge mit Limes y € Y. Dann bilden die (x,) eine
Cauchy-Folge denn:

20 — Xl = [|L o T(xn — xm) || < cl|Txy — Txtm]|-

Der Limes x von (x,) erfiillt y = Tx, was y € Im T zeigt. Damit ist die Hilfsbehauptung
gezeigt.

Betrachte den beschrankten Operator ToL: Y — ImT. T o L ist surjektiv und es gilt
ToL|ImT = Iyy7. T oL ist also eine surjektive Projektion auf den abgeschlossenen
Unterraum Im T. Mit Lemma 1.1.41 folgt die Behauptung. O

lll. Fredholm-Operatoren

Fiir diesen Abschnitt seien (X, ||.||x), (Y, | .|ly) Banachrdume und F: X — Y ein
beschréankter Operator.

Definition 1.1.46. Wir nennen F einen Fredholm-Operator, wenn er folgende drei
Bedingung erfiillt:

(i) dim(kerF) < oo.
(ii) Im F ist abgeschlossen.
(iii) dim(coker F) < oo.

Die Menge aller Fredholm-Operatoren von X nach Y bezeichnen wir mit F(X,Y). Der
Index von F ist definiert durch

index: F(X,Y) — Z, indexF := dimy (ker F) — dimy (coker F).

Wir nennen F einen Semi-Fredholm-Operator, falls F nur die Bedingungen (i) und (ii)
erfllt.

Kommentar 1.1.47. In unserer Anwendung wird immer K = R sein.

Nach Proposition 1.1.44 kann man die Bedingung (ii) und (iii) durch dim(Y/Im F) <
oo ersetzen.
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Beispiel 1.1.48. Sei dim X, dimY < co. Dann ist F automatisch ein Fredholm-Operator
und mit der Dimensionsformel rechnet man nach, dass

index F=dim X —dimY

gilt, d.h. der Index hat unabhdngig von F immer denselben Wert.

Beispiel 1.1.49. Die Identitdt 1: X — X ist ein Fredholm-Operator. Es ist klar, dass
index F = 0 gilt.

Fiir unendlich-dimensionale Banachrdaume ist es gar nicht so einfach nicht-triviale
Beispiele von Fredholm-Operatoren zu geben. Wir werden in Abschnitt 2.2.1 unter
groflen Aufwand zeigen, dass das Differential einer glatten Abbildung ein Fredholm-
Operator ist.

Beim Studium von sogenannten kompakten Operatoren tauchen in natiirlicher Weise
Fredholm-Operatoren auf. Umgekehrt benotigt das Studium von Fredholm-Operatoren
Wissen tiber kompakte Operatoren.

Definition 1.1.50. Wir nennen einen Operator K: X — Y einen kompakten Operator,
falls er eine der folgenden drei dquivalente Definitionen erfiillt:

(i) Fur die Einheitskugel Bx C X ist die Menge K(Bx) C Y relativ kompakt, d.h.
K(Bx) ist kompakt.

(ii) Beschrdankte Mengen werden auf relativ kompakte Mengen abgebildet.
(iii) Fiir jede beschrénkte Folge (x,) C X besitzt (Kx,) C Y eine konvergente Teilfolge.

Wir bezeichnen die Menge der kompakten Operatoren mit K(X,Y).

Kommentar 1.1.51. In einem metrischen Raum ist kompakt und folgendkompakt das-
selbe. Damit kann man leicht zeigen, dass die obigen Definitionen dquivalent sind.
Weiterhin ist es klar, dass K(X,Y) ein linearer Unterraum von L(X,Y) ist.

Satz 1.1.52. Sei Z ein weiterer Banachraum.
(i) Kompakte Operatoren sind immer beschriinkt.
(ii) Die Menge K(X,Y) ist abgeschlossen bzgl. der Operatornorm-Topologie von L(X,Y).

(iii) Sei L: Y — Z bzw. L: Z — X ein beschrinkten Operator. K(X,Y) ist ein zweiseitiges
Ideal, d.h. fiir ein beliebiges K € K(X,Y') sind die Operatoren L o K bzw. K o L kompakte
Operatoren.

(iv) Sei K € K(X,Y). Es bezeichne X',Y" die Dualriiume von X,Y und K' € L(Y’, X') die
Duale Abbildung von K. Dann ist K' € K(Y', X").
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Beweis. In (i),(ii) und (iii) folgen wir den Gedanken in [Wero7].

Zu (i): Hilfsbehauptung: Eine relativ kompakte Menge in X ist automatisch beschrinkt.
Sei A € Y eine relativ kompakte Menge. Es reicht zu zeigen, dass A beschriankt
ist. Die Familie (B(0,n)) o Uberdeckt A und wegen dessen Kompaktheit gibt es
endlich viele ny,...,n; € N, so dass A C B(0,n1) U -+ U B(0, 1) gilt. Daraus folgt
A C B(0,max{ny,...,n}), was die Hilfsbehauptung zeigt.

Ein linearer Operator ist genau dann stetig, wenn er beschriankte Mengen auf be-
schrankt Menge abbildet. Zusammen mit Definition 1.1.50 (ii) folgt damit die Behaup-
tung.

Zu (ii): Wir skizzieren den Beweis. Eine genaue Ausfiihrung findet man in [Weroy,
I1.3.2]. Sei (Kj,) eine konvergente Folge von kompakten Operatoren mit Limes K €
L(X,Y). Zu zeigen ist, dass fiir eine beschrinkte Folge (x,) C X die Folge (Kx,) eine
konvergente Teilfolge besitzt. Mithilfe eines Diagonalfolgen-Argument kann man eine
Teilfolge (x,, ) konstruieren, so dass fiir alle i € IN die Folge (K;x,, ) konvergiert. Mit
einem einfachen Drei-Epsilon-Argument zeigt man dann, dass die Folge (Kx,, ) eine
Cauchy-Folge ist.

Zu (iii): K o L ist kompakt, da L beschrankte Folgen auf beschrankte Folgen abbildet.
L o K ist kompakt, da L konvergente Folgen auf konvergente Folgen abbildet.

Zu (iv): Der ndchste Beweis stammt vom Autor. Wir erinnern an den Satz von
Arzela-Ascoli:

Sei (S, d) ein kompakter metrischer Raum, und sei M C €°(S,R), wobei €°(S, R)
der Raum der stetigen Funktionen von S nach R mit der Supremums-Norm
Isll¢o(s ) := supycgls(y)| sei. Die Teilmenge M sei beschriinkt und gleichgradig
stetig, d.h.

Ve>030=106(e) >0VseM: d(y,x)<d = |s(y) —s(x)| <e.

Dann ist M relativ kompakt. Diese Version stammt von [Weroy, 11.3.4].
Wir setzen S := K(Bx) € Y und
M:={¢:S—=R|¢=y|Sfireiny € By/}.

Hilfsbehauptung: M ist gleichgradig stetig. Sei e > 0. Wir wéhlen é = €. Seien y, j € S mit
ly — 7lly < é und sei y'|S € M beliebig, wobei ' € By sei. Wir rechnen:

W' @)=y =1 y=—9<IVlv-lly=7dlly < lly—7l <e

Das zeigt die Hilfsbehauptung. Hilfsbehauptung: M ist beschrinkt. Fir y'|S € M, wobei
Yy’ € By sei, rechnet man

Y15 gosmy = sup [/ ()l = sup |y'(y)] = suply’ o K(x)| = sup|(K'y')(x)|
yE€S=K(Bx) y€K(Bx) x€Bx x€Bx
= K'Y |- )
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Jedes Element in M ist wegen Gleichung (x) durch ||K'[|(y/ x/) beschrankt. Nach dem
Satz von Arzela-Ascoli ist die Menge M relativ kompakt.

Behauptung: K'(By) ist relativ folgenkompakt. Sei (K'y),) eine beliebige Folge. Betrachte
die Folge (y,|S) € M. Da M relativ kompakt ist, kénnen wir o.E. (y,|S) als eine
|- [l%0(s,r)-konvergente Folge annehmen. (y;[S) ist insbesondere eine Cauchy-Folge.
Wegen Gleichung (%) und der Linearitdt von K’ sieht man, dass auch (K'y),) eine
Cauchy-Folge ist. Da Y vollstandig ist, zeigt das die Behauptung. O

In Definition 1.1.46 soll der Begriff Semi-Fredholm-Operator nur als technisches Hilfs-
mittel verstanden werden. Wenn man zeigen mochte, dass F ein Fredholm-Operator ist,
dann ist es eine gangige Technik zuerst zu zeigen, dass er Semi-Fredholm ist. Fiir die
letztere Eigenschaft gibt es ein niitzliches

Lemma 1.1.53 (Semi-Fredholm-Lemma). Seien X,Y,Z Banachriume und F € L(X,Y)
und K € K(X, Z) ein kompakter Operator und es existiere ein ¢ > 0 mit

|x|lx < c(|Fx|ly + |Kx||z), fiiralle x € X. (%)

Dann ist F ein Semi-Fredholm-Operator.

Kommentar 1.1.54. Die nicht-triviale Aussage des Semi-Fredholm-Lemmas ist die
Folgerung, dass Im F abgeschlossen ist.

Beweis von Lemma 1.1.53. Wir folgen den Gedanken in [MSo4, A.1.1].

Behauptung: ker F ist endlich-dimensional. Ein Banachraum ist genau dann endlich-
dimensional, wenn seine Einheitskugel kompakt ist, vgl. [Wero7, 1.2.7]. Sei (x,) C ker F
eine Folge mit ||x,|| < 1. Weil K ein kompakter Operator und (x,) C ker F ist, sieht
man mit (x) leicht, dass (x,) eine Cauchy-Teilfolge besitzt. Damit ist die Einheitskugel
von ker F kompakt.

Behauptung: Im F ist abgeschlossen. Sei (F(x,)) C ImF eine konvergente Folge mit
Grenzwerty € Y.

1.Fall: Angenommen (x,) ist beschrankt. Dann besitzt (Kx,) eine konvergente Teilfol-
ge (Kxy, ). Mit Gleichung (x) folgt, dass dann (x,, ) eine Cauchy-Folge ist, d.h. x,,, — xo.
Damit gilt F(xg) =y, d.h.y € ImF.

2.Fall: Angenommen (x,) ist unbeschrankt. Wir fiihren diese Behauptung zum Wider-
spruch. Da dim(ker F) < oo ist, existiert ein abgeschlossenes A C X mit ker F ®yop A =
X (vgl. Proposition 1.1.42). Wir konnen annehmen, dass (x,) C A ist. Weiterhin kénnen
wir annehmen, dass fiir alle n € IN x,, # 0 ist. Gehe nun zu einer normierten Teilfolge
(%n) == (x4 /||xn||) tiber. Wie in Fall 1 diirfen wir (K%, ) als konvergent voraussetzen. Da
wir nach Voraussetzung (Fx,,) als konvergent und (x,) als unbeschrankt annehmen, gilt
F%, — 0. Das zusammen mit Gleichung (x) impliziert, dass (%) eine Cauchy-Folge ist.
Fiir den Grenzwert %y € A gilt ||%|| = 1, aber FXy = 0. Damit gilt aber A Nker F # 0.
Widerspruch! O
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Alle wichtigen Eigenschaften tiber den Index von Fredholm-Operatoren fassen wir
im ndchsten Satz zusammen.

Satz 1.1.55. Seien X,Y, Z Banachriume.

(i) Fredholm-Operatoren sind stabil unter kleinen Stérungen, d.h. fiir F € F(X,Y) Je =
e(F) >0VL € L(X,Y) mit |[L|| < egilt F+ L € F(X,Y) und

index(F 4+ L) = index F.
Fiiralle K € K(X,Y) ist F+ K € F(X,Y) und es gilt
index(F + K) = index F.

Insbesondere gilt F(X,Y) C, L(X,Y) und die Abbildung index: F(X,Y) — Z ist
stetig.

(ii) Fiir G € F(X,Y) und F € F(Y,Z) ist FoG € F(X,Z) und es gilt die Index
(Kompositions-) Regel bzw. die Index Formel

index(F o G) = index F + index G,

d.h. im Falle von Endomorphismen kann man index: F(X, X) — Z als einen (Monoid-)
Homomorphismus auffassen.

Fiir den obigen Satz findet man Beweise (teilweise als Ubungsaufgaben gestellt) im
Anhang von [MSo4]. Das nidchste Lemma baut nicht auf die vorherige Theorie auf
und passt thematisch eher zum vorherigen Abschnitt. Es setzt aber die Definition von
Fredholm-Operatoren voraus.

Lemma 1.1.56. Seien E, F, G Banachriume, ®1 € L(E, G) und ®, € F(F,G). Dann gilt fiir
den beschrinkten Operator

®:EXF—G, (ef)— P+ Dof,

dass sein Kern in E x F spaltet.

Beweis. Der nichste Beweis stammt vom Autor.

1.Fall: ®, ist bijektiv. Wegen dem Satz von der offenen Abbildung (Theorem 1.1.28) ist
@, ein toplinearer Isomorphismus. Definiere P: E x F — E x F, P(e, f) = (e, —®, '®1e).
Man sieht sofort, dass P eine stetige Projektion auf den Kern von & ist. Damit folgt die
Behauptung aus Lemma 1.1.41.

2.Fall: ®, ist surjektiv. Wir fithren das auf den ersten Fall zuriick. Da ®; ein Fredholm-
Operator ist, existiert ein abgeschlossener Unterraum Ay C F mit

ker &, Drtop Ag=F.
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Der Operator ®;|Ag: Ao — G ist ein toplinearer Isomorphismus. Betrachte den be-
schrankten Operator

S:Ex Ay — G, Def)=D(e f) = Dre+ (Pa]Ao)f.
Wegen Fall 1, ist der Unterraum ker® C E x Ay komplementierbar. Es gilt nun
E x F = E x (Ag Drop ker &) = (E X Ag) Brop(0 X ker y).
Damit erhalten wir sofort
ker ® = ker ® DBrop (0 X ker @)

und wir erhalten eine stetige Projektion auf den Kern durch

Prierd = Plierd © prEon + PYoxker D,

Jetzt konnen wir den allgemeinen Fall zeigen. Da ®; Fredholm ist konnen wir das
Bild komplementieren, d.h. es gibt ein abgeschlossenes A; C G mit dim A; < co und

Im @) Grop A1 = G.

Betrachte den stetigen Operator d = Pime, o ®: E X F — Im®;. Wir kénnen den
zweiten Fall anwenden und wissen, dass ker & komplementierbar in E x F ist. Betrachte
nun

®|kerd: kerd — G.

Es ist Im(®| ker ®) C A;, denn fiir (e, f) € ker ® mit ®(e, f) = g gilt
Pin®,8 = Pma, 0 (e, f) = (e, f) = 0.

Damit gilt aber ker ®/ker® = Im(®|kerd) C A, d.h. ker®/ ker ® ist endlich-
dimensional und nach Korollar 1.1.42 (ii) ist ker ® in ker ® komplementierbar. Damit
ist ker @ auch in E x F komplementierbar. O

1.2. Nichtlineare Funktionalanalysis

In diesen Abschnitt betreiben wir keine tief liegende nichtlineare Funktionalanalysis.
Es werden lediglich die Begrifflichkeiten eingefiihrt, um Differentialgeometrie auf
unendlich-dimensionalen Mannigfaltigkeiten betreiben zu konnen.

Damit die Theorie aus mathematischer Sicht ,richtig” aufgebaut wird, miissten wir
ab jetzt den Begriff des Banachraums fallen lassen und nur noch von vollstindig
normierbaren topologischen Vektorraumen sprechen, vgl. Definition 1.1.8. Darunter
verstehen wir topologische Vektorrdume, deren Topologie von einer Norm kommt, mit
der dieser Vektorraum zum Banachraum wird. Im Buch von Lang [Langg] spricht man
von banachable topological vectorspaces.
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I. Das Fréchet-Differential und der Satz (iber implizite Funktionen

Fiir diesen Abschnitt seien X, Y vollstandig normierbare topologische Vektorraume.

Wir mochten den endlich-dimensionalen Begriff einer glatten Abbildung f: R" — R"
fiir vollstandig normierbare topologische Vektorraume verallgemeinern. Dafiir miissen
wir zuerst einmal das Differential von f kldren. Das lduft in der Literatur unter den
Namen , Fréchet-Differential”. Wir wiederholen das Landau-Symbol.

Definition 1.2.1. Seien f, g: X — R Funktionen mit f(0) = 0 = ¢(0). Wir sagen, dass g
asymptotisch in 0 gegeniiber f vernachladssigbar ist, wenn

@l
S s =0

ist. Wir schreiben dann g(h) = o(f(h)) bzw. g = o(f). 0 bezeichnen wir als das (kleine)
Landau-Symbol.

Definition 1.2.2. Seien (X, || . [|x), (Y, || . |ly) Banachrdume und U C, X. Eine Abbildung
f: U — Y heifst in x € U Fréchet-differenzierbar (kurz: differenzierbar), wenn es ein
T =T(x) € L(X,Y) gibt (T darf von x abhidngen), so dass fiir alle & € X klein genug
gilt

x4+ h) — £(x) = Thlly = o (|1l x).

T ist notwendigerweise eindeutig bestimmt und man schreibt T = df(x) und nennt es
das Differential oder die Linearisierung von f in x.

Kommentar 1.2.3. Wegen Korollar 1.1.16 kann man Definition 1.2.2 nehmen, um
Fréchet-Differenzierbarkeit fiir vollstindig normierbare topologische Vektorraume zu
klaren. Wir mochten aber trotzdem eine ,normfreie” Definition der Fréchet-Differen-
zierbarkeit angeben.

Definition 1.2.4. Sei ¢: X — Y ein Abbildung und R := {t € R | > 0}. Weiterhin
bezeichne t: R — R die Identitdt. Wir sagen ¢ ist tangential zu 0, falls es eine Abbil-
dung r: R — R+ mit r = o(t) gibt, so dass VW = W(0) C, Y 3V = V(0) <, X und
to > 0, so dass V|t| < ty die Inklusion

p(tV) Cr(HhW
gilt.
Die néchste Proposition hilft zum Verstdndnis der obigen Definition.

Proposition 1.2.5. Seien (X, ||.||x), (Y, |- ||y) Banachriume und ¢: X — Y ein Abbildung.
Folgende Aussagen sind dquivalent:
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(i) ¢ ist tangential zu 0.

(ii) Es gibt ein p: X — R mit limy,_0P(x) = 0 und ein § > 0, so dass Vx € X mit
||x|| <6 gilt
[()[ly < [lx[[x - (x).

Beweis. Der nidchste Beweis stammt vom Autor.

(1) = (i1)”: Sei ¢ tangential zu 0. Dann gibt es ein r = o(t). Zu W = B1(0) C, Y gibt
esein V=V (0) C, X und t; > 0, wobei wir 0.E. annehmen, dass V = B;(0) fiir ein
5 > 0 sei. Setze & := t - 4. Fiir alle ||x||x < § gilt nun

1ol
o)y = o (2] f; )H wgrv (B ; r”%}x),
RO I

was die Behauptung zeigt.
,(1) < (i)”: Aus lim,_0p(x) = 0 folgt, dass es ein ¢ > 0 geben muss, so dass

SUP.c5, (0) P(x) < oo ist. O

Definition 1.2.6. Seien X, Y Banachrdume und U C, X. Wir sagen, dass f: U — Y in
x € U Fréchet-differenzierbar ist, wennesein T = T(x) € L(X,Y) und ein ¢: X — Y
tangential zu 0 gibt, so dass fiir alle /1 klein genug gilt:

f(x+h) = f(x)+Th+ ¢(h).

Damit haben wir eine , normfreie” Definition der Fréchet-Differenzierbarkeit. Als
nédchsten mochten wir glatte Abbildungen definieren. Wir prédsentieren nun zwei
verschiedene Definitionen.

Definition 1.2.7. Seien (X, ||.||x), (Y, || .|ly) Banachrdume, U C, X und f: U — Y eine
Abbildung. Falls f in allen Punkte x € U differenzierbar ist und die Differential-
Abbildung df: U — L(X,Y) stetig ist, dann bezeichnen wir f als stetig differenzier-
bar oder als ¢!-Abbildung. Iterativ definieren wir das k-te Differential in x durch
d(d*1f)(x) und fassen es via der kanonischen Isomorphie von Gleichung () aus
Kommentar 1.1.34 als eine k-fachen beschriankten Operator auf. Analog sagen wir,
dass f k-fach stetig differenzierbar oder eine ¢*-Abbildung ist, falls f eine ¢¥*~!-
Abbildung ist und die Abbildung d*~'f: U — L¥(X,Y) eine ¥!-Abbildung ist. Die
Menge aller k-fachen stetig differenzierbaren Abbildungen von U nach Y bezeichnen
wir mit 5(U, Y).
Wir nennen f: U — Y glatt, falls f € €%(U,Y) fiir alle k € IN.

Motivation. In der Definition 1.2.7 haben wir das Differential iterativ definiert und
setzen somit die Gleichung (*) aus Kommentar 1.1.34 beim Leser voraus. Generell
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mochten man den Begriff glatte Abbildung schneller definieren. Deshalb mochten wir
eine andere Definition vorstellen, die man {ibrigens auch im endlich-dimensionalen Fall
nehmen konnte, bei der wir den Satz von Taylor gewissermafien als Definition nehmen.

Definition 1.2.8. Seien (X, ||.||x), (Y, || .||y) Banachrdume, U C, X und f: U — Y eine
Abbildung. Fiir ein v € N und & € X bezeichne h” das Tupel (h,...,h), wobei das
h in den Tupel v-fach auftritt. Wir sagen, dass f k-Fréchet-differenzierbar (kurz: k-
differenzierbar) in x € X ist, wenn es multilineare beschrankte Operatoren Ty, ..., Ty
gibt, wobei T, € LV (X, Y) sei, so dass fiir alle & € X klein genug gilt

k
Fle 1) = f00)+ 1 T o),

T, ist dann bereits eindeutig bestimmt und wir schreiben dann T, = d'f(x) und
nennen es das v-te Fréchet-Differential von f in x. Wir sagen, dass f eine ¢*-Abbildung
ist, wenn f in jedem Punkt k-differenzierbar ist. Wir nennen f glatt, wenn f fiir alle
k € N eine ¢*-Abbildung ist.

Fiir eine glatte Abbildung f nennen wir die Abbildung

d":U— L"(X,Y), xw~—d"f(x)
eine v-Form.

Kommentar 1.2.9. Definition 1.2.8 kann man sogar nehmen um mit den Fall k = 0 die
Stetigkeit von f in x zu erkldren. Es ist namlich klar, dass eine Abbildung f: X — Y
genau dann stetig in x ist, wenn fiir alle 1 € X

flx+h) = f(x) +o(1)

gilt.
Weiterhin ist es klar, dass Definition 1.2.7 und 1.2.8 4quivalent sind.

Wir bringen ein einfaches Beispiele um zu zeigen, mit was fiir Fréchet-differenzierba-
ren Abbildungen wir arbeiten werden.

Beispiel 1.2.10. Fiir [4,b] C R betrachte den Banachraum (¢ ([a,b]),|| . ||«). Fiir f €
%1(R) betrachte die induzierte Abbildung

fe: €°([a,b]) — €°([a,b]), x> foux.
Man kann zeigen, dass f. stetig Fréchet-differenzierbar ist mit Differential

d(f)h = (F).(x) I
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wobei x,h € %0([61, b]) sei. Wenn wir die Notation oben vereinfachen, dann haben wir

d(fs) = (df)
d.h. d und * kommutieren miteinander. Damit haben wir einen kovarianten Funktor
#: € (R,R) — €' (¢°([a,]), %" ([a,b]))

definiert, der sogar mit der Ableitung vertrédglich ist.
Wir skizzieren den Beweis: Indem man den Mittelwertsatz auf f anwendet kann man
folgende Ungleichung (ohne grofse Miihe) zeigen:

Ifelx 1) = ful) —d(f)ehlws sup ( sup @)= f(x(1)) - s

telab] “Gelx(t) = [n(t)|x(5)+[n(H)]]
Man muss dann nur noch zeigen, dass die rechte Seite der Ungleichung ohne den
Faktor ||/l gegen 0 geht fiir ||/1]|« — 0. Dazu reicht es die gleichméiBige Stetigkeit von
f' auf einen geeigneten kompakten Intervall zu benutzen.

Analog kann man zeigen, dass wenn f eine ¢*-Abbildung, dass dann f. eine ¢*-
Abbildung ist mit d*f, = (f0),.

Wir bringen noch ein Beispiel um anzudeuten, dass es auch Fréchet-analytische
Abbildungen gibt (fiir eine genau Definition dieses Begriffs vgl. [Dou66, §1]).

Beispiel 1.2.11. Die Menge der toplinearen Isomorphismen, GL(X), ist eine offene
Teilmenge von L(X, X). Man kann zeigen, dass die inversen Bildung

f: GL(X) = L(X,X), uws>u’!

eine glatte Abbildung ist. Da GL(X) offen ist, gibt es fiir einen Punkt uy € GL(X) ein
e > 0, so dass der Ball um uy mit Radius € ganz in GL(X) enthalten ist. Weiterhin gilt
dann fiir alle u mit ||u — up|| < & die Identitat

o]

(wo+u) ' =ut Y (=1)"(hu )"
n=0
Das folgert man leicht mithilfe der Neumann-Reihe (d.i. die geometrische Reihe fiir Ope-
ratoren). Mit der Definition 1.2.8 sieht man, dass die inversen Bildung k-differenzierbar
ist Vk € IN. Damit ist sie glatt.

Kommentar 1.2.12. Die Definition von Fréchet-Differenzierbarkeit erinnert stark an
die klassische Definition von Differenzierbarkeit und stellt tatsdchlich eine Verallge-
meinerung dieser dar. Dass das moglich ist deutet der Autor wie folgt: Man hat in
der langen Entwicklung der Analysis gewissermafien nun den ,richtigen” Begriff von
Differenzierbarkeit gefunden.
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An dieser Stelle sei angemerkt, dass die differenzierbaren Abbildungen zwischen Fré-
chetrdume (werden hier nicht eingefiihrt) nicht durch Definition 1.2.2 erkldren werden
konnen. Dort muss man sich damit begniigen, dass man nur Richtungsableitungen
definieren kann.

Kommentar 1.2.13. Einige Sitze tiber differenzierbare Abbildungen samt Beweise las-
sen sich von der klassische Analysis problemlos iibertragen. Z.B. ist die Kettenregel und
die Rechenregel fiir das Ableiten von multilinearen Abbildungen richtig (die tiblichen
Beweis gehen einfach durch). Da der Banachfixpunktsatz auch fiir Banachraume gilt,
kann man auch den inversen Funktionensatz und damit auch den Satz iiber implizite
Funktionen beweisen.

Definition 1.2.14. Seien Xj, ..., X}, Y Banachraume, U C, X; X - -+ X X} und x € U mit
x = (x1,...,x;). Fiir eine ¢!-Abbildung f: U — Y definieren wir das j-te partielle
Differential dx f(x) bzw. d;f (x) fiir 1 < j < k durch

d]f(x)h] = df(x) (0, ...,0, h]', o,... ,0) fur ]’Z] S X]'.

Theorem 1.2.15 (Satz Giber implizite Funktionen). Scien X,Y, Z Banachriume, U C, X X
Y und f: U — Z eine €P-Abbildung, mit 1 < p < oo. Sei weiterhin (x,y) € U mit
f(x,y) = 0und dyf(x,y): Y — Z ein toplinearer Isomorphismus. Dann existiert V =
V(x) Co X, W=W(y) S, Y und eine ¢P-Abbildung g: V. — W mit

f(xX,y)=0 & gx)=y VK,y)eVvxw.

Fiir einen Beweis vgl. [Langg, §1.5.9] oder [MSo4, A.3.3] (der iibliche Beweis geht
hier durch). Wir werden den inversen Funktionensatz als Korollar beweisen. Da in den
soeben genannten Quellen der Satz tiber implizite Funktionen mit Hilfe des Inversen
Funktionensatz bewiesen wird, bedeutet das, dass beide Sitze dquivalent sind.

Korollar 1.2.16 (Inverser Funktionensatz). Seien X,Y Banachriume, U C, X, f: U —
Y eine €*-Abbildung, fir 1 < k < oo. In xo € U sei df(xp): X — Y ein toplinearer
Isomorphismus. Dann ist f um xq ein €*-Diffeomorphismus, d.h. es existiert ein V.=V (xq) C,
U, sodass W := f(V) C, Y und f|[V: V — W ein €*-Diffeomorphismus ist.

Beweis. Indem wir notfalls zu f(x) := (df(xo))f1 (f(xo + x) — f(x0)) iibergehen,
diirfen wir annehmen, dass xo = 0, f(xp) = 0 und X = Y ist. Betrachte die Abbildung
F: XxU— X, (y,x) — —y+ f(x). Offensichtlich ist d,F(0,0) = df(0) invertierbar
und F(0,0) = 0. Nach dem Satz tiber implizite Funktionen gibt es W = W(0) C,
X,V =V(0) S, U und eine %k-Abbildung g: W — V, so dass fir alle (y,x) e Wx V
gilt F(y,x) = 0 < g(y) = x. g ist dann die gesuchte Umkehrabbildung. O

Wir benétigen spater noch folgendes einfache
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Korollar 1.2.17. Seien X,Y Banachriume, U C, X und f: U — Y eine %1—Abbildung und
fiir alle p € U sei df,: X — Y Isomorphismus. Dann ist fiir alle V C, U die Menge f(V')
offenin Y.

Beweis. Sei p € V beliebig. Dann existiert nach dem Inversen Funktionensatz ein
Vy, = V,(p) Co V, so dass f|V, ein Diffeomorphismus auf eine offene Menge von Y ist.
Insbesondere gilt
fV)=U IV (V) So Y. O
peV
Der Satz iiber implizite Funktionen lédsst sich genau so wie in der endlich-dimensio-
nalen Kategorie formulieren und beweisen. Allerdings haben wir in Abschnitt 1.1.1I
gelernt, dass die Voraussetzung ein Banachraum von Typ X X Y zu haben, nicht so
selbstverstandlich ist, wie man auf den ersten Blick glauben wiirde.

Il. Der Satz von Sard-Smale

Definition 1.2.18. Seien X, Y Banachrdaume, U C, X und f: U — Y eine ‘51-Abbildung.
Wir nennen p € U einen singuldren Punkt von f, falls df, nicht surjektiv ist. Ein
reguldrer Punkt von f ist ein nicht-singuldrer Punkt von f. Wir nennen g € Y einen
singuldren Wert von f, wenn ein singuldrer Punkt p € f~1(g) von f existiert. Ein
reguldrer Wert von f ist ein nicht-singuldrer Wert von f.

Wir erinnern an den klassischen Satz von Sard:

Theorem 1.2.19 (Satz von Sard). Sei U C, R" und f: U — R™ eine €*-Abbildung wobei
k > max(n —m,0) sein soll. Dann hat die Menge der kritischen Werte in R™ das Lebesgue-
Mafs 0.

Wir mochten den obigen Satz in der Kategorie der Banachraume formulieren. Als
erstes miissen wir dafiir das Analogon des Lebesguemafles auf dem R" kldren.

Definition 1.2.20. Sei X ein topologischer Raum und M C X eine Teilmenge.

(@) M heif}t nirgends dicht, wenn der Abschluss M keine inneren Punkte besitzt.

(b) M ist von 1. Baire Kategorie, wenn es eine Folge (M,,) nirgends dichter Mengen
in X gibt mit M = J,,cn M-

(c) M ist von 2. Baire Kategorie, wenn M nicht von 1. Baire Kategorie ist.

Wir sagen eine, dass eine Eigenschaft fiir fast alle x € X gilt, wenn es eine Ausnahme-
menge der 1. Baire Kategorie gibt. >

2Im Anhang A.1 werden Gemeinsamkeiten und Unterschiede zwischen Lebesgue-Nullmengen und
Mengen der 1. Kategorie ausfiihrlicher diskutiert.
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Wir konnen nicht hoffen, dass der Satz von Sard in der Kategorie der Banachraume
fiir beliebigen ¢*-Abbildungen richtig ist. In einem Artikel von Ivan Kupka [Kup65]
wurde eine glatte Funktion f: H — R auf einem separablen3 Hilbertraum H konstruiert
mit der Eigenschaft, dass [0,1] C R kritische Werte von f sind.

Stephen Smale erkannte, dass man noch eine weitere Anforderungen an f stellen
muss, um den Satz von Sard verallgemeinern zu kdnnen.

Definition 1.2.21. Seien X,Y Banachriume und U C, X. Wir nennen eine ¢*-Abbil-
dung f: U — Y eine Fredholm-Abbildung, wenn das Differential df, fiir alle x € U
ein Fredholm-Operator ist. Wir definiert den Index von f im Punkt x € U durch seine
Linearisierung, d.h.

index f(x) := indexdf, fiirein x € U.

Kommentar 1.2.22. Da index: F(X,Y) — Z eine stetige Abbildung ist (vgl. Satz 1.1.55),
ist der Index einer Fredholm-Abbildung f: U — Y

index f: U — Z, x> index f(x)

lokal konstant und damit stetig.

Theorem 1.2.23 (Satz von Sard-Smale). Scien X, Y separable Banachriume, U C, X und
f: U — Y eine €*-Fredholm-Abbildung mit k > max{index f,0}. Dann sind fast alle Punkte
in Y regulire Werte von f.

Einen Beweis findet man in [Sma65] bzw. ein wenig tiberarbeitet in [MSo4].

1.3. Geometrie von unendlich-dimensionalen Mannigfaltigkeiten

In diesem Abschnitt verallgemeinern wir die Begriffe Mannigfaltigkeit (mit Rand),
Untermannigfaltigkeit, Tangentialraum und Vektorbiindel auf Mannigfaltigkeiten, die
lokal auf Banachrdume modelliert sind. Wir werden in diesem Kontext den Satz vom re-
guldren Wert formulieren und beweisen. Abschlieflend werden wir den Zusammenhang
definieren und mit diesen eine Spaltung des doppelten Tangentialbiindel angeben.

I. Banach- und Hilbert-Mannigfaltigkeiten

Fiir diesen Abschnitt meinen wir mit Banachraum einen vollstindig normierbaren topologi-
schen Vektorraum und mit Hilbertraum einen hilbertisierbaren topologischen Vektorraum. Sei
weiterhin B ein Banachraum und H ein Hilbertraum tiber dem Korper RR.

3Wir nennen einen Banachraum separabel, wenn er eine abzahlbare dichte Teilmenge besitzt.
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Definition 1.3.1. Sei M ein topologischer Raum. Wir nennen (U, ¢) eine Karte von M,
wenn folgende Bedingungen gelten:

(@) U S, M.
(b) Es gibt einen Banachraum By, so dass
¢: U— o(U) S, By
ein Homodomorphismus ist.

Sei I eine Indexmenge. Wir nennen 2 := (Uj, ¢;);c; einen glatten Atlas von M, wenn
folgende Bedingungen gelten:

(i) Fur allei € I ist (U;, ¢;) eine Karte von M.
(ii) Ujer Ui = M.
(iif) Fir alle i,j € I ist die Abbildung
e 4);1: ng(ui N u]') — goi(ui N u]')

eine glatter Fréchet-Diffeomorphismus zwischen den offene Teilmengen B; :=
B(¢;) und B; := B(¢;).

Wir nennen eine Karte (U, ¢) kompatibel zum Atlas 2[, wenn die Familie (U, ¢) U2
immer noch ein Atlas ist. Zwei Atlanten 2, 95 heifsen kompatibel, wenn jedes Mitglied
aus 2 kompatibel mit 9B ist. Das definiert einer Aquivalenzrelation zwischen Atlanten
und wir bezeichnen eine Klasse mit c. Das Tupel (M, c¢) heifit glatte Mannigfaltigkeit
modelliert auf Banachrdaumen oder Banach-Mannigfaltigkeit. Wir nennen (M, c) eine
Hilbert Mannigfaltigkeit, wenn es einen Atlas (U;, ¢;)ic; € ¢ gibt, so dass alle B;
Hilbertrdume sind.

Fiir den Rest dieser Arbeit unterdriicken wir die Aquivalenzklasse ¢ und sagen nur
noch, dass M eine Banach-Mannigfaltigkeit ist. Fiir den Rest dieser Arbeit meinen wir
mit ,, (U, ¢) sei eine Karte von M“, dass (U, ¢) kompatibel mit einem Atlas von M sei.
Fiir den Rest dieses Abschnitt sei M eine Banach-Mannigfaltigkeit.

Kommentar 1.3.2. Falls fiir ein Paar (i,j) € I x I, wo I die Indexmenge eines Atlas
ist, U; N U; # O gilt, dann muss B; = B; sein, da fiir p € U; N U; das Differential
d(g; o q)]fl)q)(p) : Bj — B; ein toplinearer Isomorphismus ist.

Damit kann man jedem Punkt p € M eine eindeutige Isomorphieklasse von Ba-
nachraumen zuordnen. Bezeichne diese Klasse mit [B],. Betrachte die Menge

M, :={q € M| [B]; = [B],}.
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Es ist klar, dass diese Teilmenge offen ist, und dass BMP ebenfalls offen ist. Wenn M
zusammenhdngend ist, dann konnen wir M einen Banachraum B zuordnen, so dass fiir
alle p € M der Raum B in [B], enthalten ist. Wir sagen dann, dass M auf B modelliert
ist.

Wenn M nicht zusammenhéingend ist und (M, )sca die Zusammenhangskomponen-
ten von M sind, dann konnen wir fiir jedes & € A einen Banachraum B, finden, so
dass M, auf B, modelliert ist. Allerdings kann es sein, dass fiir ein Paar («, ) € A x A
die Banachrdume By, Bg isomorph sind. Wir mochten deshalb fiir M eine Familie von
Banachraumen angeben, die moglichst klein ist. Das motiviert die néchste

Definition 1.3.3. Sei | eine Indexmenge und fiir alle j € | seien B; Banachrdume,
die paarweise nicht isomorph sind. Setze B := (Bj);c;. Wir sagen, dass M eine B-
Mannigfaltigkeit ist, wenn folgende zwei Bedingungen erfiillt sind:

(i) Fiirjedesj € ] gibtes ein p € M, so dass B; in der Isomorphieklasse [B], enthalten
ist.

(ii) Fiirjedes p € M gibt es ein j € ], so dass B; in der Isomorphieklasse [B], enthalten
ist.

Wir nennen dann B eine Familie von Modellraumen von M bzw. wir sagen, dass M
auf B modelliert ist.

Kommentar 1.3.4. Es ist nicht intuitiv zu fordern, dass M mehr als nur einen Modell-
raum besitzen soll. Es gibt aber tatsachlich Beispiele, wo es sinnvoll ist, mehr als einen
Modellraum zuzulassen. Z.B. wurde in der Dissertation von Adrien Douady [Dou66]
folgender Satz gezeigt:

Sei X eine komplexe Mannigfaltigkeit und sei M die Menge aller kompakten
komplexen Untermannigfaltigkeiten von X. Dann trigt M die Struktur einer
analytischen Banach-Mannigfaltigkeit (modelliert auf Banachriume iiber C).

Man kann zeigen, dass diese Banach-Mannigfaltigkeit mehr als einen Modellraum
besitzt (ohne Beweis).

Kommentar 1.3.5. Es ist nicht schwer sich eine Definition einer topologischen Banach-
Mannigfaltigkeit zu tiberlegen. Fiir topologische B-Mannigfaltigkeiten kann man so
etwas wie den Einbettungsatz von Withney formulieren. In einem Artikel von David
Henderson [Hen69] wurde folgendes Theorem gezeigt:

Sei M ein metrischer Raum. Wenn M eine separable topologische unendlich-
dimensionale Banach-Mannigfaltigkeit ist, welche auf einem Hilbertraum H model-
liert ist, dann kann man M als eine offene Teilmenge von H einbetten.
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Man sollte an dieser Stelle anmerken, dass man hier unter einer Einbettung eine
injektive stetige Abbildung versteht, welche eine Homdomorphismus auf ihr Bild ist.

In einem Artikel von J. Eells und K. D. Elworthy [EE70] wurde ein ¢*-Analogon
von der obigen Aussage gezeigt:

Sei E ein unendlich-dimensionaler ¢ *-glatter Banachraum (darunter versteht
man einen Banachraum, dessen Topologie von einer Norm induziert wird, die
in jedem Punkt ungleich dem Ursprung glatt ist), E besitze eine Schauder-Basis
(darunter versteht man die natiirlich Verallgemeinerung einer Hilbertraumbasis fiir
Banachriume), X sei eine separable metrisierbare € °-Mannigfaltigkeit, die auf E
modelliert ist und X sei parallelisierbar. Dann existiert eine ¢ *°-Einbettung von X
auf einer offenen Teilmenge von E.

Als néchstes mochten wir ein paar Beispiele fiir Banach-Mannigfaltigkeiten geben.

Beispiel 1.3.6. Das Trivial-Beispiel einer Banach-Mannigfaltigkeiten ist ein Banachraum
M = (B, || .]|) oder allgemeiner eine offene Teilmenge M C, B eines Banachraums.

Beispiel 1.3.7. Seien N, M endlich-dimensionale Mannigfaltigkeiten und sei €*(N, M)
die Menge aller ¢*-Abbildungen von N nach M, wobei k € Ny sei. In einem Artikel
von Halldor Eliasson [Eli67] wurde u.a. folgendes gezeigt:

Sei N eine kompakte Mannigfaltigkeit und M eine riemannsche Mannigfaltig-
keit. Dann kann der Raum €*(N, M) mit der Struktur einer glatten Banach-
Mannigfaltigkeit versehen werden. Fiir eine glatte Abbildung h € €*(N, M)
lautet ein (lokaler) Modellraum Ty« (N, h*TM), wobei letzteres der Raum aller
€*-Schnitte in das Biindel h*TM sei.

Die riemannsche Metrik von M wird fiir die Konstruktion der Norm von I'« (N, h*TM)
benotigt. Weiterhin braucht man die (riemannsche) Exponentialabbildung um einen
Atlas von %k(N, M) anzugeben. Es stellt sich im Nachhinein raus, dass die differenzier-
bare Struktur von ¥*(N, M) nicht von der speziellen Metrik auf M abhangt.

Den Modellraum I'« (N, i*TM) kann man sich am einfachsten so vorstellen: Wenn
N einfach zusammenhédngend ist, z.B. wenn N ein kompaktes Intervall von R ist, dann
kann man zeigen, dass h*TM = N x R", wobei n = dim M sei. In diesem Fall gilt dann

T.«(N,h*TM) = €*(N,R"),

wobei der rechte Raum die aus der Funktionalanalysis bekannte ¥*-Norm trage.

Dem Autor ist nicht bekannt, ob €*(N, M) fiir nicht einfach zusammenhzngendes N
genau einen Modellraum besitzt.

Historisch gesehen wurde das erste (dem Autor) bekannte Beispiel einer Banach-
Mannigfaltigkeit auf einer Konferenz in Mexiko [JE58] vorgestellt. Dort wurde fiir
einen kompakten topologischen Raum K und einer riemannschen Mannigfaltigkeit
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M gezeigt, dass der Raum %V (K, M) die Struktur einer Banach-Mannigfaltigkeit tragt.
Es wurde aber nicht gezeigt, dass es nur einen Modellraum gibt. Nach einer privaten
Unterhaltung mit Achim Krause [Kra13] vermutet der Autor aber, dass diese Aussage
richtig ist, wenn K triangulierbar ist.

Kommentar 1.3.8. Das Beispiel 1.3.7 zeigt, dass relativ natiirliche Objekte die Struktur
einer Banach-Mannigfaltigkeit tragen.

Beispiel 1.3.9. Sei k € N und (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit und S! C C
die 1-Sphére. Betrachte auf S! das OberflichenmaR. Setze

HY(S,M) := {c € €°(S, M) | f.t. 3¢(t) und es gilt / g(¢,¢) < oo}
S

Im Buch von Klingenberg [Kli76] wurde gezeigt, dass H!(S, M) eine Hilbert-Man-
nigfaltigkeit ist. Diese Mannigfaltigkeit nennt man auch loop-space. Eine verwandte
Hilbert-Mannigfaltigkeit werden wir in dieser Arbeit ausgiebig studieren.

Als nédchsten wollen wir den Begriff ,Mannigfaltigkeit mit Rand” verallgemeinern.
Fiir diese Arbeit brauchen wir diese Definition nicht, aber wenn man sich mit der
Morse-Theorie weiter auseinander setzt, benétigt man ihn. Zur Vereinfachung nehmen
wir an, dass M zusammenhédngend ist. Den Hilbertraum-Fall erwdhnen wir nicht
explizit.

Definition 1.3.10. Sei A: B — R ein beschranktes lineares Funktional ungleich 0. Setze
Bl :={x€B|A(x) >0} und BY :=kerA.

Wir nennen B} einen Halbraum und BY eine Hyperebene.

Firk>1und U C, B)T heifit eine Abbildung f: U — B eine ¢ k—Abbildung, falls
es eine offene Menge U C, B mit U C U und eine ¥*-Abbildung F: U — B gibt mit
FlU=f.

Sei M ein zusammenhdngender topologischer Raum, B ein Banachraum und A: B —
R ein beschranktes Funktional ungleich 0. Wir nennen (U, ¢) eine Karte von M, wenn
folgende Bedingungen gelten:

(@ USo M.

(b) Die Abbildung
¢: U — o(U) S, B

ist ein Homdomorphismus.

Sei I eine Indexmenge. Wir nennen 2 := (Uj, ¢;)ic; einen glatten Atlas von M, wenn
folgende Bedingungen gelten:
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(i) Fur allei € I ist (U;, ¢;) eine Karte von M.
(ii) Ujer U; = M.
(iif) Fir alle i, € I ist die Abbildung
@i o (pj’lz @;(U; N U;) — ¢;(U; N L)

eine glatter Fréchet-Diffeomorphismus zwischen zwei offenen Teilmengen von
BT.
A

Analog wie in Definition 1.3.1 kann man eine Aquivalenzklasse von Atlanten definieren.
Sei ¢ ein solche Klasse und sei 2 ein Mitglied in c.

Wir sagen p € 9M, falls es eine Karte (U, ¢) von 2 gibt mit ¢(p) € BY ist. IM heifit
der Rand von M und M \ 0M heifit das Innere von M.

Das Tupel (M, c) heit B} -Mannigfaltigkeit mit Rand.

Kommentar 1.3.11. In [Lango, I1.4.3] wird gezeigt:

Seien B, C Banachriume, A € B', u € B’ beschrinkte Funktionale, U C, B}f und
V G, C;[, so dass U N BR und VN Cg nicht-leer sind. Sei weiterhin f: U — V
ein €' P-Diffeomorphismus mit p > 1. Dann gilt A # 0 genau dann wenn u # 0.
Wenn A # 0 ist, dann induziert f einen ¢P-Isomorphismus von Int(U) nach
Int(V') und von oU nach oV.

Damit ist der Rand dM und das Innere M \ dM wohldefiniert, wenn M einen ¢1-
Struktur trégt, d.h. fiir zwei Karten (U, ¢) und (V, 9) gilt ¢(p) € B} genau dann, wenn
¥(p) € BY ist.

Falls dim B = oo ist, dann kann man zeigen, dass B;r homoomorph zu B ist, d.h.
es gilt M = dM, wenn M eine ¢°-Struktur besitzt. Aus diesen Grund muss man
mindestens einen ¢’'-Atlas fiir eine Banach-Mannigfaltigkeit mit Rand fordern.

Mochte man nun nicht-zusammenhédngende Banach-Mannigfaltigkeiten mit Rand
definieren, so orientiere man sich an Kommentar 1.3.2 bzw. Definition 1.3.3.

Definition 1.3.12. Sei M eine zusammenhidngende B-Mannigfaltigkeit und P C B ein
abgeschlossener Unterraum. Wir nennen eine zusammenhadngende Teilmenge P C M
eine Banach-Untermannigfaltigkeit (oder eine (B, P)-Untermannigfaltigkeit) von M,
falls es fiir jeden Punkt p € P eine Karte (U, ¢), so dass ¢(UNP) = o(U)NP
gilt. Wenn der Unterraum P in B spaltet, dann nennen wir P eine direkte (B, P)-
Untermannigfaltigkeit.

Kommentar 1.3.13. Es ist klar, dass (B, P)-Untermannigfaltigkeiten automatisch P-
Mannigfaltigkeiten sind.

36



Wenn man die Definition 1.3.12 auf Mannigfaltigkeiten mit Rand erweitern wiirde,
dann erkennt man sofort, dass wenn M eine B; -Mannigfaltigkeit ist, dass dann dM
eine (B}, B} )-Untermannigfaltigkeit ist.

Der Begriff Untermannigfaltigkeit ist schwieriger zu handhaben als im endlich-
dimensionalen Fall. Wir werden uns nur fiir direkte Untermannigfaltigkeit interes-
sieren. Um ein brauchbares Kriterium anzugeben, benétigen wir die Definition vom
Tangentialraum. Die nidchste Definition stammt inhaltlich aus [Langg].

Definition 1.3.14. Sei M eine Banach-Mannigfaltigkeit und p € M fest. Fiir die Menge
aller Tupel (¢,v), wobei (U, ¢) eine Karte um p und v € B sei, definieren wir eine
Aquivalenzrelation durch

(9,0) ~ (pw) & v=d(@oyp ")y, w.

Bezeichne [¢,v], die Aquivalenzklasse von (¢, v). Wegen der Kettenregel wird durch

[, 0lp + [, wlp = [po+d(@oyp™)yp w],
A [(Prv]p = [p, A v]p

eine wohldefinierte Vektorraum Struktur auf die Menge der Restklassen gegeben. Wir
bezeichnen diesen Vektorraum mit T, M und nennen ihn den Tangentialraum von M
an p. Die Elemente [, v], von T, M heilen Tangentialvektoren an p.

Kommentar 1.3.15. Jede Karte (U, ¢) um p induziert eine lineare bijektive Abbildung
von T, M nach B. Diese ist gegeben durch die (wohldefinierte) Abbildung

¢: T,M— B, |[¢,0],— 0.

Die (wohldefinierte) lineare Umkehrabbildung lautet

¢ B —TyM, v [(p,v]p.
Falls die Kartenwahl (U, ¢) ausgezeichnet ist (z.B. wenn M = B ein Banachraum ist,
kann man ¢ = 1 wihlen), dann identifizieren wir T,IM mit B kanonisch via dem
obigen Isomorphismus.

In jedem Fall kann man auf T,M via ¢ eine natiirliche Topologie installieren. Die
Topologie hdngt wegen Forderung (iii) von Definition 1.3.1 nicht von der speziellen
Kartenwahl (U, ¢) ab. Somit wird T, M zu einem Banachraum bzw. Hilbertraum. Man
beachte aber: Da die Karteniibergénge d (¢ o ¢~") () fiir zwei Karten (U, ¢) und (V, )
um p i.Allg. keine Isometrien sind, gibt es keine kanonische Art auf T, M eine Norm
oder ein Skalarprodukt zu installieren.

Bevor wir den Tangentialraum weiter studieren konnen, miissen wir wissen, was
eine glatte Kurve in einer Banach-Mannigfaltigkeit sein soll.
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Definition 1.3.16. Seien M, N zwei glatte Banach-Mannigfaltigkeiten und f: M — N
eine stetige Abbildung. Wir sagen, dass f eine glatte Abbildung ist, wenn f eine der
beiden dquivalenten Bedingungen erfiillt:

(i) Fir alle Karten (U, ¢) von M, (V, ) von N und fiir alle k € N ist o f o ¢! eine
k-fach differenzierbare Abbildung im Sinne von Definition 1.2.7.

(if) Fur alle p € M und k € IN ist f in p k-differenzierbar, d.h. fiir eine beliebige Karte
(U, ¢) um p und eine Karte (V, ) um f(p) ist die Abbildung o f o ¢~ in ¢(p)
k-differenzierbar im Sinne von Definition 1.2.8.

Die Menge der glatten Abbildung f: M — N bezeichnen wir mit 4°(M, N). Wir
bezeichnen speziell £(M) := ¢ (M, R).

Kommentar 1.3.17. Unsere Definition vom Tangentialraum ist eine abstrakte Umfor-
mulierung der Tangentialraum Definition aus der klassischen Mechanik. Tatsachlich
kann man [¢,v], eine Aquivalenzklasse von glatten Kurven durch p zuordnen und
umgekehrt. Das mochten wir hier ndher erldutern:

Sei M eine B-Mannigfaltigkeit und sei

GP(R,M) = {7 € €(R, M) | 7(0) = p}

die Menge aller glatten Kurven durch p. Fiir eine Karte (U, ¢) um p setzen wir
Qp: €,°(R,M) = B, v+ (po)(0).
O, ist surjektiv, denn ein (mogliches) Rechts-Inverses ist gegeben durch
Ry: B—= CP(R,M), v~ [t ¢ ' (9(0)+t-0)].
Wir definieren eine Relation:
v~ & esgibteine Karte ¢ mit Oy (y) = Oy (7).

Sei (V, ¢') eine weitere Karte um p. Mit der Kettenregel sieht man, dass

Op(7) =0p(7) & Oy(7) =0u(7)
gilt. Weiterhin gilt R, 0 @y (y) ~ 7, d.h. R, ist links-invers zu ®, modulo dieser
Relation.

Damit hat man auf ¢,°(R, M) eine wohldefinierte Aquivalenzrelation und wir be-

zeichnen die Quotientenmenge mit P, M (P steht fiir , path”) und die Restklasse von 7y
durch [y],. Betrachte nun die Diagramme

o ® R,
€2 (R,M) " B M) <27 g
Eq’

“O (R,
e e
P,M P,M
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Mit dem oben Gesagten ist es klar, dass
Eq) O@q) = ]lppM und @QO Oﬁq, = ]lB

gilt. Wir installieren auf P, M eine Vektorraum-Struktur, so dass @q) ein Vektorraum-
Isomorphismus wird. Es ist nicht schwer zu sehen, dass diese Struktur nicht von
¢ abhéngt. Anschliefend installiert man auf P,M eine Topologie, so dass ©, ein
toplinearer Isomorphismus wird. Die Topologie hdngt dann nicht von ¢ ab.

P, M ist kanonisch isomorph (als topologischer Vektorraum) zu T, M. Der Isomor-
phismus ist gegeben durch

T,M — P,M, |[¢,0], — [Rq,(v)]p,
und die Umkehrabbildung lautet

P,M — T,M, [v], — [go,®¢('y)]p.

Wenn es sich anbietet, werden wir Tangentialvektoren als Aquivalenzklasse von Kurven
ansehen. Insbesondere konnen wir Tangentialvektoren immer noch als Derivationen
auf den Raum der Keime &£,(M) auffassen, d.h. fiir eine Restklasse v = [v], ist die
lineare Abbildung

G M) SR, fy o Ealfy) = | (Fo)

derivativ. Allerdings ist der Raum der Derivationen Derg (€,(M), R) fiir eine unendlich-

dimensionale Banach-Mannigfaltigkeit schwierig zu handhaben. Darauf wollen wir
nicht ndher eingehen (vgl. [KMo7, 28.1]).

Definition 1.3.18. Sei f: M — N eine glatte Abbildung zwischen zwei Banach Man-

nigfaltigkeiten. Wir definieren das Differential von f in p durch folgenden stetigen
Operator

dfp: TyM = Trp)N, (@, o)y = [9,d(@ o fo @ g 0] 4,

oder dquivalent durch

df,: Pp,M — Prp»N, ['Y]p = [f°7]f(P)'

Wenn M, N Banachrdume sind, dann stimmt das neue d fp mit dem alten Differential
via der kanonischen Identifizierung tiberein.
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Il. Satz vom regularen Wert

Fiir diesen Abschnitt seien M, IN vollstandig normierbare topologische Vektorraume
(ausnahmsweise meinen wir mit IN nicht die natiirliche Zahlen).

Motivation. In diesem Abschnitt mochten wir den Satz vom reguldren Wert fiir Banach-
Mannigfaltigkeiten formulieren. Wir werden kurz demonstrieren, wieso man diesen
Satz vom endlich-dimensionalen Fall nicht einfach tibernehmen kann. Als Beispiel
dafiir konstruieren wir eine glatte Funktion zwischen zwei Banachraumen, die 0 als
reguldren Wert hat, wo aber das Urbild von 0 keine Untermannigfaltigkeit ist. Dieses
Beispiel stammt von [Dou66, §1.8].

Wir haben im Anhang als Proposition A.2.10 folgende Aussage bereit gestellt:

Es existiert ein Banachraum X und ein abgeschlossenen Unterraum A C X, so
dass X 2 A x X/ A.

Es bezeichne nun 71: X — X/ A die kanonische Projektion. Betrachte die glatte (sogar
analytische) Abbildung

fTRxXxX/A—X/A, (txy)— n(x)+ty.

Es ist nun 0 € X/A ein reguldrer Wert von f ist, denn fiir (¢, xo,%0) € f~*(0) und
(t,x,y) e R x X x X/A gilt

Af (to,xom0) (X, y) = 70(x) + toy + tyo-

df (ty,x00) 18t surjektiv, da 7t surjektiv ist. Angenommen P := f ~1(0) wire eine Banach-
Untermannigfaltigkeit. Fiir alle (o, xo,0) € P gilt dann T(; )P = ker(df(, xy,))-
Betrachte das Differential von f entlang der Gerade {(¢,0,0) |t € R} C X. Fiir tp =0
gilt

ker(df(0,0,0)) =R xAXx X/A

und fiir to # 0 gilt
_7r )
ker(df(s,00)) = R x Graph(?: X = X/A) ~ R x X.

Aus X 2 Ax X/A folgt Rx X 2 R x A x X/A (vgl. Korollar A.2.12). Damit ist
ker(df(g,0)) # ker(df(;0)) fiir alle t # 0. Das liefert einen Widerspruch zur Annahme,
dass P eine Banach-Untermannigfaltigkeit von X ist.

Satz 1.3.19 (Satz vom regulédren Wert). Seien M eine M-Mannigfaltigkeit, N ein IN-
Mannigfaltigkeiten und f: M — N eine glatte Abbildung und q € N beliebig. Folgende
Voraussetzungen sind dquivalent:

4Der Begriff reguldrer Wert wurde in Definition 1.2.18 erklrt.
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Abbildung 1.1.: Zum Beweis von Satz 1.3.19

p(PNU)

(i) Fiiralle p € f~1(q) besitzt df,: T,M — TyN ein stetiges Rechts-Inverses.
(i) q ist ein regulirer Wert und fiir alle p € f~'(q) spaltet ker(df,).

Falls (i) gilt, dann ist P := f~1(q) eine direkte Banach-Untermannigfaltigkeit von M und fiir
alle p € Pist T,P = kerdf,.

Kommentar 1.3.20. Achtung! P kann viele Modellraume besitzen.

Beweis. Der nichste Beweis stammt vom Autor. Fiir die behauptete Aquivalenzen von
(i) und (ii) siehe Lemma 1.1.45.

Sei ¢: U — U’ eine zentrierte Karte um p € f1(q), ¢: V/ — (V') eine zentrierte
Karte um g und F := o (f|[U)o @~ !: U’ — N, vgl. Abbildung 1.1. Nach Voraussetzung
besitzt df, ein stetiges Rechts-Inverses und damit hat auch dF ein stetiges Rechts-
Inverses. Wegen Lemma 1.1.45 existiert ein abgeschlossener Unterraum B C M mit
M = ker(dFy) ®top B-

Der Satz tiber implizite Funktionen, Theorem 1.2.15, ldsst sich anwenden. Wir fiihren
das genau aus: Es ist dpFj ein toplinearer Isomorphismus. Deswegen existieren offen
Umgebungen V = V(0) C, ker(dF,), W = W(0) <, B und eine glatte Abbildung
g: V — W mit g(0) = 0 und der Eigenschaft

Flx,y)=0 < gx)=vy V(x,y) €V xW.

Man beachte, dass nach Konstruktion F(x,y) =0 < ¢~ !(x,y) € PN U ist.
Betrachte die glatte Abbildung

¢: V xW — ker(dF,) x B, (x,y) — (x,y —g(x)).

Man kann nachrechnen, dass das Differential von ¢ in jedem Punkt bijektiv ist. Nach Ko-
rollar 1.2.17 hat ¢ ein offenes Bild. Mit geeignetem Definitionsbereich ist die Abbildung
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(x,y) — (x,y+ g(x)) die Umkehrabbildung von ¢. Damit ist die Abbildung
O: 9 (VXW) =M, x> doe(x)
eine Karte um p. Eine kurze Rechnung zeigt, dass
@(¢ H(VXxW)NP) =d(p ' (Vx W)) Nker(dF,)

gilt. Also ist P lokal eine ker(dF,)-Untermannigfaltigkeit von M. Das zeigt die Behaup-
tung. O

Kommentar 1.3.21. Wenn M ein hilbertisierbarer topologischer Vektorraum ist, dann
kann man wegen Satz 1.1.40 die Voraussetzungen von Satz 1.3.19 darauf einschranken,
dass man einen reguldren Wert hat. Aus diesem Grund passt der Name Satz vom
reguliiren Wert fiir unsere Anwendung.

In der Literatur, z.B. [MSo4], wird dieser Satz auch als Satz iiber implizite Funktionen
angefiihrt. Die Definition von regulirer Wert wird aufSerdem so angepasst, dass man die
Bedingung (i) hinzunimmt.

In anderen Texten, wie z.B. [Langg] und [Dou66], definiert man den Begriff Sub-
mersion und zeigt dann, dass Urbilder von Submersionen Untermannigfaltigkeiten
sind.

Kommentar 1.3.22. Seien M, N und f: M — N wie in Satz 1.3.19 und sei ¢ € N ein
reguldrer Wert von f. Angenommen fiir alle p € P := f~!(g) ist ker(df,) endlich-
dimensional. Dann sind wegen Proposition 1.1.42 (i) die Voraussetzungen des Sat-
zes vom reguldren Wert erfiillt. Wegen Kommentar 1.3.2 kann man dann fiir jede
Zusammenhangs-Komponente P; von P eine natiirliche Zahl n; finden, so dass fiir alle
p € P; die Isomorphie ker(dP;) = R" gilt. Setze n := (n;);c;, wobei P = J;; P; gelte.
Wir sagen dann, dass P eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit ist.

Wir erinnern an den Satz von Sard-Smale (Theorem 1.2.23). Wir mochten dieses
Theorem mit Satz 1.3.19 kombinieren.

Definition 1.3.23. Sei M eine M-Mannigfaltigkeit, N eine IN-Mannigfaltigkeit und
f: M — N eine glatte Abbildung. Wir sagen, dass f eine Fredholm-Abbildung ist,
wenn fiir alle p € M das Differential

dfp: T,M — T,N

ein Fredholm-Operator ist. Fiir p € M definieren wir den Fredholm-Index von f in p
durch
index f(p) := index(df,).
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Kommentar 1.3.24. Es ist einfach zu sehen, dass f genau dann eine Fredholm-Ab-
bildung ist, wenn fiir alle Karten (U, ¢) und (V, ) die Abbildung ¢ o f o ¢! eine
Fredholm-Abbildung im Sinne von Definition 1.2.21 ist. Wegen der Index Formel
(Satz 1.1.55 (ii)) gilt

index f(p) = index(po fo 9 1) (9(p)),

falls die Komposition ¢ o f o ¢! Sinn ergibt.
Mit dem oben gesagten ist dann klar, dass wir mit denselben Argumenten wie in
Kommentar 1.2.22 zeigen konnen, dass

indexf(p): M — Z

eine lokal konstante Abbildung ist.
Wir formulieren Theorem 1.2.23 nochmals als Korollar fiir Banach-Mannigfaltigkeiten.

Korollar 1.3.25 (Satz vom reguldren Wert fir Fredholm-Abbildungen). Sei M eine M-
Mannigfaltigkeit, N eine N-Mannigfaltigkeit, M und N seien separabel und f: M — N sei
eine glatte Fredholm-Abbildung. Dann sind fast alle Punkte q € N regulire Werte von f, d.h.
fiir fast alle g € N ist P := f~1(q) eine Untermannigfaltigkeit von M.> Wenn P # @ ist,
dann stimmt die lokale Dimension von P mit dem Fredholm-Index von f iiberein.

lll. Banach- und Hilbert-Biindel

In diesem Abschnitt bezeichnen wir mit Banachraum bzw. Hilbertraum einen vollstin-
dig normierbaren topologischen Vektorraum bzw. einen hilbertisierbaren topologischen
Vektorraum. Weiterhin seien fiir diesen Abschnitt B und E Banachridume. Es sei M
eine B-Mannigfaltigkeit, E eine B x E-Mannigfaltigkeit und 77: E — M eine surjektive
Abbildung.

Definition 1.3.26. Sei U C, M. Wir nennen eine glatte Abbildung ¢: 7=!1(U) — U x E
eine Biindelkarte oder eine lokale Trivialisierung von 7: E — M, wenn das Dia-
gramm

7 1(U) ¢ UxE

x\ p1q

u

kommutiert.

Kommentar 1.3.27. Sei ¢: 7 !(U) — U x E eine Biindelkarte von 7t: E — M. Es ist
dann nicht schwer zu sehen, dass alle p € U reguldre Werte von 7 sind. Da pr; ein

5,Fast alle” bedeutet, dass es eine Ausnahmemenge der 1. Baire Kategorie gibt; vgl. Definition 1.2.20.
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stetiges Rechts-Inverses besitzt, besitzt d; fiir alle ¢ € 77~ !(U) ebenfalls ein stetiges
Rechts-Inverses. Wir bezeichnen die Faser iiber p als die Menge E, := n!(p). E,
ist abgeschlossen, nicht-leer und wegen dem Satz vom reguldren Wert eine direkte
(B x E, E)-Untermannigfaltigkeit von E. Die glatte Abbildung

¢p :=pryo(¢|Ep): Ep = E

ist ein Diffeomorphismus.

Kommentar 1.3.28. Gelegentlich betrachten wir zu einer Karte (U, ¢) von M eine glatte
Abbildung ¢: 7~ 1(U) — ¢(U) x E, die das Diagramm

- 1(U) _r e(U) x E

nl lprl

u o)

kommutieren lasst. Das Tripel (U, ¢, ¢) bezeichnen wir dann auch als Biindelkarte
oder lokale Trivialisierung, obwohl wir das nicht in Definition 1.3.26 vereinbart haben.
¢ ist strikt gesehen nur eine (spezielle) Karte von E.

Definition 1.3.29. Sei 2 = (¢;: 7 '(U;) — U; X E)iel eine Familie von Biindelkarten
von 7t: E — M. Wir nennen 2 einen Biindelatlas von ¢, falls |J;c; U; = B ist und fiir
alle p € B die Abbildung

¢ii(p) = (pi)po (¢j),": E—E (*)

ein stetiger linearer Isomorphismus ist.

Wir sagen, dass eine Biindelkarte ¢: 7—!(U) — E kompatibel mit 2 ist, wenn AU ()
immer noch Bedingung (x) erfiillt. Sei B ein weiterer Biindelatlas. Wir sagen, dass
20 mit B kompatibel ist, falls jedes Mitglied von 2l mit B8 kompatibel ist. Das indu-
ziert eine Aquivalenzrelation. Sei ¢ die Aquivalenzklasse von 2 bzgl. dieser Relation.
Setze ¢ := (E, 7, M, E). Wir bezeichnen (&, ¢) oder einfach nur ¢ als Banach-Biindel
bzw. E-Biindel tiber M. Wenn B und E Hilbertraume sind, bezeichnen wir ¢ als
Hilbert-Biindel. Wenn dim B < oo und dim E < oo sind, dann bezeichnen wir ¢ als
Vektorbiindel vom Rang » = dim E.

Fiir den Rest dieses Abschnitts sei ¢ = (E, 7t, M, E) ein Banach-Biindel.
Definition 1.3.30. Fiir ein Banach-Biindel ¢ nennen wir E den Totalraum, M den Basis-

raum, 77: E — M die Projektion und E die typische Faser. Die Faser iiber p bezeichnen
wir mit E, := 711 (p).
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Kommentar 1.3.31. Man kann die obigen Definitionen auch auf Banach-Mannigfaltig-
keiten verallgemeinern, die mehr als einen Modellraum besitzen. Dazu orientiere man
sich an Kommentar 1.3.2 und Definition 1.3.3.

Kommentar 1.3.32. Sei i,j € [ mit U; N U; # 0. Es bezeichne GL(E) die Gruppe der
Automorphismen von L(E, E). Es ist nicht schwer folgende Aussage zu zeigen:

Sei U C, M. Die Abbildung F: U — L(E,E) ist genau dann glatt, wenn die
Abbildung
F:UXE—E, (ue)— F(u)e

glatt ist.
Die Abbildung

(UiNUj) xE—E, (pe) = pryopiod: ' (p,e) = ¢ij(p)e

ist glatt (die Bedingung (*) benotigt man hier, um die Glattheit bzgl. e zu zeigen). Damit
ist auch
Ui N LI] — GL(E), p— 4’1](?7)

glatt.

Kommentar 1.3.33. Betrachte eine Biindelkarte ¢: 7~!(U) — U x E und die (induzier-
te) Abbildung
¢p: Ep — E,

wobei p € U sei. Nach Kommentar 1.3.27 ist E, eine Untermannigfaltigkeit und ¢,
eine glatte Abbildung. Installiere nun auf E, eine Vektorraum-Struktur via ¢,. E, ist
dann ein vollstandig normierbarer topologischer Vektorraum. Wegen Bedingung (x) ist
es klar, dass die Vektorraum-Struktur von E, nicht von ¢, abhédngt. Weiterhin ist mit
dem oben gesagten klar, dass die Banachraum-Struktur in gewisser Weise glatt vom
FuSpunkt p abhéngt.

Definition 1.3.34. Wir nennen eine beliebige Abbildung X: M — E einen Schnitt in
¢, falls mo X = 1) ist. Die Menge aller Schnitte in ¢ bezeichnen wir mit I'(M, E),
I'(E) oder I'(¢). Die Menge aller stetigen Schnitte in ¢ bezeichnen wir mit I'o (M, E),
T40(E) oder €°(¢). Die Menge aller glatten Schnitte in ¢ bezeichnen wir mit ['y~ (M, E),
T'4~(E) oder €%(&).

Kommentar 1.3.35. Wir setzen £(M) := ¢°(M,R). Alle oben aufgefithrten Riume
sind in natiirlicher Weise R-Vektorraume und £ (M )-Moduln. Um aber eine interessante
Topologie auf diesen Rdumen einfiithren zu konnen, miissen wir mehr Forderungen an
¢ stellen. Z.B. muss man fiir T'yo (M, E) zuerst einmal fordern, dass M kompakt ist und
anschlieflend verlangen, das ¢ eine Biindelmetrik besitzt. Darauf werden wir in einem
anderen Abschnitt ndher eingehen.
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Beispiel 1.3.36 (Tangentialbiindel). Fiir eine B-Mannigfaltigkeit M setzen wir
T™M:= Y T,M~{(p,&)|p€Mund(, € T,M}.
peM
Die Menge nach = ist eine alternative Art TM als Menge auszudriicken. Definiere die

kanonische Projektion

m: Y T,M—=M, —pesleT,M
peM

Sei A = (Uj, ¢;)icr ein Atlas von M. Betrachte die von ¢; induzierte Abbildung
DNq)Z.: TU; x ¢;(U;) x B, [¢,v], — (p,v)

und setze B := (Dg;: 7 '(U;) — U; x B),_, (wir erkldren spiter, warum ein Tilde
tiber dem D¢ steht). B induziert zunédchst einmal eine Topologie auf TM und danach
eine glatte Struktur. AnschliefSfend rechnet man nach, dass alle Mitglieder von B die
Bedingung (*) von Definition 1.3.29 erfiillen. Man priife noch, dass 7t: TM — M eine
glatte Abbildung ist. Wir haben nun auf 1y := (TM, 71, M, B) eine B-Biindel-Struktur
definiert. Wir nennen s das Tangentialbiindel von M. Es bleibt noch nachzupriifen,
dass die Biindel-Struktur von ) nur von der glatten Struktur von M abhéngt.

Gelegentlich tiberlasten wir die Notation und nennen die Projektion 7r: TM — M das
Tangentialbiindel von M. Die glatten Schnitte in Tj; bezeichnen wir als Vektorfelder
auf M und setzen X(M) := I'y~(M,TM).

Kommentar 1.3.37. Wir haben in Definition 1.3.1 nicht gefordert, dass eine B-Mannig-
faltigkeit separabel oder hausdorff sein muss. Wir merken an, dass wenn M hausdorff
bzw. separabel ist, dass dann TM hausdorff bzw. separabel ist.

Als néchstes erweitern wir die Definition des Differentials (vgl. Definition 1.3.18).

Definition 1.3.38. Sei C ein Banachraum, M eine B-Mannigfaltigkeit, N eine C-Mannig-
faltigkeit und f: M — N eine glatte Abbildung. Die Abbildung

Df: TM = TN, (g, 0], = [p,d(ofoo ™ )y()v] 4,
heifit das Differential von f.

Kommentar 1.3.39. Sei M, N und f wie oben.
¢ Vergleich man Definition 1.3.38 mit Definition 1.3.18, dann erkennt man

Df[e,v], = dfple, vlp.

Das obere Differential verallgemeinert das Differential aus Definition 1.3.18. Trotz-
dem haben wir eine andere Bezeichnung gewdéhlt, da spétestens D(Df) etwas ganz
anderes als d?f ist (ein Rechnung dazu kommt spéter; vgl. Kommentar 1.3.41).
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e Fir N C, C, d.h. die Inklusion i: N — C ist eine (globale) Karte von N, identifi-
zieren wir TN mit N x C via [i,v], — (p,v). Mit dieser Identifikation lautet das
Differential von f

df: TM - N xC, [¢,0],+ (f(P)/d(fo (Pil)ga(p) Z))
und das Differential von f an p lautet

dfp: M — C, [(sz]p —d(fo (P_l)sf’(l’) v

¢ In Beispiel 1.3.36 haben wir die Biindelkarte
ﬁvq)i: TU; — U; x B, [¢@,v], — (p,v).
Das Tilde soll andeuten, dass die obige Biindelkarte zu dem Differential von ¢;,

Dg;: TU; — ¢(U;) x B, [9,0], — (¢(p), ),

assoziiert ist. Dg; ist tatsdchlich eine Biindelkarte im Sinne von Kommentar 1.3.28.

Beispiel 1.3.40 (Das doppelte Tangentialblindel). Da TM eine BZ-Mannigfaltigkeit ist,
kann man das Prozedere aus Beispiel 1.3.36 wiederholen und erhilt damit das doppelte
Tangentialbiindel try; := (T(TM), 7trpr, TM, B?). Wir schreiben auch T?M := T(TM).
Fiir eine Karte (U, ¢) von M war

Dg: TU — ¢(U) x B, [@,0]u — (¢(u),?)
eine Biindelkarte von TM im Sinne von Kommentar 1.3.28. Damit ist
D?¢ :=D(D¢): T*2U — ¢(U) x Bx B?, [Dg, (b1, b,)] o, (¢(p),v, (b1,b2))

eine Biindelkarte von T2M im Sinne von Kommentar 1.3.28.

Kommentar 1.3.41. Seien (U, ¢) und (V, ) zwei Karten von M. Setze ¢ := o ¢~ L.
Wir méchten D¢ und D?¢ ausrechnen. Aus ¢: ¢(U) — ¢(V) folgt

Dg: o(U) x B — p(V) x B, Dp(x,0) = (¢(x), dgz0). %)
Daraus folgt
D’¢(x,0,b1,by) = (Dg(x,0),d(D@) 0 (b1, b2))
= ((9(x), dpx0), (Aubr, Ppu(br,0) +deb) ),
d.h. es gilt

D?¢p: ¢(U) x B x B?> — (V) x B x B
D?*¢(x,0,b1,b2) = (¢(x), dpxv, dpbr, d> P (b1, 0) + dxbr). (%)
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Kommentar 1.3.42. Fiir die Projektion 7t: TM — M gilt drt: T2M — TM. Sei (U, ¢)
eine Karte um p € M. Wir mochten zeigen, dass

D7t[Dg, (b1, b2)] (4,01, = @, b1lp
gilt, d.h. die Abbildung
D¢ oDrmo (D?¢)t: o(U) x Bx Bx B — ¢(U) x B

ist die Projektion auf die erste und die dritte Komponente. Wenn 7t1: T2M — M die
Projektion des doppelten Tangentialbiindels bezeichne, dann ist

D¢ o rrp 0 (D?9)1: ¢(U) x Bx Bx B — ¢(U) x B

die Projektion auf die ersten beiden Komponenten, d.h. es gilt 7r1) # drr.
Es ist klar, dass
pomo(Dg) ! = PTy)
ist, d.h. es gilt
d(pomo (Dg)~!) =pry.

Damit rechnet man

Dn[Dg, (b1, b2)]}g51, = [¢,d(@ 0 w0 (Dg) ") (b1, b2)]
= [¢,pry (b1, b2)]p = [, b1]p.

7e[,0]p

Beispiel 1.3.43 (Vertikal Biindel). Sei M eine B-Mannigfaltigkeit, 7: TM — M das
Tangentialbiindel und 7rrp: T>M — M das doppelte Tangentialbiindel. Fiir ¢ € T,M C
TM setzen wir

Teo(TM) := ker(drz: Te(TM) — T,M)

und nennen es den Vertikal Raum von T¢(TM).
Wir behaupten
Te, IM =T T,M =T,M,
wobei 71(¢) = p sei und alle Isomorphien oben kanonisch sind. Insbesondere folgt
daraus die Isomorphie Tz, TM = B. Da T, M ein Banachraum ist, ist die rechte Isomor-
phie klar (wurde in Kommentar 1.3.15 gezeigt). Um die linke Isomorphie zu sehen,
betrachte fiir ein beliebiges W € T¢T,M eine Kurve : (—¢,&) — TpM mit 7(0) = &
und ¥(0) = W, wobei ¢ > 0 ist. Es gilt o y(t) = p fiir alle t € (—¢,¢) und daraus folgt
0 = dmgy(0) = dmzW. Das zeigt die linke kanonische Isomorphie.
Setze
To(TM) := ) Tg,TM
geT™M

und betrachte die (eingeschrédnkte) Projektion

TTT,TM * T, TM — TM, nTUTM(W) =¢ & We T(:,UTM.
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Wir bezeichnen tf,, := (T,TM, rtr,tm, TM, B) als das Vertikal Biindel von 7: TM —
M.

Kommentar 1.3.44. Um eine stetige Projektion von 7ry nach 77, angeben zu konnen,
damit meinen wir eine glatte Abbildung

P: T°’M — T,TM,

so dass
P|T¢TM: T:TM — T¢, TM

eine stetige Projektion im Sinne von Lemma 1.1.41 ist, bendtigen wir einen Zusammen-
hang auf 7: TM — M. Das werden wir im nidchsten Abschnitt bereit stellen.

Beispiel 1.3.45 (Tangentialblindel von Banach-Biindeln). Fiir ein E-Biindel w: E — M
ist E insbesondere eine B x E-Mannigfaltigkeit, d.h. es existiert das Tangentialbiindel
von E, ¢ = (TE, 7tg, E, B X E). Sei (U, ¢) eine Karte von Mund ¢: 71 (U) — ¢(U) X E
eine Biindelkarte von 77: E — M im Sinne von Kommentar 1.3.28. Dann ist

D¢: T 1 (U) — ¢(U) x Ex Bx E

eine Biindelkarte von 7rg: TE — E im Sinne von Kommentar 1.3.28.
Analog wie in Beispiel 1.3.43 kann man das Vertikal Biindel ¢ := (TLE, t1,e, E, E)
definieren (man beachte, dass T¢ ,E = E, kanonisch isomorph ist, d.h. T¢ ,E = E).

Beispiel 1.3.46. Seien ¢ = (E, 7, M, E) und n = (E', 7/, M, E’) zwei Banach-Biindel
iiber M. Wir setzen
L(E,E'):= ) L(EE).
peEM

Aus E, = E und Ej, = E' folgt L(E,, E},) = L(E, E'). Eine (kanonische) Projektion von

L(E, E’) auf M ist gegeben durch
7y L(E, E') — M, mreey(T) =p & T € L(E, E;,).
Man kann nun nachrechnen, dass man dem Quadrupel
L(¢,n) := (L(E,E'), 7w (g,e1y, M, L(E, E'))

die Struktur eines Banach-Biindels iiber M geben kann.

Fiir k € IN wurde in Definition 1.1.33 der Raum der k-fach multilinearen stetigen
Operatoren von E x - -- x E nach E’ eingefiihrt. Diesen haben wir mit L¥(E, E’) be-
zeichnet. Durch eine dhnliche Konstruktion wie oben, kann man das Biindel L¥(¢,7)
definieren.
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Beispiel 1.3.47 (Riickzugbiindel). Seien B, C, E Banachrdume, M eine B-Mannigfaltig-
keit, N eine C-Mannigfaltigkeit, 7: E — N ein E-Biindel tiber N und f: M — N eine
glatte Abbildung. Auf mengentheoretischer Ebene existiert das Faserbiindel, d.i. die
Menge

M x¢E:={(m,v) € MxE| f(n) =mn(v)},

mit induzierten Riickzug-Abbildungen f*(7r) = pr; und 7*(f) = pr,

MXfE

M E
S A
N

Das Faserbtindel ist durch eine universelle Eigenschaft eindeutig bestimmt, auf die wir
nicht ndher eingehen werden. Denken wir uns nun das obige Diagramm asymmetrisch,
also

M x f.r E——>F

f*(ﬂ)l J{?T

N,
M f

dann wird die folgende Notation klar: Setze

f*E = Z Ef(P) ~ M Xf,nE
peM

und es bezeichne f*7t die entsprechende Ubersetzung vom alten f*(7), d.h. f*7(v) = p
genau dann wenn v € Eg(,). Damit erhalten wir das Diagramm

f'E——E

Al

Man kann f*¢ := (f*E, f*7, M, E) die Struktur eines Banach-Biindels geben und wir
nennen es das Riickzugbiindel von ¢ tiber f.

Wiirde man die Fasern iiber p von f*¢ mit (f*E), notieren, dann wiirde man
(f*E)p = Ef(p) erhalten, ohne dass man kanonisch identifiziert. Aus technischen
Griinden brauchen wir im néchsten Abschnitt noch die Abbildung 7*f, die man
durch

T f: fHE) = E, (p,vp) = (f(p),vp)

definiert.
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IV. Spray und Exponentialabbildung
Fiir diesen Abschnitt sei M eine B-Mannigfaltigkeit.

Definition 1.3.48. Ein Vektorfeld X € X(TM), d.h. X: TM — T2M ist glatt und 7rry o
X = 11y, heifit Differentialgleichung zweiter Ordnung, wenn D7t o X = 11, ist.

Proposition 1.3.49. Sei X € X(TM) ein Vektorfeld. X ist eine Differentialgleichung zweiter
Ordnung genau dann, wenn alle Integralkurven B: (—e, &) — TM von X die Gleichung

S(nop)=p
erfiillen.

Beweis. ,=": Mithilfe der Kettenregel rechnet man

d
dt
,<=": Sei { € TM beliebig. Wir miissen D7t o X(§) = ¢ zeigen. Fiir { gibt es eine
eindeutig bestimmte Integralkurve B: (—¢, &) — TM mit (0) = ¢. Damit folgt
d

DrroX(¢) =Drof(0)= & (mop)=p0)=¢ =

(mop)=Dmof=DroXop =4

Definition 1.3.50. Sei X € X(TM) eine Differentialgleichung zweiter Ordnung. Wir
nennen eine Kurve a: (—¢,¢) — M eine Geodite von X, wenn &: (—¢,¢) — TM eine
Integralkurve von X ist, d.h. es soll gelten & = X o i.

Kommentar 1.3.51. Sei X € X(TM) eine Differentialgleichung zweiter Ordnung und
B: (—¢,€) — TM eine Integralkurve von X. Aus Proposition 1.3.49 folgt, dass a :=
o B: (—¢ e) — TM eine Geodidte von X ist. Damit stehen die Geoddten und Integral-
kurven von X in einer 1 zu 1 Korrespondenz.

Kommentar 1.3.52. Sei X € X(TM) eine Differentialgleichung zweiter Ordnung und
(U, ¢) eine Karte von M. Wir mochten die lokale Beschreibung von X untersuchen. Es
gilt

D*poXo (D) ': @(U) x B— o(U) x BxB?, (x,b) — (x,b,&'(x,b),&(x, b)),

wobei ¢!, 22: ¢(U) x B — B, das Vektorfeld X beschreiben. Aus D7t o X = 11y folgt
b =& (x,b). Setze f := &2. Wenn B = (B1,B2): (—¢,¢) — ¢(U) x B eine Integralkurve

von (&', &?) ist, dann muss _
(52) = (")
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gelten. Fiir die aus Kommentar 1.3.51 korrespondierende Geodédte « = mo = B gilt
dann

= f(a, i),
was die Namensgebung fiir Definition 1.3.48 klart.

Definition 1.3.53. Sei 71: E — M ein E-Biindel. Fiir ein beliebiges A € R definieren wir
die Multiplikation mit A in E durch

mult}: E—E, & A&

Es ist klar, dass multé(Ep) C E, gilt. Ein Vektorfeld X € X(TM) heifit ein Spray, wenn
X eine Differentialgleichung zweiter Ordnung ist und wenn X fiir alle A € R die
Gleichung

X o mult}y; = D(mult},,) o mult%zM oX

erfiillt.
Kommentar 1.3.54. Sei X € X(TM) ein Spray und (U, ¢) eine Karte von M. Wir

mochten die lokale Beschreibung von X untersuchen. Dafiir berechnen wir die lokale
Beschreibung der Multiplikation mit A. Es gilt

D2 o multy,,; o(D?¢) 1(x,b,b1,b2) = (x,b,A by, A - by)

und
D?¢ o Dmult}y, o(D?¢) ' (x,b, by, b2) = (x,A-b,by, A - by).

Zusammen mit Kommentar 1.3.52 folgt, dass die lokale Darstellung ¢2: ¢(U) x B — B
von X die Gleichung
A% 3% (x,b) = E*(x,A - b)

erfiillen muss, d.h. ¢? ist homogen in seinem zweiten Argument. Es ist nicht schwer
die folgende Proposition zu beweisen:

Seien B, C Banachriume, U C, B, « € N und f: U — C eine glatte Abbildung.
f ist genau dann a-homogen, d.h. VA € R gilt f(A-b) = A* - f(b), wenn f die
Gleichung

erfiillt.

Daraus folgt ¢2(x,b) = 3d3¢%(x,0)b?, wobei wir b> = (b,b) gesetzt haben (vgl. auch
Definition 1.2.8 fiir diese Notation). Setze

1
Bug): 9(U) = L3 (B,B), x— Ed%gz(x,O).
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Eine solche Abbildung nennen wir eine glatte symmetrische Bilinearform. Damit gilt
D?¢o X o (D)~ (x,b) = (x,b,b,B ) (x)b%).
Man beachte, dass wegen der Polarisationsformel

1
B(u,g) (x) (b1, b2) = 3 (B(U,q))(x)(bl +b2)* — By (X)F — B(U,(p)(x)b%)/

die Werte von B, (x) durch die Werte von B(u,¢)(x)b2 festgelegt sind, wobei die
Werte By, (x)b* durch X festgelegt sind.

Wenn (V,9) eine weitere Karte von M ist, dann mochten wir wissen, wie sich
Bu,g) zu B(yy) transformiert. Sei ¢ := ¢ o @~ !. Wir erinnern daran, dass wir in
Kommentar 1.3.41 D¢ und D?¢ explizit ausgerechnet haben; siehe Gleichung (x) und
(*¥*). Folgendes Diagramm kommutiert

D%¢

U)xBxBxB V) xBxBXxB
® P

Prl,zl THXB(U,@ Pﬁ,zl TILXB(V,V;)

p(U) x B P(V) x B.

D¢

Daraus folgt unmittelbar die Transformationsformel

B, (¢(x))b* = d*¢xb® + duB(yy 4 ()17, (L)

Sei 2 ein Atlas von M. Ein Spray X induziert also eine Familie von lokalen Bilinearfor-
men (B(U,(p)>(ll,(p)€91 die sich unter Kartenwechsel gemafi Gleichung (A) transformieren.
Hat man nun umgekehrt eine Familie von Bilinearformen (B(y;,¢))(1,9)ca, die sich
gemidf Gleichung (A) transformieren, dann definiert das einen Spray X € X(TM). Wir
fassen dieses Ergebnis zusammen in

Proposition 1.3.55. Sei 2l ein Atlas von M. Wenn X € X(TM) ein Spray ist, dann induziert
X eine Familie von glatten symmetrischen Bilinearformen (B(y,g))(u,¢)eu die sich gemifs
Gleichung (A) unter Kartenwechsel transformieren.

Ist umgekehrt eine Familie von glatten symmetrischen Bilinearformen (B y,q)) (u,¢)cu S€S€-
ben, dann definieren diese einen Spray X € X(TM).

Proposition 1.3.55 werden wir im ndchsten Abschnitt brauchen.

Kommentar 1.3.56. Sei N eine beliebige C-Mannigfaltigkeit (z.B. N = TM und C = B?)
und X € X(N) ein Vektorfeld auf N. Unter dem globalen Fluss von X verstehen wir
eine glatte Abbildung

®: 0=+ N

mit den Eigenschaften:
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(i) O C, R x N.
(ii) Fiir jedes p € N gibt es ein offenes Intervall I(p) C, R, so dass O N (R x {p}) =
I(p) ist.
(iii) Firt € I(p) und s € I(®(t,p)) gilt s+t € I(p) mit

D(s, D(t,p)) = D(s+1,p).
(iv) Das glatte Vektorfeld

N—TN, p~ i o(t,p)
dt{,_,

stimmt mit X iiberein.

(v) Falls ®: O — N die Eigenschaften (i) bis (iii) erfiillt, dann gilt @ C O und
®|0 = .
Man kann zeigen, dass es zu jedem Vektorfeld X € X(N) einen globalen Fluss ®: O —

N gibt. Im Buch von Lang [Langg, 1V, §, 2.6] wird der Beweis dafiir so ausgefiihrt, dass
man folgendes interessante Korollar erhalt:

Korollar. Sei X € X(N) ein Vektorfeld, ®: O — N der zugehirige globale Fluss
und ty € R beliebig. Dann ist die Menge aller p € N, mit tg € I(p), offen in N.

Definition 1.3.57. Sei X € X(TM) ein Spray, ®: O — TM der zugehorige globale Fluss
und O = { € TM | 1 € I(§)} <, TM. Definiere die Exponentialabbildung zu X
durch

exp: O - M, §— mod(1,Q).

Fiir p € M setze noch O, := ONT,M C, T, M. Wir definieren
exp, := exp|Op: Op — M.

Kommentar 1.3.58. Es ist klar, dass exp: O — M eine glatte Abbildung ist. Per Defini-
tion ist Vo € O,
t— expp(t ‘),

wobei t klein genug sei, eine Geodéte von X durch p. Umgekehrt findet man wegen
Kommentar 1.3.51 zu jeder Geodite a: (—¢, &) — M mit a(0) = p ein v € T,M, so dass

a(t) = expp(t ‘v) Vi E (—¢e).

Fiir die Definition der Exponentialabbildung haben wir im Grunde genommen nur
eine Differentialgleichung zweiter Ordnung gebraucht. Da aber X € X(TM) ein Spray
ist, kann man relativ einfach folgendes Lemma zeigen:

54



Lemma. Dus Differential von exp,, an der Stelle 0, € T),
dexpp(O): T,M — T,M,
ist die Identitit auf T, M.

Mithilfe des Satzes tiber die inverse Funktion (Satz 1.2.16) kann man dann folgendes
Lemma zeigen:

Lemma 1.3.59. Sei X € X(TM) ein Spray und exp: O — M die induzierte Exponentialab-
bildung. Dann existiert D C, O, so dass

nxexp:D—-MxM, ¢+ (ﬂ(C),eXPn(g)(g))

ein Diffeomorphismus auf eine offene Teilmenge der Diagonale von M x M ist. Insbesondere ist
Dy, # 0 fiir alle p € M.

V. Zusammenhang und kovariante Ableitung

Definition 1.3.60 (Zusammenhang). Sei 77: E — M ein E-Biindel. 7= induziert die
Biindel 7tg: TE — E und D7r: TE — TM und diese induzieren die glatte Abbildung

ng®Dm: TE - E®TM, W — (mg(W),Dr(W)).
Wir nennen eine glatte bilineare Abbildung
H:E®TM — TE
einen Zusammenhang auf 77: E — M, wenn
(mg ® D7) o H = lgatum

gilt. Wir nennen das Bild von H das Horizontal Biindel des Zusammenhangs, T} E :=
Im(H). Wenn 7t: E — M das Tangentialbtindel w: TM — M ist, dann nennen wir
einen Zusammenhang symmetrisch, wenn H symmetrisch als bilineare Abbildung ist.

Kommentar 1.3.61. Fiir 7: E — M und dessen Tangentialbiindel 7tz : TE — E isti.Allg.
o mg: TE — M kein Vektorbiindel tiber M sondern ein Faserbiindel tiber M. Darauf
wollen wir aber nicht ndher eingehen.

Kommentar 1.3.62. Sei H: E® TM — TE ein Zusammenhang auf 7t: E — M. Sei
(U, ¢) eine Karte von M und

¢: 1 (U) = o(U) X E
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eine Biindelkarte von 77: E — M im Sinne von Kommentar 1.3.28. Die Gleichung
(g @ D7) o H = lgamym impliziert

DpoHo (¢S De) ' (x,e,b) = (x,¢,b, By ) 4(x)(b€)),

wobei
B(u,g)p: #(U) = L*(B, E;E)

eine glatte Bilinearform sei.
Seinun H: TM & TM — T?M ein symmetrischer Zusammenhang auf dem Tangenti-
albiindel 7t: TM — M. Wir kdnnen dann ¢ = D¢ wihlen erhalten dann

Dgoz oHo (Dgo &) Dq))*l(x, bl,bz) = (x, by, by, B(U’q,)(x)(bz, bl)),

wobei
B(U,(p): QD(U) - Lgym(BlB)

eine glatte symmetrische Bilinearform ist. Wir mochten nun das Transformationsverhal-
ten der By ) unter Kartenwechsel untersuchen. Sei (V, ) eine weitere Karte von M.
Wegen der Kettenregel gilt

D*(pog ') =D(DypoDe ') =D*poD’p"

und
(Dy & Dy) o (Dp & Dg)~" = (D(pog™')) & (D(yog™)).

Fiir ¢ := ¢ o ¢~ ! kommutiert das Diagramm

D%¢

¢(U) x BxBxB P(V) x Bx Bx B

Prl,zl TILXB(U,@ Pﬁ,zl THXB(V,@D)

p(U) x Bx B (V) x B x B.

D¢@Dg

womit man leicht nachrechnet, dass sich By ) zu By ) via

B(v,p) (9(x)) 0% = d*p:b® + A By ) ()b,

transformieren, was dieselbe Transformationsformel ist wie in Gleichung (A). Ein Zu-
sammenhang H induziert also eine Familie von symmetrischen Bilinearformen, die sich
gemdf’ (A) transformieren. Umgekehrt ist es klar, dass eine Familie von Bilinearformen,
die sich gemdf (A) transformieren, eine symmetrischen Zusammenhang H definieren.
Wir fassen dieses Ergebnis in der ndchsten Proposition zusammen.
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Proposition 1.3.63. Sei 2 ein Atlas von M. Wenn H: TM & TM — T2M ein symmetrischer
Zusammenhang auf wt: TM — M ist, dann induziert H eine Familie von glatten symme-
trischen Bilinearformen (B(U,q)))(ll,(p)EQI/ die sich gemdf$ Gleichung (A) unter Kartenwechsel
transformieren.

Ist umgekehrt eine Familie von glatte symmetrischen Bilinearformen (B(y,¢)) u,¢)ca S€g€-
ben, dann definieren diese einen symmetrischen Zusammenhang H: TM & TM — T?M auf
m: TM — M.

Korollar 1.3.64. Es gibt eine 1 zu 1 Korrespondenz zwischen den symmetrischen Zusammen-
hiingen H: TM & TM — T?M auf dem Tangentialbiindel 7t: TM — M und den Sprays
X € X(TM).

Kommentar 1.3.65. Ist ein Zusammenhang H: E ® TM — TE auf w: E — M gegeben,
dann induziert das eine Spaltung von 7rg: TE — E in Vertikal und Horizontal Biindel,
d.h. es gilt

TE=T,E®TLE, bzw. TgE = TC,UE 5P, Tg/hE,

wobei ¢ € E sei und @ als topologische Summe im Sinne von Abschnitt 1.1.II gemeint
ist. Darauf wollen wir ndher eingehen. Betrachte die Abbildung

Ho (g ®Dm): TE — TE.
Man mache sich klar, dass die Abbildung
P .= Hp o (7‘(5 @DT()@Z TCE — TgE,

wobei 71(¢) = p,
(TIE S DTC)gZ TgE — Ep @TPM

und
Hy: E, @ T,M — (TE)p

seien (7t o mg: TE — M ist ein Faserbiindel {iber M), in jeder Faser zur Abbildung
(x,e,b,e1) — (x,e,b, B4 (x)(b,e))

korrespondiert. Das zeigt, dass P ein wohldefiniertes Bild hat und ein linearer be-
schrankter Operator ist. Weiterhin erkennt man sofort, dass P|TzE = 1r, ,E ist. D.h.
H o (rtg @ Dr) ist eine glatte Abbildung, welche eingeschrankt auf T¢E eine stetige
Projektion auf T¢ , E ist. Das zeigt die obige Spaltung von TE.

Kommentar 1.3.66. Sei H: E ® TM @ TE ein Zusammenhang auf 7: E — M. Wegen
Kommentar 1.3.65 ist es klar, dass die Abbildung

d7'(§: Th,gE — TPM,
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wobei 77({) = p sei, ein toplinearer Isomorphismus ist.
Betrachte nochmals die Projektion

P:=Ho (g ®Dm): TE — T,E.

Es ist klar, dass
K: =11 —P: TE — T,E

glatt ist und faserweise eine Projektion von T¢E auf T¢ , E definiert. In Kommentar 1.3.43
wurde gezeigt, dass es eine kanonische Isomorphie

TeoE = Ep

gibt, wobei 7t({) = p sei. Natiirlich ist T,E 2 E, aber mithilfe der obigen kanonischen
Isomorphie kénnen wir K wie folgt auffassen:

K: TE — E,

wobei K das Diagramm
TE——~E
o
E—7>

kommutieren lisst. Es ist
K@Z TglvE — Ep,

wobei 71(§) = p sei, ein toplinearer Isomorphismus.
K: TE — TM heifit die Zusammenhangs-Abbildung (in der Literatur nennt man
diese Abbildung auch einen Zusammenhang auf 7: E — M).
Als néchstes wollen wir die lokale Beschreibung von K untersuchen. Sei (U, ¢) eine
Karte von M und
¢: m ' (U) = ¢(U) x E

eine Biindelkarte von 77: E — M im Sinne von Kommentar 1.3.28. Dann lautet die
lokale Darstellung von K

DgoKo (D) ' (x,e,b,e1) = (x,e1+ By ) (x)(b,e)).
Mithilfe von K mochten wir nun eine kovariante Ableitung auf 7r: E — M definieren.

Definition 1.3.67. Sei p: E — M ein E-Biindel und 7r: TM — M das Tangentialbiindel
von M. Wir nennen eine bilineare Abbildung

V:X(M)xT(M,E) = T(M,E), (X,S)+ VxS

eine kovariante Ableitung auf p: E — M, wenn V folgende beiden Bedingungen
erfiillt:
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(a) Betrachte X(M) als £(M)-Modul. V ist £(M)-linear im ersten Argument.
(b) Fir f € £E(M), S € T(M,E) und X € X(M) gilt
Vx(f-8) = Lx(f)-S+f-VxS,
wobei Lx(f) die Lie-Ableitung von f nach X sei.

Wenn p: E — M gleich dem Tangentialbiindel 77: TM — M ist, dann sagen wir, dass
V symmetrisch ist, wenn V zusétzlich die folgende Bedingung erfiillt:

(©) VX,Y € X(M) gilt
VxY — VyX = [X,Y],

wobei [X, Y] die Lie-Klammer von X und Y sei.

Satz 1.3.68. Sei H: E® TM — TE ein Zusammenhang auf einem E-Biindel p: E — M und
K: TE — TM die Zusammenhangs-Abbildung. Dann ist die glatte Abbildung

V:X(M) xT(M,E) = T(M,E), (X,S)+ KodXoS

eine kovariante Ableitung auf p: E — M. Wenn p: E — M das Tangentialbiindel rt: TM —
M ist und H symmetrisch ist, dann ist V symmetrisch.

Einen Beweis fiir Satz 1.3.68 findet man in [Langg, VIII, §2, Theorem 2.1].

Kommentar 1.3.69. Eine unmittelbare Folgerung des obigen Satzes ist, dass jeder Spray
X € X(TM) eine kovariante Ableitung induziert.

Wir mochten nur eine lokale Beschreibung der kovarianten Ableitung eines Sprays
geben: Sei (U, ¢) eine Karte von M und ¢: 7~ }(U) — ¢(U) x E eine Biindelkarte von
p: E — M im Sinne von Kommentar 1.3.28. Setze

Y :=prropo(S|U)op ' und ¢&:=przoDgo(X|U)og L
Dann gilt

prg op o (VxS|U)e™" (x) = dE+Z(x) — By (¥) (£(x), Z(x)),
wobei By ,) aus dem Zusammenhang H: E & TM — TE kommen.

Wir haben bereits gesehen, dass die symmetrischen Zusammenhange auf w: TM —
M in einer 1 zu 1 Korrespondenz zu den Sprays stehen. Die nédchste Frage ist nun sehr
natiirlich: Stehen die symmetrischen Zusammenhiénge in einer 1 zu 1 Korrespondenz
zu den symmetrischen kovarianten Ableitungen?
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Theorem 1.3.70. Sei dim M < oo, d.h. B = R" und sei V eine symmetrische kovariante
Ableitung auf t: TM — M. Fiir eine Karte (U, ¢) von M und Vektorfelder X,Y € X(M)
seien
¢ == prg. oDgo (X|U) 0 9™", 1 :=prg.oDgo (X|V)og™
und
V¢i] := prg, oDg o (VxY|U) o 9.

Fiir x € ¢(U) und v,w € R" wihle Vektorfelder X,Y mit (x) = v und n(x) = w. Dann ist
die Abbildung

B(u,g) (%) (0, w) 1= dij§(x) — Ve (x)
wohldefiniert, d.h. unabhiingig von den Fortsetzungen X,Y von v, w, und bilinear. Fiir einen
Atlas 2 von M transformiert sich die Familie (B (i) (u,¢)e gemifS Gleichung (A).

Fiir einen Beweis von Theorem 1.3.70 vgl. [Langg, VIII, §3, Lemma 2.3, Theorem 2.4].

Kommentar 1.3.71. Theorem 1.3.70 sagt also aus, dass Zusammenhénge und kovariante
Ableitungen fiir endlich-dimensionale Mannigfaltigkeiten in einer 1 zu 1 Korrespondenz
stehen. Der Mathematiker Serge Lang bemerkt an dieser Stelle, dass es im unendlich-
dimensionalen Fall oft auftritt, dass natiirliche kovariante Ableitungen von einem Spray
kommen, d.h. die Familie von Bilinearformen (By;,)) (und ihr Transformationsverhal-
ten unter Kartenwechsel) hat in der Regel nicht weniger geometrische Informationen
kodiert als eine kovariante Ableitung.

Theorem 1.3.72. Sei (M, g) eine n-dimensionale riemannsche Mannigfaltigkeit. Es existiert
eine eindeutige symmetrische kovariante Ableitung NV auf dem Tangentialbiindel 7t: TM — M,
dieVX,Y,Z € X(M) die Gleichung

L7(8(X,Y)) = g(VzX,Y) +g(X,VzY)

erfiillt. Man nennt V den Levi-Cevita Zusammenhang.

Kommentar 1.3.73. Mit dem bisher gezeigten ist es klar, dass der Levi-Cevita Zu-
sammenhang nun einen symmetrischen Zusammenhang H: TM & TM — T?2M, eine
Zusammenhangs-Abbildung K: T2M — TM und einen Spray X € X(TM) induziert.
Die zu einer Karte (U, ¢) assoziierte Bilinearform By, entspricht den bekannten
Christoffel-Symbolen; genauer:

—Bu,g) (x)(ei, e]-) = (FZ) k=1,...,n"

Der Zusammenhang H liefert eine Aufspaltung von T2M in Horizontal und Vertikal
Biindel. Die Abbildungen

Kér: T(:IUTM — TPM und dﬂg: Tg,hTM — TpM
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sind lineare Isomorphismen. Weiterhin induziert der Spray X eine Exponentialabbil-
dung
exp: O = M,

die wir die riemannsche Exponentialabbildung nennen. Fiir die Exponentialabbildung

gilt nun folgendes

Lemma 1.3.74. Sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit mit exp: O — M, die auf
einer offenen Umgebung O C, TM des Nullschnittes definiert ist. Dann existiert eine offene
Umgebung des Nullschnittes D C, O, so dass

nxexp: D= MxM

ein Diffeomorphismus auf eine offene Teilmenge der Diagonale von M x M ist.

Wir wollen die kovariante Ableitung auf einem Riickzugbiindel zuriickziehen. Sei
n: E — M ein Banach-Biindel mit Zusammenhangs-Abbildung K,: TE — M und
h: I — M ein glatte Abbildung, wobei dim I = 1 ist. Das Riickzugbtindel h*7r: h*E — 1
vererbt nun einen Zusammenhang K, implizit durch das nachste Diagramm

ThE % TE

Kh*,rl lK,I

h*E W E.
Man rechnet nach, dass in lokalen Koordinaten die Beschreibung
KiS (x,e1,m, e5) = (x/ e2 + T (d(H) m, el))

gilt. Wenn 7: E — M eine Biindel-Metrik ¢ besitzt, dann konnen wir diese auf
h*7mt: h*E — I zurtickholen. Diese Metrik nennen wir dann h*g.

Sei nun I C R ein kompaktes Intervall, 9t € T'(I, TI) das kanonische Tangentialfeld,
d.h. der Hauptteil von 9t(fy) ist gleich 1 fiir alle fo € I. Fiir einen glatten Schnitt
X € T(I,h*(E)) definieren wir die kovariante Ableitung durch

VX := Kjp0dX o0t

Es bezeichne X[° den Hauptteil der lokalen Darstellung von X; € Ty (r)E. Dann rechnet
man in lokalen Koordinaten nach, dass

(743)'C(£) = KIS (1, X1, 1, X1) = (1, X190 + 19T (o< (1), X1) )

gilt. Es gibt Autoren die anstatt V;X auch VX, VX, 0X oder nur X schreiben. Um
keine Verwirrung zu stiften benutzen wir hier nur die Schreibweise V;X.
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1.4. Eine Sobolev Mannigfaltigkeit

Ziel dieses Abschnitts ist es, die Banach-Mannigfaltigkeit P}j (R, M) fiir eine riemann-
sche Mannigfaltigkeit (M, g) einzufiihren. Das soll anschaulich folgender Raum sein:
Die Elemente c € 73;,’5 (R, M) sollen stetige Kurven von x nach y sein, so dass die Ablei-
tung ¢ fast iiber existiert mit der zusétzlichen Eigenschaft [ g.(¢,¢) < co. Das P steht
fir , path”. Wir werden in diesem Abschnitt zeigen, dass H 1 (R,R") der Modellraum
ist, wobei das der Sobolev Raum der L2-Funktionen mit einer schwachen Ableitung in
L*(R,R") sein soll.

Im ersten Abschnitt wiederholen wir ein paar grundlegende Sitze iiber den Sobo-
levraum H'(R). Im zweiten Abschnitt fithren wir den Sobolevraum H!(IR,R") ein,
wobei wir eine Funktion darin als einen Schnitt im trivialen Biindel R x R" interpre-
tieren. Im dritten Abschnitt zeigen wir, dass wir den Fall nicht-trivialer Biindel auf
den Fall trivialer Biindel zurtickziehen konnen (wir geben sogar einen isometrischen
Isomorphismus an, der mit der kovarianten Ableitung kommutiert). In den letzten
beiden Abschnitten definieren wir schliefSlich die Sobolev Mannigfaltigkeit 73,},’5 (R, M)
und studieren anschlieend ein L?-Hilbert-Biindel dariiber.

Fiir die ndchste Motivation setzen wir voraus, dass die klassische Theorie der Sobolev
Raume dem Leser bekannt ist.

Motivation. Wir werden im Folgenden versuchen die ndchsten Fragen zu beantworten:
e Wofiir brauchen wir 73,%,’5 (R, M) in der Morse-Homologie?
e Was bedeutet das R in Py (R, M)?
¢ Gibt es einen intuitiven Kandidaten fiir einen Atlas von 77%,’5 (R, M)?

Zur Motivation von P%/’f (R, M): Im Vorwort haben wir erklart, dass wir der Menge aller
Integralkurven des Vektorfeldes — grad f, wobei f: M — R eine Morse-Funktion sei,
die Struktur einer endlich-dimensionalen Mannigfaltigkeit geben wollen. Als nédchstes
stellen wir eine ,richtige” Idee mit einer ,falschen” Umsetzung vor: Betrachte die
Abbildung

F: €°(R,M) = Ty~(R,M), crc¢+gradfoc,

wobei f: M — R eine Morse-Funktion sei. Fixiere zwei kritische Punkte x,y von f
und schrinke dann F auf die Teilmenge aller glatten Kurven von x nach y ein. Man
sieht nun leicht: ¢ ist ein Instanton von x nach y genau dann, wenn F(c) = 0 ist.
Hatte man einen impliziten Funktionensatz fiir F zur Verfiigung, dann kénnte man
dem Trajektorienraum die Struktur einer glatten Mannigfaltigkeit geben. Folgende
Probleme treten nun auf: ¥ (IR, M) ist eine sogenannte Fréchet-Mannigfaltigkeit. Diese
sind schwieriger als Banach-Mannigfaltigkeit zu handhaben. Alleine den Satz iiber
implizite Funktionen zu formulieren, das sogenannte Nash-Moser Theorem, ist enorm
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aufwendig (dieser gilt namlich nur fiir sogenannte zahme Fréchet-Mannigfaltigkeiten,
die besondere Strukturen aufweisen miissen).

Wir werden am Ende von diesem Abschnitt sehen, dass wenn wir den Definitionsbe-
reich des obigen F auf die Sobolev Mannigfaltigkeit 77,},’5 (R, M) erweitern, dass dann
die Erweiterung von F eine glatte Abbildung wird.

Zum Definitionsbereich R: Das Problem an unserer speziellen Situation ist, dass R kein
kompakter Raum ist. R ist definiert als R U {£o0}, d.h. R wird die differenzierbare
Struktur eines kompakten Intervalls gegeben. Spiter werden wir das sogenannte w-
Lemma zeigen. Das besagt, dass wenn 7: E — R und p: F — R Vektorbiindel sind,
f: E — F eine glatte Biindel-Abbildung ist, d.h. f(E;) C F; fiir alle t € R, dass dann fiir
jeden Sobolevschnitt s € T (R, E) die Verkniipfung f o s wieder ein Sobolevschnitt ist,
d.h. fos € T (R, F) (daher auch der Name w-Lemma; man héngt hinten etwas dran).
Ohne die Kompaktheit von R kénnen wir dieses wichtige Lemma nicht zeigen. Denn
darauf fundiert nachher die Aussage, dass die Karteniibergiange von 73%,’; (R, M) €°-
Fréchet-differenzierbar sind. Interessanterweise betrachten wir also einen kompakten
topologischen Raum, der ein nicht-endliches Mafs besitzt.

Zum Atlas: Sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit. Angenommen es sei
gezeigt, dass P;j(ﬁ, M) eine Banach-Mannigfaltigkeit ist, so dass jede Kurve v €
P;,’ﬁ (R, M) stetig ist und eine fast iiberall definierte schwache Ableitung  besitzt mit
J 87(7,%) < co. Wir méchten nun einen kanonischen Kandidaten fiir den Modellraum
von 77;,’5 (R, M) finden. Allgemein gilt, dass der (lokale) Modellraum einer Banach-
Mannigfaltigkeit isomorph zum Tangentialraum an einem Punkt sein muss. Wir haben
bereits in Kommentar 1.3.17 diskutiert, dass man einen Tangentialvektor als eine Aqui-
valenzklasse von Kurven sehen kann. Betrachte also eine Kurve a: (—¢,¢) — 77;,’5 (R, M)
mit «(0) = h. Man kann « kanonisch als die Abbildung

a: (—ge) x R— M, a(t,t)=a(t)(r)
sehen. Wir halten nun ein 7 € R fest und lassen t € (—¢, ¢) laufen. Dann ist
Br: (—ee) = M, t— a(t)(7)

eine Kurve in M, die durch h(7) lauft (Auswerten an einem Punkt ist wegen der
vorausgesetzten Stetigkeit an 1 moglich). Ableiten nach t ist wegen der vorausgesetzten
Glattheit an « moglich und damit gilt (0) € TN fiir alle T € M. Damit ist der
Tangentialvektor & ein Schnitt in #*(TM). Da wir nach t und nicht nach 7 differenziert
haben, ist es anschaulich klar, dass &(0) ein Sobolevschnitt sein muss. Man erkennt
deshalb die Gleichheit

Ty Pyy (R, M) = I'yn (R, h*(TN))
= {XeT(R " (TM)) | /gh(X,X) < oo und /gh(vtx,th) <ol



Da (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit ist, steht uns eine riemannsche Exponenti-
alabbildung exp: TM — M zur Verfiigung. Diese induziert lokale Koordinatensysteme
(das Inverse einer Karte), indem man die Abbildung

exp,: T (R,h*(TM)) — Pyp(R, M), X — exp, X mit (exp;, X)(t) = expy ) X(t)

betrachtet. Damit haben wir einen intuitiven Kandidaten fiir einen Atlas von 73;,’5 (ﬁ, M).
Wir miissen also zuerst die Sobolev Schnittrdume I' ;1 (R, TM) definieren und verstehen,
bevor wir eine glatte Struktur von Py (IR, M) erklaren konnen.

. Klassische Theorie

In diesen Abschnitt ist K € {R,C} und Q C, R.

Definition 1.4.1. Mit (L*(Q), (., .);2) bezeichnen wir den Hilbertraum der quadratin-
tegrierbaren Funktionen f: Q) — K (bzw. deren Aquivalenzklassen).
Mit Ello .(Q) bezeichnen wir den Vektorraum der lokal integrierbaren Funktionen,

d.h. f € £ (Q) genau dann, wenn VQ)' € Q) gilt

loc
x)dx < oo.
[ )

Indem man Funktionen identifiziert, die bis auf einer Nullmenge tibereinstimmen,
erhilt man den Raum L (Q).

loc
Wir nennen eine glatte Funktionen ¢: () — K Testfunktion, wenn der Trager

supp(¢) = {t € Q| ¢(t) # 0}

kompakt ist. Den Vektorraum (!) aller Testfunktionen bezeichnen wir mit €;°(2).
Wir sagen g € L} _(Q) ist schwache Ableitung von f € L] (Q), falls fiir alle ¢ €
©5°(Q)) die Gleichung

6

(fr )2 = (1) (g, @)12 ()
gilt. Anstatt ¢ schreibt man auch f.

Kommentar 1.4.2. Es ist nicht schwer zu sehen, dass L*(Q) C L] (Q) ist.

Falls f € '(Q) dann ist es klar, dass V¢ € %5°(Q2), die Produkte f - ¢, f - ¢ € LL (Q)
sind, und es ist nicht schwer zu sehen, dass sie die Gleichung (*) erfiillen.

Falls f € L?*(Q) eine schwache Ableitung ¢ € L?(Q)) besitzt, dann ist die bereits
eindeutig bestimmt. Das folgt aus folgenden

®In der Literatur ist auch die Bezeichnung D(Q) fiir ¢§°(Q) iiblich. Genauer wird damit der Raum
€5°(Q) mit einem System von Halbnormen bezeichnet. D(Q)) ist dann ein sogenannter Fréchetraum.
Man kann auch auf L{, (Q) ein System von Halbnormen angeben, so dass L. () ein Fréchetraum
wird. Da wir diese Strukturen nicht ben6tigen und die Definition eines Fréchetraumes sehr technisch
ist, haben wir sie nicht eingefiihrt.



Lemma 1.4.3. Sei f € L*(Q)). Angenommen V¢ € €5°(Q) gilt

(fr9)2 =0.
Dann gilt f = 0.

Beweis. Das ndchste Resultat ist nicht so einfach zu sehen und wir nun vorausgesetzt:
Satz. Fiir QO C, R liegt die Menge 45°(Q)) dicht in L?(Q).

Einen Beweis findet man in [Weroy] (dort wird eine Losung via Faltung mit Dirac-
Kernen als Ubungsaufgabe gestellt).

Mithilfe des obigen Satzes ist der Beweis nun sehr einfach. Zu f € L?(Q) betrachte
(¢n) € 65°(Q)) mit ¢, — f fiir n — co. Damit gilt

1fIZ = Fo f = nt @udiz = {fo )iz +(f, f — @)z < | flliz |1 = @ulliz — 0.
=0

Was ||f]|;2 = 0 zeigt. O

Definition 1.4.4. Wir setzen
H'(Q) := {f € L*(Q) | f besitzt eine schwache Ableitung}.

Den obigen Vektorraum (!) nennen wir den Sobolevraum der quadratintegrierbaren
Funktionen mit einer schwachen Ableitung. Ein Skalarprodukt wird definiert durch

(f.8)m = (f, &)1z + (f &)1z

Weiterhin setzten wir
Hy(Q) == %5°(Q),

wobei der Abschluss bzgl. der H!-Norm gebildet wird.

Kommentar 1.4.5. Wenn man voraussetzt, dass (L*(Q), (., .);2) vollstindig ist, dann
ist es eine einfache Ubungsaufgabe zu zeigen, dass (H'(Q), (, );1) ein Hilbertraum
ist. Fiir die Vollstandigkeit bemerken wir nur, dass jede H!-Cauchyfolge automatisch
eine L2-Cauchyfolge ist. Weiterhin ist es klar, dass H}(Q)) ein Hilbertraum ist. An-
schaulich gesprochen, ist H} (Q) der Unterraum von H!(Q), der auf den Rand von Q
verschwindet. Fiir () = R stimmen iibrigens H} (Q) mit H!(Q)) iiberein (ohne Beweis).

Fiir QO C, R sei
Q) := {u € €° | u ist beschrankt auf Q}

der Raum aller beschrinkten stetigen Funktionen. % (0}) ist mit der Supremumsnorm
ein Banachraum. Wenn () € R ist, dann gilt natiirlich 7 (Q) = ¢°(Q). Die néchsten
beide Sitze liegen tief in der Theorie.



Satz 1.4.6 (Lemma von Sobolev). Sei Q) C, R. Es existiert ein C = C(€)) > 0, so dass fiir
alle f € HY(Q) gilt
1 flleo < C- Il -

Mit anderen Worten gibt es eine beschriinkte lineare Inklusion
HY(Q) — €2(Q).
Insbesondere besitzt jede H'-Funktion einen beschriinkten stetigen Reprisentanten.

Satz 1.4.7 (Rellichscher Einbettungssatz). Sei () €, R. Dann ist die Inklusion
H}(Q) — L2(Q)
ein kompakter Operator.

Einen Beweis fiir das Lemma von Sobolev findet man im Adams [AFos, 5.4] und
einen Beweis fiir den Rellichschen Einbettungsatz findet man im Werner [Weroy,
V.2.12, V.2.13]. Als Konsequenz des Sobolev-Lemmas zeigen wir, dass Produkte von
H'-Funktionen wieder H!-Funktionen sind.

Lemma 1.4.8 (Produktregel). Seis,h € H'(R). Dann ist das Produkt s - h € H'(R) und
fiir die schwache Ableitung gilt

i(s-h) =$-h+s-h
Beweis. Wegen dem Lemma von Sobolev 1.4.6 ist sup, _[s(t)| < co und analog fiir k.
Damit folgt s - h € L>(R) und (§-h +s-h) € L2(R).

Nun zeigt man zuerst folgende schwéchere Aussage: Fiir s € H'(R) und ¢ € ¢§°(R)
ists-¢ € H(R) und $(s-¢) =s- ¢ +s- ¢. Diese Behauptung ist eine sehr einfache
Ubungsaufgabe in [Wero7].

In [AFos5, Thm. 3.28] zeigt man, dass es ein Folge (¢,) C 4;°(R) gibt, die gegen h
bzgl. der H'-Norm konvergiert, d.h. (¢,,) konvergiert gegen & in L? und (¢,) gegen h.
Damit rechnet man

(s -1 @)z = lim (s - g, @)pz = lim (~1)- (8- 4 +5 -, 9)1:

n—00

=(=1)-{(§-h+s-h¢)p O

Motivation. Unser Ziel ist es, das Objekt ,H'(Q, M)” zu definieren, wobei (M, g)
eine riemannsche Mannigfaltigkeit ist. In [Kliy6] wird das iiber die absolutstetigen
Funktionen erkldrt. Um spater sehen zu konnen wieso man das machen kann, mochten
wir kurz den Zusammenhang zwischen absolutstetigen Funktionen und H'-Funktionen
klaren.
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Im Grunde genommen benétigen wir nicht die elementare Definition von absolutste-
tigen Funktion. Wir geben sie aber dennoch zur Vollstandigkeit an.

Definition. Eine Funktion heifst absolutstetig auf (2 C, R, wenn es fiir alle
e > 0einé > 0 gibt, so dass fiiralle a; < by <ay < by <--- <a, <b, die
nichste Implikation gilt:

n

Yb—a)<s = YIF(b)—fla)l <

i=1 i=1

Die absolutstetigen Funktionen sind gerade die Funktionen fiir die man den Haupt-
satz der Integral- und Differentialrechnung formulieren kann. Das ist auch die richtige
Anschauung, die man von ihnen haben sollte. Die unten stehende Version findet man
im Werner [Wero7, A.1.10]. Wir zitieren diesen Satz ohne Beweis.

Theorem 1.4.9 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Sei () C, R ein offe-
nes Intervall.

(a) Ist f: Q — K absolutstetig, so existiert die Ableitung f fast iiberall, f ist iiber kompakte
Teilintervalle von () integrierbar, und es gilt

b
F(b) - f(a) :/ F(H)dt Va,be Q.

(Dabei sei fab =— [, fiira>"b.)

(b) Ist g: QO — K iiber kompakte Teilintervalle integrierbar, a € Q) beliebig und f(x) :=
fax g(t)dt, so ist f absolutstetig, f existiert fast iiberall, und es gilt f = g fast iiberall.

Proposition 1.4.10. Sei () C, R ein Intervall, a,b € Q und f: Q3 — K. Dann gilt:

(i) Sei f absolutstetig, f € €°(Q) und f € L? (Q) (hier bezeichne f die fast iiberall

definierte Ableitung). Dann gilt f € H{. (Q) und die schwache Ableitung von f stimmt
mit f iiberein.

(ii) Sei f € HY(Q) und es bezeichne f gleichzeitig einen stetigen Vertreter dieser Aquiva-
lenzklasse (fiir die Existenz davon vgl. das Lemma von Sobolev). Wenn f die schwache
Ableitung von f bezeichne, dann gilt

£ - £5) = [ fx)ax

Insbesondere hat f nach Satz 1.4.9 einen absolutstetigen Reprisentanten und die schwache
Ableitung kann fast iiberall als Limes eines Differenzenquotienten von f realisiert werden.
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Abbildung 1.2.: Skizze von ¢, (x).

Beweis. Der nichste Beweis stammt vom Autor.

Zu (i): Sei ' € Q. Es ist zu zeigen, dass auf f € ¢°(QY) und f € L2(QY), f €
HY(QY) folgt. Aus €°(QY) folgt L2(Q)). Wir miissen nur noch verifizieren, dass f die
Gleichung (x) erfiillt. Sei dazu ¢ € €5°((Y). Fiir absolutstetige Funktionen gilt die
Produktregel. Dann gilt fiir fast tiberall t € ()

S(F-9)(0) = FOp() + F1)(0).

Integration tiber ()’ liefert nun die Behauptung.
Zu (ii): Betrachte die Funktion

#() = {f<> far x| < 1

0 sonst,

und setzt ¢, (x) := M Betrachte nun den Friedrichschen Gldttungsoperator von ¢,
d.i. der Operator
L2(R) — L2(R), h v h ¢y, M¢&o:/%@y%@—@m

R

Fiir beschrédnkte stetige Funktionen / konvergiert / * ¢, gleichmafsig gegen h fiir r — 0
(vgl. [K6o4, 15.5]). Indem man /1 € H'(Q)) abschneidet und dann stetig auf ganz R zu
I fortsetzt, konvergiert wegen Satz 1.4.6 auch /1 * ¢, punktweise gegen /. Wihle also

Pu(x) 2= P1/u(s = x) = Pr/u(t = x).

Diese Funktion ist in Abbildung 1.2 skizziert. Die roten Pfeile deuten dabei an was
im Grenzwert n — oo passiert. Man kann eine Stammfunktion-Folge (¢,) C €;°(Q)) so
wihlen, dass diese gegen die charakteristische Funktion vom Intervall [s, t] punktweise
konvergiert. Damit gilt

[ Fas = i [ (ax = — fim [5G
= — lim (f * P1/(s) — f * %mU)—ﬂ)—ﬂﬂ

n—oo

wobei wir zwischendurch f durch ein geeignetes /i ersetzt haben. O
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Il. Triviale Biindel mit trivialer Metrik

Motivation. In diesen Abschnitt wollen wir die Raume L?(R,K") und H'(R,K") de-
finieren. Es wird sich als zweckmaifiig herausstellen, dass wir etwas allgemeiner als
in [Schg3] anstatt K" einen abstrakten K-Vektorraum V mit Skalarprodukt betrachten.
Man soll im Hinterkopf haben, dass man eine Funktion in L?(R, V) bzw. H!(R, V) ka-
nonisch als einen Schnitt im trivialen Biindel R x V — R (mit trivialer Biindel-Metrik)
auffassen kann.

Definition 1.4.11. Sei (V,(, )) ein euklidischer K-Vektorraum, d.h. dimV < co und
(, ) istein Skalarprodukt auf V. Unter einer messbaren Abbildung f: R — V verstehen
wir, d.h. f~1(U) Borel-messbar sein muss YU C, V (mit der euklidischen Topologie).
Wir definieren

LA(R,V) := {f R — V messbar | /R(f(t),f(t»dt < oo}

und teilen den Unterraum A := {f = 0 f. ii.} (bzgl. des Borel-Lebesguemafes auf RR)
raus und erhalten so den Raum L?(IR, V) mit Skalarprodukt

(F.8)iz 1= [ (F),8(1) fur fg € LR, V).

Vollig analog wie im eindimensionalen Fall V = K definiert man den Raum der
Testfunktionen %;°(IR, V) und die schwache Ableitung. Damit definiert man

HY(R,V) := {f € L*(R, V) | 3 schwache Ableitung f € L*(R,V)}.

Ein Skalarprodukt wird definiert durch
(f &) m = /1R<f(t),g(t)> +(f(1),8(t)dt fir f, g € H(R, V).

Beispiel 1.4.12. Sei V = K" mit dem kanonischen Skalarprodukt. Dann ist es nicht
schwer zu sehen, dass fiir S € {L2, H 1} folgende alternative Beschreibung gilt:

emxﬂzwzmwmmumemn:ﬁem» +)

Das zeigt insbesondere die Vollstandigkeit der Réume (&(R,K"), (., .)s).

Beispiel 1.4.13. Auf V = Mat, K ist das Hilbert-Schmidt-Skalarprodukt durch
(A,B) :=Spur(*A-B) fiir A,B € Mat, K

definiert, wobei *A := A ist und Spur(C) := Y. ¢;; fiir C = (c¢;j) € Mat, K. Wir
werden bald ohne Miihe sehen, dass fiir 6(IR, Mat, K) auch die Gleichung (*) gilt.
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Wenn man Mat, K = L(K",K") auffasst, dann werden wir spiter sehen, dass wir die
(stetige) Inklusion

H'(R,Mat, K) — L(&(R,K"),6(R,K")), A~ A,

haben, wobei (A.s)(t) := Ass(t) fiir alle t € R reprasentantenweise definiert sei.

Beispiel 1.4.14. Das obige Beispiel ldsst sich verallgemeinern. Sei n,v € IN und W ein
euklidischer KK-Vektorraum. Betrachte den K-Vektorraum V := LY (K", W) (vgl. Defini-
tion 1.1.33; fiir v = 1 und W = K" haben wir das obige Beispiel). Das verallgemeinerte
Hilbert-Schmidt-Skalarprodukt ist gegeben durch

n

(frg)i= 3 (flew, @) glen, ) )y

ity =1

wobei f,g € V und (¢;)i—1, » die kanonische Basis von K" sei. Mit vollstindiger
Induktion tiber v kann man zeigen: Sei (v;);—1,.. , eine weitere Orthonormal-Basis von
K". Dann gilt

n

<f’g> = Z <f(vi11---/viy)’g(vill---/viv)>w'

i1,.y=1

Analog wie im vorherigen Beispiel werden wir spéter die (stetige) Inklusion
H! (]R, L"(K", W)) — L"(G(]R,IK”), S(R, W)), A A,
zeigen, wobei (Ax(s1,...,50)) (1) := As(s1(£), ..., s()) ist.

Proposition 1.4.15. Sei & € {L2, H'}, V ein euklidischer Vektorraum mit dimV = n.
Dann ist der Raum S (R, V) isometrisch isomorph zu S(R,K"), wobei K" das kanonische
Skalarprodukt trigt.

Beweis. Wihle eine orthonormale Basis (vy)k—1,., von V und definiere den linea-
ren Isomorphismus ®: V — K" durch ®(vy) := e, wobei ¢; der k-te kanonische
Basisvektor von K" ist. Die Abbildung

®,: 6(R,V) = &(R,K"), ®,5:=Dos

ist die gewtinschte Isometrie. O

Kommentar 1.4.16. Die Notation ®, im obigen Beweis deutet bereits an, dass man & als
einen kovarianten Funktor auffassen kann. Wir werden den funktoriellen Standpunkt
in Kommentar 1.4.31 prézisieren.

Wir mochten noch anmerken, dass man das ®, vom obigen Beweis in mehreren
dhnlichen Situationen benutzen kann. Wir mochten hier zwei Beispiele angeben: Sei

70



%2(R, V) der Raum der stetigen beschrinkten Abbildung mit der Supremumsnorm

und sei
GHR,V):={s € € (R, V) |ss€C(R,V)}

mit der Norm
Isll1 == max{[[sleo, [I3[[ec}-

Dann definiert die induzierte Abbildung
(0). 00 0 n 0),._
P.7:6,(R,V) =% (RK"), ®,'s:=Pos

einen isometrischen Isomorphismus zwischen Banachrdume. Analog hat man einen
isometrischen Isomorphismus

oV ¢LR, V) > GLRKY), ®Vs:=dos

der zusammen mit CIJSP) folgende Rechenregel erfiillt: %QDS)S = CIDSP)S (folgt leicht aus

der Kettenregel).

Motivation. Wir mochten die Technik aus [Eli67] nutzen um das Objekt ,,H' (R, M)”
konstruieren zu konnen. In diesem Artikel benutzt man wesentlich, dass die Inklusion

H'(R,R") — ¢°(R,R")

eine stetige Abbildung zwischen ,Banachraumen” ist (vgl. Def. von ,manifold model”
in [Eli67]). Natiirlich ist ‘50(]1{, R") kein Banachraum. In [Schg3] umgeht man dieses
Problem, indem man RR via den zwei Punkten +co kompaktifizieren (es ist wichtig, dass
wir R nicht via S! kompaktifizieren, da wir keine geschlossenen Kurven betrachten
mochten).

Definition 1.4.17. Mit R bezeichnen wir die Menge R U {£o00} und versehen es mit
einer glatten Struktur, so dass

h:R—[-1,1], t—
=11 V1+t2

ein Diffeomorphismus ist.

Kommentar 1.4.18. Die differenzierbare Struktur von R erweitert die bereits vorhande-
ne Struktur von R (das gilt, weil die Inklusion R < R glatt ist, da h|R glatt ist). Man
soll sich aber R nicht als kompakte Mannigfaltigkeit vorstellen, denn wir betrachten auf
R nicht das induzierte (endliche) Volumenmaf von der Mannigfaltigkeiten-Struktur,
sondern das (induzierte) Borel-Lebesgue-Maf} von R (dieses Maf$ erhdlt man indem man
+ das Gewicht 0 gibt, und allgemein u(A) := u(A\ {%}) setzt, wobei A C R beliebig
sei). Fiir diese Arbeit bedeutet das, dass wir nicht auf Resultate von [Kli76] und [Eli67]
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verweisen konnen, da die Sitze dort {iber kompakten riemannschen Mannigfaltigkeiten
mit induziertem Volumenmaf$ arbeiten.

Wieso wir R via R kompaktifizieren, haben wir bereits motiviert. In der Wahl von h
liegt natiirlich eine gewisse Willkiir. Wir haben  absichtlich so gewdhlt, dass 1 € L?(R)
gilt. Tatsachlich ist die Wahl von h nicht ausgezeichnet und man kann z.B. auch
h(t) :=t/(1+ |t|) wéhlen. Der Grund dafiir (wie wir spéter sehen werden) liegt daran,
dass /1 € L*(R) ist. Man kann z.B. nicht h(t) = t/+/1 + 2 wahlen, da hier i ¢ L2(R)
gilt.

Wir miissen nun einige technische Resultate beweisen, die keine tiefere Intuition in
die Materie vermitteln. Im Grunde genommen beginnt hier der Beweis der Aussage,
dass die Karteniiberginge von ,H! (R, M) glatt sind. In der nichsten Proposition geht
essentiell ein, dass /i € L?(R) ist.

Proposition 1.4.19. Sei f € €' (R,V) und es gelte f(+c0) = 0. Dann gilt (f|R) €
HY(R, V). Man schreibt auch naheliegend f € H'(R, V).

Lemma 1.4.20. Fiir alle f € ¢1(R,R) existiert ein c = c(f) > 0, so dass fiir alle t € R die

nichste Abschitzung gilt:
: c
) < ———%575-
01 < Gy

Insbesondere muss notwendigerweise f(do0) = 0 sein und es ist f € L?(R), selbst wenn

f(+00) # 0 oder f(—oo) # 0 ist.

Beweis (von Lemma 1.4.20). Wir folgen den Gedanken in [Schg3]. Wir setzen

c:= max ’i(foh’l)(ro).

ne[-1,1]1dT
Weiterhin gilt
2__ B
iry = L
1+12 (1+12)3/2°
Fiir t € R folgt die Behauptung aus der Kettenregel:
£ = | S (Fon ) w)|- b)) < e e 0
dt T (1+41#2)3/2

Beweis (von Proposition 1.4.19). Wir folgen den Gedanken in [Schg3].
In Kommentar 1.4.16 wurde diskutiert, wieso man fiir k = 0, 1 einen isometrischen
Isomorphismus
@.: ¢F(R,V) = €F(R,K")
hat, der mit der Ableitung , kommutiert”, d.h. %CI)* (s) = ®@.(s). Wir kénnen also o.E.
annehmen, dass V = K" und f = (fi,..., fu) ist, wobei f; € €*(R,R) ist. Weiterhin
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konnen wir wegen Beispiel 1.4.12 annehmen, dass n = 1 ist. Wegen Lemma 1.4.20 ist
f € L3(R).

Aus f(+o0) = 0 und Lemma 1.4.20 folgern wir jetzt, dass f € L2(IR,K) ist. Dafiir
zerlegen wir R = [-1,1]UI mit I := R\ [—1,1]. Da f stetig ist, ist es auf [—1,1]
quadratintegrierbar. Wir zeigen noch, dass es ein ¢ > 0 gibt, so dass

N

c ..
FOR <G farl >

ist (insbesondere zeigen wir sogar f € L!(IR), was wir aber nicht benstigen). Wegen
der integrierbaren Majorante ist dann f auf R quadratintegrierbar. Betrachte den Fall
t < —1und sei tp < t. Dann gilt

Pro. 1.4.10 t, Lem. 1.4.20 /1‘L c
t) — f(¢ = d < ——d
|f( ) f( 0)| f(S) § = " (1 +Sz)3/2 s
<| [l =c -3
\5\3 t2 t%
Der Grenziibergang ty — —oo liefert die gewiinschte Ungleichung fiir t < —1. Analog
zeigt man die Ungleichung fiir t > 1. O

Proposition 1.4.21 (Mannigfaltigkeiten Modell). Sei n € IN, V ein euklidischer IK-Vektor-
raum und & € {L? H'}.

(i) Die lineare Inklusion H'(R, V) < €°(R, V) ist beschrinkt.
(ii) Die Inklusion
H'(R,L(K",V)) < L(6(R,K"),&(R,V)), A~ A,
ist beschriinkt, wobei (A.s)(t) := A¢(s(t)) fiir s € 6(R,K") sei.

Beweis. Zu (i): O.E. sei K = R. Wegen Proposition 1.4.15 und Kommentar 1.4.16 reicht
es zu zeigen, dass die lineare Inklusion

H'(R,R") — ¢°(R,R")

beschrankt ist. Wegen Gleichung (*) aus Beispiel 1.4.12 ist das dquivalent dazu, dass
die lineare Inklusion
HY(R,R) — ¢°(R,R)

beschréankt ist. Das Lemma von Sobolev (Satz 1.4.6) liefert ein C > 0, so dass Vf €
H'(R,R) die Ungleichung
flleo < C - [| £l
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gilt. Es ist also nur noch die Stetigkeit von f in 0o zu zeigen. Der einzige Wert der fiir
f in diesen Punkten in Frage kommt ist 0. Betrachte nun folgende Rechnung

PO -rEl=|[ ] P

[ 2t seoa <2 ([1e2) " ([

Angenommen lim;_, | f(f) existiert nicht, d.h. f divergiert in +oco. Dann divergiert
auch f2 in +oco. Wihle eine Folge (t,) mit t, — +o0. Mithilfe der der obigen Rechnung
folgt, dass f? in +oo nicht divergiert. Damit folgt die Stetigkeit von f in +co. Aus
Symmetriegriinden folgt die Stetigkeit in —oco.

Zu (ii): Auch hier konnen wir annehmen, dass V = K" mit kanonischen Skalarpro-
dukt ist. Grund: Der isometrische Isomorphismus aus Proposition 1.4.15 induziert einen
isometrischen Isomorphismus

L(6(R,K"),8(R,V)) = L(6(R,K"), (R, K")).

Mit denselben Gedanken wie in Kommentar 1.4.16 kann man einen isometrischen
Isomorphismus L(K",V) = L(K",K™) = Matyx, K konstruieren. Dieser induziert
einen weiteren isometrischen Isomorphismus

H'(R,L(K",V)) = H'(R, Maty, K).

Sei nun & = L2. Wir zeigen zuerst, dass A, € L(LZ(IR, K"), L2(RR, ]K'”)) gilt. Das folgt
aber unmittelbar aus (i), denn die Ungleichung

[ A2 < [[Alleolls]] 12

ist einfach zu sehen. Gesucht ist nun ein C > 0, so dass fiir alle A € H' (R, Mat,», K)
die Ungleichung

Al L2 ®xn, 2 ®xm) < C - Al g (R Maty,, K)
gilt. Sei s € L?(R,K") mit ||s|;2 < 1. Fiir fast alle t € R betrachte folgende Rechnung
[Aes () lem < LA Loacn ey - (15 () [|xer

< [[AtllLerxomy - s (D) [xer < C - | AtlImaty k¢ - 5 () [,

wobei wir im letzten Schritt ausgenutzt haben, dass alle Normen auf endlich-dimensio-
nalen Vektorrdaumen dquivalent sind. Integration iiber R liefert dann die gewtinschte
Ungleichung.

Sei & = H'. Beachte, dass fiir v, w € K" die Ungleichung

lo+wl* < 2(]lo]|* + [[w]?)
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aus |[v + w||*> = (v +w, v + w) folgt. Damit rechnet man

2 Lem.148 , ; . i S
T A + Al < 2(1Aus|F + 1408]13)

< 2(IAlIZ:lIsI% + Al 1317)-

o

LZ

Aus (i) folgt [|s]jec < C-||s]|gn bzw. ||Allee < C-||Al|n, d-h. fiir die volle Norm erhilt

man die Ungleichung

[Ass|[ < C- \/2' IANZ: +3 - [[Al - sl
< C-V5- || Allgs - lIslln

was die Behauptung zeigt. O

Korollar 1.4.22. Sein,v € N und & € {L?, H'}. Dann ist die Inklusion
H'(R,L"(K", K")) < L"(&(R,K"), (R, K")), A A,
stetig, wobei (A (s1,...,50))(t) := Ae(s1(t), ..., su(t)) ist.
Beweis. Man benutze Proposition 1.4.21 mit V := L""!(K",K"), wobei V das Ska-

larprodukt aus Beispiel 1.4.14 trdagt. Mit einer einfache Induktion {iber v folgt die
Behauptung. O

lll. Nicht-triviale Biindel mit nicht-trivialer Metrik

Fiir den Rest dieses Abschnitts seien ¢ = (E, 7, R, F) und n = (E/, 7/, R, F') stetige
oder glatte Vektorbiindel, F, F’ endlich dimensionale Vektorrdume. ¢, 77 haben weiterhin
stetige bzw. glatte Biindel-Metriken g, ¢’. Falls ¢, glatte Vektorbiindel sind, dann
bezeichne V einen metrischen Zusammenhang und V; die Komposition mit den
kanonischen Vektorfeld ot. Fiir die Kldarung dieser Begriffe vgl. Abschnitt 1.3.I1I und
1.3.V.

Definition 1.4.23. Angenommen ¢ sei blofs ein stetiges Vektorbiindel mit stetiger

Biindel-Metrik. Betrachte auf E die Borel-c-Algebra und sei I'mess (F,E ) der Raum
aller messbaren Schnitte (d.h. Urbilder offener Mengen sollen in R messbar sein). Setze

T2(R,E) i= {f € Imess(R,E) | /]Rgt(X,Y)dt < o)

und teile den Unterraum N := {f = 0f.i. } heraus. Wir erhalten so den Raum
L%(Z) :=T;2(R, E) mit dem Skalarprodukt

TR E) xT(RE) =R, (XY) s (X,Y) ::/gt(X,Y)dt.
R
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Angenommen ¢ ist ein glattes Biindel. Mit V; kann man den Raum der Testschnitte
I'4~(R, E) definieren und damit das Konzept schwache Ableitung tibertragen. Damit
hat man den Sobolev Raum H!(¢) := I';j (R, E) mit Skalarprodukt

<X, Y>H1 = <X, Y>L2 + <VtX, VfY>L2.

Kommentar 1.4.24. Die Riume L?(¢) und H!(¢) tragen eine natiirliche £(IR)-Modul
Struktur.

Beispiel 1.4.25. Wenn ¢ das triviale Biindel ist, d.h. E = F x R, mit trivialer Metrik und
trivialen Zusammenhang ist, dann gilt natiirlich &(¢) = 6(R,R") fir & € {L?, H'}.

Beispiel 1.4.26. Sei M" eine riemannsche Mannigfaltigkeit,
h e CK;}(E,M) ={s € ¢°(R,M) | s(—o0) = x, s(+00) =y}

und ) = (TM, r, M,IR") das Tangentialbiindel von M. Das Riickzugbiindel #* 7t mit
der Riickzug-Metrik und Riickzug-Zusammenhang ist ein Vektorbiindel iiber R, vgl.
Abschnitt 1.3.V. Also kénnen wir das Objekt H! (h*TM) := H'(h*ty) definieren.

Satz 1.4.27. Sei ¢ eine stetiges Vektorbiindel iiber R. Dann gilt:
(i) Es gibt einen (stetigen) linearen Biindel-Isomorphismus ¢: & — R x R".

(ii) Jeder lineare Biindel-Isomorphismus ¢: & — R x R" induziert einen (stetigen) Isomor-
phismus zwischen Banachriumen

92 €°(5) = CORR"),  (gus)(t) := e(s(1)),

wobei ¢ = @|E; sei, und einen weiteren (stetigen und wohldefinierten) Isomorphismus

e L2(E) = LA(R,R"),  (s5)(t) = gus(t).

Weiterhin sind beide Isomorphismen auch E(R)-linear.

Beweis. Der nichste Beweis stammt vom Autor.

Zu (i): Sei —00 < a < b < ¢ < d < co. Wir zeigen folgende Aussage: Ange-
nommen es gibt (stetige) lineare Biindel-Isomorphismen '®: Ege — [a,¢] x R" und
2®: Epq) — [b,d] x R", dann existiert ein (stetiger) linearer Biindel-Isomorphismus
@: Eg 4 — [a,d] x R". Dabei bezeichne E|, ; das via der Inklusion [a, b] — R induzierte
Riickzugbiindel.

Indem wir notfalls zu 2® := ( o ﬂno_l ) - @, {ibergehen, kénnen wir annehmen, dass

20.01®; ! € GL R gilt, wobei ‘®,: F. — R" fiir i = 1,2 ist. Wahle nun einen stetigen
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Weg «: [b,c] — GL,” R mit a(b) = 1 und a(c) = 2®, o '®_ L. Definiere ¢ durch

Roltd falls 72(¢) € [a, b]
¢: Epg = R"x [a,d], ¢ qaomn(¢) -'@() falls ()€ [b,c] -
20(¢) falls 7t(¢) € [c, d].

Es ist nun nicht mehr schwer zu sehen, dass man so iterativ den gewtinschten linearen
Biindel-Isomorphismus ¢: E — R" x R definieren kann.
Zu (ii): Es ist klar, dass
p.: €°(8) - 6 (R, R")
ein Isomorphismus ist, denn ¢! induziert die Umkehrabbildung (¢~1).. Sei | .|; bzw.
||} die induzierte Norm von g;(., .) bzw. gj(., .) (man spricht auch von der induzier-

ten Finsler-Struktur). Man kann die Wohldefiniertheit (genauer: ¢.s € L?(R,R")) und
die Stetigkeit von ¢, in nur einer Rechnung zeigen: Fiir fast alle t € R gilt

(lg=s(B)D* < lloellf (g mm s (B)F < rtrg}FXIIfPtll2 [s(B)F.

Integration iiber R liefert die Behauptung. Analog wie oben sieht man, dass (¢~!). die
(stetige) lineare Umkehrabbildung von ¢, ist. O

Satz 1.4.28. Sei K € {R,R} und ¢x := (E,,K,F) ein glattes Vektorbiindel iiber KK,
K x R" — K das triviale Biindel mit trivialem Zusammenhang 6 und T: R" — Ey ein
isometrischer Isomorphismus. Dann existiert genau ein (glatter) linearer Biindel-Isomorphismus
¢: R xR" — CR, so dass fiir

¢« €7 (R,R") = G¥(Cr),  (9:X)(t) := e X(t)
gilt
Vo Psx = P« © J,

im Punkt t = 0 gilt g9 = T und Vt € K ist ¢; ein isometrischer Isomorphismus.

Beweis. Die Existenz und Eindeutigkeit von ¢ wird bei der Konstruktion des Parallel-
Transports in [GHV73, 7.17 Prop.VII] (vgl. Schritt 1 und 2) bewiesen.

Sei (e;)i=1,..n» € R" die kanonische Basis. Die Schnitte (t,¢;) bilden einen globalen
orthonormalen Rahmen des trivialen Biindels. Wir zeigen, dass die Bilder v; := ¢.(t,¢;)
einen orthonormalen Rahmen von ¢ bilden und sind dann fertig. Wir rechnen

d
a8t (rin i) = 8 (Vi 1) + 81 (71, V) = 8el(@s 0 0t ei), ;) + 81(0i, @ 0 0(t, 7)) =0,
wobei wir benutzt haben, dass t — (¢, ¢;) parallele Schnitte bzgl. § sind, d.h. 5 (¢, e;) = 0.

Damit gibt es ein ¢;; € R mit <t (i, 'yj) = ¢;j fur alle t € R. Fiir t = 0 wissen wir, aber
dass wir eine Isometrie vor uns haben, d.h. es gilt ¢;; = J;;. O
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Korollar 1.4.29. Sei ¢ ein glattes Vektorbiindel iiber R. Es gibt einen isometrischen Isomor-

phismus
H'(¢) = H'(R,R").

Korollar 1.4.30 (Mannigfaltigkeiten Modell). Seien &, 7 glatte Vektorbiindel iiber R, v € N
und & € {L? H'}.

(i) Die Inklusion H' (&) < €°(&) ist stetig.
(ii) Sei O C, E mit 7(O) = R. Dann ist
HY(O):={s € HY(&) | s € ONF Vt € R}
eine offene Teilmenge von H'(&).

(iii) Die Inklusion
H'(R,LY(E, 7)) = L"(&(8),&(1)), A= As

ist stetig, wobei A (s1,...,50)(t) == A¢(s1(t),...,s,(t)) fiir s; € &(¢) sei.

Beweis. Zu (i) und (iii): Wegen Satz 1.4.28 kann man die Beweise von Propositi-
on 1.4.15, Proposition 1.4.21 und Korollar 1.4.30 einfach kopieren, vgl. die entsprechen-
den 0.B.d.A's.

Zu (ii): Sei €°(0) := {s € €°(¢) | ss € ONF; Vt € R}. Da R kompakt ist, stimmt
die kompakt-offen Topologie von ¢ (&) mit seiner Norm-Topologie iiberein. Damit gilt
€°(0) C, €°(&). Wegen (i) gilt

¢(0) S, 6°(5) = H'(0) <, H'(S),

was die Behauptung zeigt. O

Kommentar 1.4.31. Die Symbole L? bzw. H! sind kovariante Funktoren von der Kate-
gorie der metrischen Vektorbiindel mit metrischen Zusammenhingen iiber R in die
Kategorie der Banachrdume. Diese Funktoren ordnen jedem Vektorbiindel ¢ einen
Banachraum &(§) zu, wobei man die Elemente von &(¢) als Schnitte im Biindel ¢
sehen kann (das Fraktal ,,S” soll an das Wort Schnitt erinnern). Man spricht auch von
einem Schnitt-Funktor. Fiir den Fall & = L? kennt man kein verniinftiges Konzept
um den Raum ,, L2 (R, M)” zu definieren. Wenn man den trivialen Fall M = R unter-
sucht, dann stellt man sogar fest, dass die Eigenschaft, eine L2-Funktion zu sein, nicht
Karten-invariant ist. Wir werden als nichstes den Raum "H;,y (ﬁ, M)” konstruieren. Er
ist modelliert auf H!(R,R").” Weil & = H! die Konstruktion einer Mannigfaltigkeit er-
laubt, sagt man auch, dass H! ein Mannigfaltigkeiten-Modell ist. Korollar 1.4.30 wird

7Es ist H' (R, R") ein separabler Hilbertraum und damit isometrisch isomorph zu ¢2. D.h. jede separa-
ble Hilbert-Mannigfaltigkeit hat 22 als Modellraum. Aus didaktischen Griinden nennen wir diesen
Modellraum.



dabei eine wichtige Rolle spielen. Dieser Sprachgebrauch wurde in [Eli67] festgelegt
und wird in diversen Quellen z.B. [Langg] und [Schg3] benutzt. Im Artikel von Eliasson
wird als Spezialfall gezeigt, dass die Symbole €* und H* Mannigfaltigkeiten-Modelle
sind. Allerdings wird nicht gezeigt (auch nicht angedeutet), dass diese Raume genau
einen Modellraum besitzen. Aus diesen und anderen Griinden haben wir auf den
funktoriellen Sprachgebrauch verzichtet.

IV. Die Hilbert-Mannigfaltigkeit Py (R, M)

Fiir den Rest dieses Abschnitts seien ¢ = (E, 7,R,V) und 1 = (F,p,R, W) glatte
Vektorbiindel iiber IR, wobei V, W endlich dimensionale Vektorraume seien, mit glatter
Biindel-Metriken ¢, ¢’ und O C, E mit 7(O) = Rund O := ONV, fiir alle t € R.
Ahnlich wie wir in Korollar 1.4.29 nur ¢: ¢ — R x R" notiert haben, meinen wir mit
®: O — 7 in Wirklichkeit, dass @ eine Abbildung vom Quadrupel (O, 7|0, R, O;)
nach 7 ist.

Definition 1.4.32. Sei ®: O — 7 eine glatte Biindelabbildung, d.h. ®: O — E’ ist eine
glatte Abbildung mit p o ® = 7r. Wir definieren die Faserableitung von ® auf O; als

da®; = d(D|Oy),

wobei wir rechts das gewohnliche (endlich dimensionale) Differential der glatten
Abbildung ®|0;: Oy — W; nehmen. Analog definieren wir die v-te Faserableitung
von ® auf der Faser O; durch

4y, = d'(@|Oy),

wobei wir rechts das v-te Differential von ®|O; betrachten. Damit ist die v-te Fasera-
bleitung von ® auf O
dy®: O — LY(E, 1)

erklart und mit der kanonischen Inklusion aus Korollar 1.4.30 (iii)
H'(LY(&,1)) € LY(H(¢), H' (1))
definiert man

(d5®),: H'(O) — LY (H'(¢),H'(y)), s+ didos.

Kommentar 1.4.33. Die Notation d,®,, soll an das partielle Differential erinnern, vgl.
Definition 1.2.14. Tatsichlich gilt folgende Rechenregel: Sei s € H!(O) beliebig. Fiir alle
t € Rmits(t) =0; € F gilt

d

- Dbos = d1q>(0t) + d2<I>(0t) S(O),
dt T=t
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wobei d; P die Differentiation bzgl. des Nullschnittes meint. Wir prazisieren diese Aus-
sage: Die Abbildung ® o s ist ein (stetiger) Schnitt im Biindel #. Auf 77 haben wir einen
Zusammenhang K: TF — F zur Verfiigung, der uns eine Spaltung in vertikalen T,F
und horizontalen Anteil T, F liefert. d,®(0;) ist der vertikale Anteil und d;®(0¢) $(0)
der horizontale Anteil von %CD os(t). Wir erinnern daran, dass T¢,E kanonisch mit
TzE, tibereinstimmt, vgl. Kommentar 1.3.65.

Lemma 1.4.34 (w-Lemma). Es habe O noch folgende Eigenschaft: 3o € €°(¢) mit

suppo = {t € R | 03 # 0 € V;} ist kompakt in R

und Imo C O. Sei @: O — 1 eine glatte Biindelabbildung, die ®(0+c0) = 0+ erfiillt. Dann
ist die induzierte Abbildung

®,: HY(O) = H'Y(y), s+ ®os
Fréchet-glatt. Das v-te Fréchet-Differential-Abbildung (vgl. Definition 1.2.7)
d'(®.): H'(0) — L' (H'(&), H' (1))
lisst sich explizit durch folgende Formel berechnen: Fiir alle s € H'(O) gilt
d"(®s)s = (d2®@)x(s)-

Beweis. Wir folgen den Gedanken in [Schg3].

Zuerst einmal zeigen wir, dass ®, wohldefiniert ist, d.h. fiir s € H 1 (O) ist tatsédchlich
®.(s) € H'(). Da ¢ kompakten Trager in R hat und s auf ganz R integrierbar sein
muss und nach Korollar 1.4.30 (i) stetig ist, konnen wir die Existenz von D C, O
annehmen mit folgender Eigenschaft: es gibt ein ty > 0, so dass D; konvex ist (bzgl.
der Finsler-Norm) fiir alle t > |to|, o(t) = 0 und s(¢) € D;. Man kann nun wegen der
Lipschitz-Stetigkeit von ®;: Dy — F; und der Konvexitdt von D; nachrechnen, dass es
ein L = L(tp) > 0 gibt, so dass

| P (x¢) — Pe(ye)| < Llxr —ye| Vg, yr € Dy |t > to.
Wenn man fiir x; den Schnitt s einsetzt und fiir y; den Schnitt ¢, dann folgert man die

Ungleichung
|[@os(t)| < L|s(t)| 4 |@:(0)| VI[t] > to

und damit
@ os(t)|* < 2L2[s(t)]? + 2/®:(0)]

Da ®;(0) eine stetige Funktion auf dem Kompaktum R ist, folgt damit die L?-Integrier-
barkeit. Fiir die Ableitung gilt

| S (s(1))

‘2 = |di®os(t) +c12<1>os(t)s'(t)\2 < 2\d1q>os(t)\2 +2}d2q>os(t)s'(t)\2

< 2|diDos(t)]? + z(sup |d2® o s(t)Hz) 5(t)> VteTR.

|t >to
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Indem wir notfalls zu einem grofleren #; > 0 {ibergehen, kénnen wir die L2-Integrier-
barkeit von d;® o s(t) absichern (analoge Ungleichung wie fiir ® os). Das zeigt die
Wohldefiniertheit.
Beweis durch Induktion iiber v. Induktionsanfang: Sei v = 0. Es ist die Stetigkeit der
Abbildung

®,.: HY(O) — H(n)

nachzuweisen. Wir haben oben implizit die Stetigkeit gezeigt.
Induktionsschluss: Angenommen die Behauptung gilt bereits fiir v. Setze 4 := L"(&, 7).
Sei sp € H'(O) fest. Es ist also

d"(®.)s, = (d5P)«(s): R — LY(E,F)
ein stetiger Schnitt und wir definieren
0 = p¥, (tv) s dsd(t,0) — ds®(t,s0(t)).

Fiir sy gibt es ein D = D(Imsg) C, O, so dass D; konvex ist fiir alle ¢ € R. Die nichste
Abbildung geben wir faserweise an: Fiir x,y € D; und z € E; betrachte die Abbildung

F:D&D — L(E,L'(E,F)), F(x,y)z:= (/01 d,®) (x+T(y—x))dT—d2CI>(V)(x))z.

Da d,®"): O — L(1,1") eine glatte Biindelabbildung ist, trifft es auch auf F zu, d.h.
wir haben sogar
F: D@D — L(E15'),

wobei wir mit D jetzt das Quadrupel (D, 7, R, D) meinen. Ahnlich wie im Induktions-
anfang v = 0 kann man zeigen, dass die induzierte Abbildung

F.: HY(D) & H'(D) — L(H'(¢), H' ("))
wohldefiniert ist. Betrachte nochmal F: Es gilt
1
Flry) =) = ([ da0) (x+(y = ))dr - o) (x)) (v = )

N /o1 d2®") (x +T(y — x)) (y — x)dT — 2@ (x)(y — x)
= 0 (y) — M) (x) — da®™ (x)(y — x),

wobei wir in der letzten Gleichung den Hauptsatz der Differenzial- und Integralrech-
nung benutzt haben. Weiterhin gilt

1
F(0,0) = /0 A (0 + (0 — 0))dT — dy®(0) = 0,
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d.h. wir haben
@ (y) = @ (x) — do®) (x)(y — x) = F(x,y)(y = %) und F(0,0)=0. ()
Die linke Seite von Gleichung (*) impliziert die neue Gleichung
(5) = @ (s0) — (@) (s0) (5 — 50) = Fu(50,5) (5 — 50).

Es ist klar, dass Fi(so,s0) = 0 gilt. Wegen dem Induktionsanfang v = 0 gilt auch
(v)

limg_s, Fi(So,s) = 0. Das impliziert die Differenzierbarkeit von @, in sp mit bereits er-
wihntem Differential (d,®()), = (dy®)... Es ist noch die Stetigkeit des Differentials
zu zeigen. Das folgt aber aus der Stetigkeit von

HY(O) = L(H' (), H' (")), s = (da®")(s) — (d2®")+(50),
denn falls sg glatt ist, erfiillt die Abbildung
O —= L&), (tv) da®'(tv)—da®" (8 50(t))

die Voraussetzungen fiir den Induktionsanfang v = 0. O

Theorem 1.4.35. Sei (M, ) eine riemannsche Mannigfaltigkeit und D wie in Lemma 1.3.74.
Dann besitzt die Menge

Piy(R,M) := {exp,s € 6., (R,M) | h € €5(R,M), s € H'(h*D)},

wobei wir
€5y (R, M) := {s € €"(R,M) | s(—00) = x, 5(++00) =y}

fiirk € {0, 00} gesetzt haben und exp,, s(t) := expy, s(t) meinen, die Struktur einer Banach-

Mannigfaltigkeit modelliert auf H' (R, R"). Die vom Atlas induzierte Topologie ist hausdorff
und separabel. Die differenzierbare Struktur hiingt nicht von der Wahl der riemannschen Metrik
g ab. Weiterhin gelten fiir P;,’ﬁ (R, M) folgende iiquivalente Beschreibungen als Menge:

(i)
Hyy(R,M) := {c € €2, (R,M) | V(U,¢), (V,¢) gilt pocog ' € H'(U,R")}
(i1)
{c € €0y (R, M) | c ist absolutstetig und ¢ € L*(c*y) },

wobei wir absolutstetig bzgl. metrischen Riaumen meinen.

Beweis. Wir folgen den Gedanken in [Schg3]; die letzten beiden Behauptungen samt
Beweis stammen vom Autor.
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Abbildung 1.3.: Skizze von der Karte (exp;,); !

Wir werden zuerst den Atlas fiir Pﬁ (R, M) konstruieren. Sei h € Cry (R, M) fest.
Betrachte die Abbildung

W' xexp,: "D —RxM, (tv)— (¢t eXPy (1) v),

Da das Diagramm

xp)|D
D (Tm xexp)] Mx M

n*hT Thxﬂ

WD———>RxM

*
h* 7t xexp,

kommutiert, liest man daraus ab, dass h* 7 X exp,, eine Einbettung mit offenem Bild ist.
Wir definieren dann Uy, := Im(h*7t X exp;,) und

Uy = H (Uy) :={c € %ﬁy(ﬁ,M) | (W7t x exp,) " (1g x ¢) € H (h*D)}.

Wir haben in Abbildung 1.3 u.a. versucht die Menge U}, zu skizzieren (die griine Kurve
ist ein Element darin), wobei wir vereinfacht angenommen haben, dass & eine injektive
Immersion ist, d.h. die Kurve h bleibt nirgends stehen und {iberschneidet sich nicht.
Damit kann man U, bzw. 1 x ¢ kanonisch mit pr,(Uy,) bzw. ¢ identifizieren, wobei
wir letzteres im Bild eingezeichnet haben.

Wir definieren unser ,lokales Koordinatensystem” via dem ,,H L_Funktor” durch

(exp,)s: H (WD) — Uy, s+ exp,s,
wobei (exp;, s)(t) := expy,;) s(t) sei. Wir stellen an dieser Abbildung folgendes fest:
¢ Anhand der Gleichung

(h*7t x expy) ™! o (L, expys) =



liest man ab, dass tatsdchlich exp,s € Uy ist und (exp,). sogar injektiv ist.
Weiterhin ist (exp,,)« surjektiv, denn fiir ein beliebiges ¢ € U}, kann man den
Schnitt

v:= (k" x exp,) "o (I, c)

als Urbild von (exp,, )« verifizieren.

e Wegen der Definition von Py (R, M) gilt

U U=PgRM).

he€gy, (R,M)

* Wegen D C, TM ist h*D C, h*TM und damit ist nach

Korollar 1.4.30
H'(h*D) C, HY(h* 7).

Weiterhin gilt nach Korollar 1.4.29 H!(h* ) & H'(R,R").

* Der ,Karteniibergang” (exp,). Lo (expy)- fiir g, i € 675 (R, M) ist glatt. Das sieht
man mit dem w-Lemma 1.4.34. Angenommen U, NU; # @, dann ist U, N Uy
nicht-leer und zusammenhéngend (beide Eigenschaften zeigt man durch einen
indirekten Beweis). Da U, N U, C, U, gilt

O := (" x exp,) (U, NUg) o K*TM,

und die Existenz einen stetigen Schnittes mit kompakten Trdger macht man
sich mit Abbildung 1.3 anschaulich klar (man beachte, dass die Punkte (+,0)
rechteckige Umgebungen in /#*D haben). Die Abbildung

Pen = (§ M X expg)*1 o(h*rmt xexp,): O — ¢'TM

ist glatt und bildet Faser Oy auf Ty ()M ab. Weiterhin gilt ¢; j(01c0) = 0+co. Damit
sind die Voraussetzungen vom w-Lemma 1.4.34 erfiillt und die Abbildung

(Pgn)« = (eXPg)*_l o (expy,)«

ist glatt (die obige Gleichheit zeigt man, indem man nachrechnet, dass sie punkt-
weise stimmt).

Damit ist also die Familie
-1
(Un, (expy,). )heg;cy (R.M)

ein differenzierbarer Atlas fiir 73;,’5 (R, M).
Man gibt nun P,}j (R, M) die vom Atlas induzierte Topologie. Diese Topologie ist
feiner als die kompakt-offen Topologie von %y, (R, M) und deshalb erbt man die
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Separabilitdt und Hausdorff-Eigenschaft (Dass ngy (R, M) diese Eigenschaften von
%°(R, M) vererbt, muss man natiirlich nachrechnen).

Hat man nun zwei verschiedene riemannsche Metriken g, g/ mit exp, exp’ , so erhalt
man aus Lemma 1.3.74 zwei verschiedene D, D’ C, TM. Man kann nun eine dhnliche
Rechnung wie beim ,Karteniibergang” (vgl. den dritten o) durchfithren und man sieht,
dass

(h*7t x exp,,) ' o (W*7t x exp},)

eine glatte Biindelabbildung ist. Das w-Lemma liefert dann, dass die beiden Atlanten
kompatibel sind.

Zu (i): Fiir die Inklusion ’P;,'; (R,M) D H }C,y (R, M) benétigen wir ein Approximations-
Theorem, das man in [Hir76, Thm. 2.3.5] nachlesen kann:

Theorem. Sei (M, My) und (N, Np) ein ¢° Mannigfaltigkeiten-Paare, 1 <
s < co. Angenommen M) ist abgeschlossen und eine ,gute” Untermannigfal-
tigkeit, dann ist 4”* (M, My; N, Np) dicht in " (M, My; N, Np) fir 0 <r <s.
[...]

In dem wir notfalls eine andere riemannsche Metrik ¢ auf M betrachten, konnen wir
annehmen, dass der Injektivititsradius von g iiberall grofSer ist als eine reelle Zahl & > 0.
Damit folgert man, dass es fiir jedes

ce H,lc,y(ﬁ, M) C %Qy(ﬁ, M) = €¢°(R, {£oo}; M, {x,y})

ein h € €75 (R, M) = ¢ (R, {£oo}; M, {x,y}) gibt, so dass c in der U, Umgebung von
h liegt. Fiir die Inklusion 73,%,’5 (R, M) C H}C/y (R, M) verweisen wir auf Theorem 1.4.39,
das wir spédter formulieren und beweisen werden.

Zu (ii): Angenommen c ist eine absolutstetige Funktion mit L2-Ableitung ¢. Dann ist
es nicht schwer zu sehen, dass c € H}(,y (R, M) ist. Angenommen ¢ = exp;, s. Dann ist
wegen ¢ € Hily (R, M) Klar, dass c absolutstetig ist. Dass ¢ eine L?-Schnitt in h*TM ist,

folgt aus Theorem 1.4.39. O]

V. Das Hilbert-Biindel & (P, (R, M)*TM)

Definition 1.4.36. Sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit, exp: O — M die
zugehorige Exponentialabbidung, D wie in Lemma 1.3.74 und K die riemannsche
Zusammenhangs-Abbildung wie in Abschnitt 1.V. Fiir { € D definieren wir die
Isomorphismen

Viexpg := dexp; o(dr|Teu TM) ™' Ty M = Ty M,
Vaexpg = dexpg o(K[Tg o TM) ™t Ty M = Tep(e) M.



Theorem 1.4.37. Sei & € {L?,H'}, B:= Py; (R, M),

&*TM := &(Py;(R,M)* TM) := Y &(s*TM) und ns: &*TM — B

sEB

die offensichtliche Projektion, F® := &(R,R") und

A= (Up, (eXPh)j'Qbh)he%”""(RM)'

wobei
¢, H' (D) x S(WTM) — 7g' (Un), (&) = (Vaexps(m))
ist. Dann ist das Quadrupel G* Ty := (&*TM, s, B, F®) via 2 ein Hilbert-Biindel. Weiterhin

; 1% _ =
gilt H 1ty = PL2(R,M):

Fiir einen Beweis dieses Theorems verweisen wir auf [Schg3, Appendix A, Thm. 11].
Als néchstes mochten wir die schwache Ableitung auf 73;,’5 (R, M) untersuchen.
Betrachte die dichte Teilmenge %75 (IR, M) C Py (R, M) und die Abbildung

d

T oy(R,M) = L¥*TM, ¢ ¢, (%)

wobei die Wohldefiniertheit des Bildes aus Lemma 1.4.20 folgt. Bevor wir versuchen
die obige Abbildung stetig auf 77;,’5 (R, M) fortzusetzen, berechnen wir die lokale
Darstellung von Abbildung (x).

Lemma 1.4.38. Sei h € €5y (R, M) und s € €(h*D). Dann gilt

d .
a7 Py s(t) =V expyp h(t) + Va expyp Vis(t).

Beweis. Sei s := "/ os. Dann gilt

d d “ . )
7 Py s(t) = a expyp (T hos(t)) = dexpy (8(t)n +8(t)o),

wobei §(t), fiir den Vertikal-Anteil und $(t); fiir den Horizontal-Anteil von §(t) steht;
vgl. Kommentar 1.3.65. Wir rechnen weiter

1

$(E)y = (d71[Ty( 4 (TM)) " 0 drry(py ($(H)) = (drt|Ty(ey (TM)) " n(t)
und
. -1 . -1
S(t)y = (K|Ts(t),v(TM)) OKs(t) (S(t)v) = (K‘Ts(t),v(TM)) Vt(?(t)
Damit folgt die Behauptung. O

86



Das Lemma 1.4.38 zeigt insbesondere, dass wir die Abbildung (*) auf ganz 73;,’5 (R, M)
erweitern konnen, ohne den Bildraum vergroéfiern zu miissen. Eine koordinatenfrei
Definition der schwachen Ableitung von 73,},’5 (R, M) lautet also, dass die schwache
Ableitung die eindeutig bestimmte stetige Erweiterung von Abbildung (x) ist.

Theorem 1.4.39. Sei X € X (M) ein glattes Vektorfeld mit X(x) = X(y) = 0. Dann ist die
Abbildung

F: Pyy(R,M) = L*(Pyy(R,M)*TM), ¢~ ¢+ Xoc € L*(c"TM),
ein glatter Schnitt in L**Tyy. Insbesondere ist die schwache Ableitung
Pir(R,M) = L*(Py;(R,M)*TM), ¢~ ¢ € L*(c"TM)
ein glatter Schnitt.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass der zweite Term ¢ — X o c glatt ist. Sei h € €y, (R, M),
so dass ¢ € U, d.h. es gibt ein 59 € H' (h*D) mit exp,, s = c. Dann gilt bzgl. der lokalen
Trivialisierung

fo: HY(h*D) — HY(h*D) x L2 (1*TM), s+ (Vaexp,) ' o X(exp,,s).
Betrachte nun die glatte Biindelabbildung

f: "D — h*'TM, v Vyexp, ! oX(exp, ).

f erfiillt die Voraussetzungen vom w-Lemma 1.4.34. Deswegen ist f, eine glatte Abbil-
dung.

Wir zeigen nun, dass der erste Term ¢ (die schwache Ableitung) eine glatte Abbildung
ist. Mit derselben Notation wie oben rechnet man:

(Vaexp,) H(Viexp, h+ Vaexp, Vis) = ((Vaexp,) ' o Viexp,) i+ Vis.

=:0(s)

Da die Abbildung s — Vs stetig und linear ist, ist sie automatisch Fréchet-glatt.
Ahnlich wie fiir f, kann man zeigen, dass die Abbildung s — ©(s) Fréchet-glatt ist.
Damit ist insbesondere s +— @(s) /i Fréchet-glatt. O

Korollar 1.4.40. Sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit, f: M — R eine Morse-
Funktion mit kritischen Punkten x,y € M. Dann ist die Abbildung

F: Py7(R,M) = L*TM, c+—c¢+gradfoc,
ein glatter Schnitt im Banach-Biindel L**TM. Bzgl. (Uy, (exp,); ", @) hat F die lokale
Darstellung
Fi¢ .= @), 0 Fo (exp,)«: H'(h*D) — H'(h*D) x L*(h*TM),
s+ @5l + Vis + (Vaexp,) ! ograd f oexp,,s,
wobei O := ((Vaexp,) ! o Vyexp,) ist.



Kommentar 1.4.41. Wir mochten in Abschnitt 2.2 zeigen, dass F eine Fredholm-Ab-
bildung ist. Deshalb berechnen wir jetzt dF°°. Dafiir mochten wir das w-Lemma
(Lemma 1.4.34) benutzen. Betrachte die Hilfsabbildung

g: =1, (tv)— Ouh(t)+ (V2 expv)*1 X 0 expy v
Die Faserableitung von g lautet

dog(t,v)w = (d@,w) hr(t) + (d((Vaexp,) ') w) X o expy ;) ¥

+ (Vaexp,) 1o dXexp;,(t) (0) © dexpy (0) w.

Man kann nun eine wichtige Eigenschaft von d,g aus der obigen Form ablesen. Es
gelten folgende Identitdten: d®y = 0, V2 exp(+00,0) = Ir, M, €XPy(1o) 0 = y/x und
dexpy, (0) =1, M-8 Wenn wir nun die Punkte (+o0,0) in die obige Formel einsetzen,
dann erhalten wir

dzg(:l:oo, O) = de/x = Hf(y/x),

d.h. die Endpunkte sind nicht-degeneriert, selbstadjungierte Endomorphismen. Wir
schreiben nun
F'c: HY(h*D) — L2(h* TM),

d.h. wir unterdriicken den FufSpunkt im Bildbereich. Wegen Satz 1.4.28 kénnen wir
fiir ein festes it € 675 (R, M) und s € H'(h*D) den beschrankten Operator d(F'o¢),
identifizieren mit der Abbildung

HY(R,R") — L*(R,R"), h— h+ A.h,

wobei A: R — Mat,(R) ein stetiger Weg in den Matrizen ist, so dass A« selbstadjun-
gierte, invertierbare Matrizen sind.

8Fiir einen Beweis der ersten beiden Identitit vgl. [Schgs].
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2. Der Trajektorienraum

Wir besitzen nun alle technischen Hilfsmittel um in den Ansédtzen eine Morse-Ho-
mologie zu entwickeln. Leider werden wir in dieser Arbeit aus Platzgriinden, nicht
den Kettenkomplex entwickeln kénnen. Stattdessen werden wir uns in diesem Kapitel
damit begniigen, dass wir den Trajektorienraum eines Morse-Gradienten-Vektorfeldes
in den Ansédtzen studieren. Wir werden zeigen, dass der Trajektorienraum die Struktur
einer endlich-dimensionalen Banach-Untermannigfaltigkeit tragt und werden seine
Dimension explizit berechnen.

2.1. Analytische Beschreibung des Trajektorienraums

Definition 2.1.1. Sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit und f € (M, R).

Wir nennen p € M einen kritischen Punkt von f, falls df, = 0 ist. Fiir einen
kritischen Punkt p ist die Hessesche von f wohldefiniert. Sie ist durch die symmetrische
Bilinearform

He(p): TyM x T,M, (&) = &p(7(f))

gegeben, wobei ¢, 7 Vektorfelder mit ¢, = ¢ und 7, = 7 sind. Wir nennen einen
kritischen Punkt nicht-degeneriert, falls die Hessesche in diesen Punkt nicht ausgeartet
ist.

Fiir eine Karte ¢ = (xl,. ..,X") um einen nicht-degenerierten kritischen Punkt

bezeichne o (( aiizaij )) das Spektrum der Hesse-Matrix von f o ¢ 1. Wir definieren den

Morse-Index von f in p als die nattirliche Zahl

2
p) =1 (o(oL ) N x e R 2 < 0)).

Wir nennen f: M — R eine Morse-Funktion, falls alle kritischen Punkte von f nicht-
degeneriert sind. Wir nennen eine Morse-Funktion koerziv, falls fiir alle 2 € R das
,Sublevel” f~1((—oo,a]) kompakt ist.

Kommentar 2.1.2. Fiir eine riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) ist die (riemannsche)
Hessesche einer glatten Funktion f: M — R nattirlichen in allen Punkten definiert. Sie
ist gegeben durch das (0,2)-Tensorfeld V?f = V(df). In einer Karte ¢ = (x!,...,x")

gilt df = %dxi und damit rechnet man leicht nach, dass die lokale Darstellung

V=¥ (5507) = (550~ ett)ox oo g



lautet. Wenn wir in die obige Formel einen kritischen Punkt p € M einsetzen, erkennt

man, dass V2f(p) nicht von der Metrik g sondern nur von der Matrix ( aigj) abhangt.
Kommentar 2.1.3. Sei f: M — R eine Morse-Funktion und p € M ein kritischer
Punkt von f. Wir kldren kurz, wieso der Morse-Index i(p) wohldefiniert ist. Sei
¢ = (x!,...,x") eine Karte um p und sei

)

02 f

¢ -
Hip):= <8xiaxf

Da H}P( p) eine symmetrische Matrix ist, existiert nach dem Spektralsatz der linearen

Algebra eine orthogonale Matrix U, so dass

_/\1

‘UH{ (p)U = o

Akl
)\‘Tl

Diagonalgestalt hat. Nach Definition gilt u(p) = k. Betrachte nun H}o(p) als eine

Bilinearform auf R". Sei I~ die maximale Dimension aller Unterrdume von R", wo

H}o( p) negativ definit ist. Der Trégheitssatz von Sylvester aus der linearen Algebra sagt

aus, dass die Zahl I~ eine Invariante der Bilinearform ist. D.h. wenn wir eine Matrix

U € GL,, R nehmen und ij(p) bzgl. dieser neuen Basis transformieren, also die Matrix
‘UH] (p)U

betrachten, dann dndert sich die Zahl I~ nicht. Damit ist klar, dass I~ = k gelten muss.

Sei nun ¢ eine weitere Karte um p. Mithilfe von Gleichung (*) aus Kommentar 2.1.2
sieht man, dass sich die Hessesche im Punkt p wie folgt transformiert:

H}P(p) = t]ac(l[) o (P_l)go(p)H}P(p) Jac(yo (P_l)q)(p)'

Wir haben also im Punkt p das Transformationsverhalten einer Bilinearform. Der
Tragheitssatz von Sylvester liefert somit die Wohldefiniertheit des Morse-Index (p).

Definition 2.1.4. Sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit mit koerziver Morse-
Funktion f: M — R und kritischen Punkten x,y € M.

Wir nennen eine Kurve c: R — M ein Instanton zwischen x,y, falls ¢ eine Inte-
gralkurve von — grad f ist und ¢ die Konvergenzbedingung lim;_,_« c(t) = x bzw.
lim; o0 c(t) = y erfiillt.

Die Menge aller Instantone zwischen x, y bezeichnen wir mit /\/l{;y und nenne sie
den Trajektorienraum.
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Kommentar 2.1.5. Im Vorwort wurden der Begriff Instanton und Trajektorienraum
anhand von Beispielen illustriert.

Prinzipiell kénnte man Instantone von nicht-koerziven Morse-Funktionen definieren.
Wenn M aber nicht kompakt ist, dann ist fiir die Integralkurven von — grad f fiir eine
nicht-koerzive Morse-Funktionen f nicht klar, ob sie fiir alle Zeiten existiert.

Wir erinnern daran, dass in Theorem 1.4.39 gezeigt wurde, dass die Abbildung

E: P;f;(ﬁ, M) — L¥*TM, c+ ¢+gradfoc. (D)

ein glatter Schnitt in dem Banach-Biindel L*TM ist.

Proposition 2.1.6. Sei F wie in (/) definiert und sei ¢ € P;jﬁ(ﬁ,M) mit F(c) = 0 €
L2(c*TM). Dann gilt ¢ € €75 (R, M).

Kommentar 2.1.7. Proposition 2.1.6 ist eine Regularitits-Aussage: Wenn eine stetige
Kurve ¢: R — M die ODE (%) (im schwachen Sinne) auf ganz R erfiillt, dann ist ¢
bereits glatt. Der Beweis dafiir ist mehr oder weniger trivial. Fiir das entsprechende
Resultat in der Floer-Homologie nutzt man aus, dass der dort auftretende Operator
elliptisch ist.

Beweis von Proposition 2.1.6. Wir zeigen {iiber vollstindige Induktion: Vk € INj ist
¢: R — ¢*TM ein €*-Schnitt. Damit folgt die Behauptung. Induktionsanfang: Aus
F(c) =0 folgt Vt € R
¢(t) = —grad foc(t).

Da c stetig und grad f glatt ist, ist grad f o c stetig. Damit ist ¢ stetig.

Induktionsschluss: Angenommen ¢ ist ein €*~1-Schnitt. Dann ist ¢ eine ¢’*-Abbildung.
Damit ist grad f o ¢ ein €*-Schnitt. Genau wie oben schlieit man, dass ¢ ein €*-Kurve
ist. ]

Bevor wir fortfahren, zeigen wir im nédchsten Lemma, dass sich Instantone einen
kritischen Punkt exponentiell (in der Zeit) schnell ndhern.

Lemma 2.1.8. Sei U = U(0) C, R", X € €Y (U,R") ein Vektorfeld mit O als nicht-
degeneriertem kritischem Punkt, d.h. Xo = 0 und dXo symmetrisch und reguliir. Weiter sei s
eine Integralkurve von X, d.h. s = X, mit der zusitzlichen Eigenschaft

lim s(t) = 0. ()

t—r00
Dann existieren Konstanten € = ¢(X) > 0, c = ¢(s) > 0 und ty = to(s) € R, so dass folgende
Ungleichung erfiillt ist

Is(t)| <c-e  fiirallet > to. (s % %)
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Beweis. Es bezeichne (., .) das Standard-Skalarprodukt auf R”, |.| die induzierte

Norm und || . || die induzierte Operatornorm auf Mat, R. Betrachte die Funktion
s(HF 1
w(t) = POE _ i), s000)

Hilfsrechnung: Fiir alle ¢ > 0 existiert ein fyp = fo(¢) € R, so dass fiir alle t > ¢, gilt
i(t) > [dXos(t)|* —els(t)[*
Beweis der Hilfsrechnung. Fiir s gilt $(¢) = X,(;) und damit

3} d .
5(t) = 3 Xs) = dXsn3(f) = d Xy Xs(o)-

Damit konnen wir explizit & und & berechnen:
i(t) = (Xgp),8(t)) und  a@(t) = (X X, (1)) + [ Xse >
Wir kommen nun zu der wesentlichen Rechnung:
i(t) > (dXg Xs(r),5(t))
= <(dXs(t) —dXp+ dXo)Xs(t) + (—dX()dXo + dXodXo)S(t),S(t)>
= <(dXs(t) — dXo)Xs(t),S(t)> + <C1X0(Xs(t) — dX()S(t)),S(t)> + <(dX0)2S(t), S(t)>
Jetzt kann man die ersten beiden Terme mit der Cauchy-Schwarz Ungleichung und der

Operatornorm Ungleichung nach unten abschétzen. Fiir den letzten Term benutzt man
einfach die Symmetrie von dXj.

> = [|dX) — dXoll - [ X5 | - 1s(8)] = [dXoll - [ X0y — dXos(£)] - [s(£)] + [dXos(H)[,

Wenn wir den ersten und zweiten Term nach unten gegen —5|s(t)| abschitzen konnen,
ist der Beweis fertig. Die Argumentation funktioniert so: Fiir den ersten Term benutzt
man, dass dX: U — L(R",R") stetig in 0 und X stetig in 0 (mit Xp = 0) ist. Wegen der
Eigenschaft (xx) finden wir ein t) = ty(¢) > 0, so dass Vt > tg

£
HdXs(t) - dXOH ’ ‘Xs(t)’ < 2"

Mit den zweiten Term verfihrt man dhnlich wobei man hier ausnutzt, dass X in
0 differenzierbar ist und Xy = 0 ist. fp wird natiirlich so grofs gewihlt, dass beide
Abschdtzungen gleichzeitig erfiillt sind. O

Wir kehren zum Beweis von Lemma 2.1.8 zurtick. Setze

Ve = inf |dXoo|.
vesr-1
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Da d X, reguldr ist, folgt y/c > 0. Aus der Hilfsrechnung folgern wir
i(t) > |dXos(t)|* —els(t)]* > (c —)Is()]*
Setzen wir & = 7, so folgt insbesondere
i(t) > %]s(t)|2 —c-a(t) firallet > f. (0)
Wir definieren
ag(t) := a(t)e V) und  A(t) := a(t) — ao(t).
Wir rechnen nach, dass sich fiir A die Ungleichung (<>) vererbt:
A(t) = &(t) — ao(t) = &(t) — cao(t) > ca(t) — cap(t).
D.h. es gilt
A(t) > cA(t) fiir alle t > tg ()
Behauptung: A(t) nimmt fir alle t > #; keine positive Werte an. Angenommen es
gibe ein t' > tp mit A(#') > 0. Dann hat A wegen A(tp) = 0 und lim_,c A(t) = 0 ein
positives Maximum f. Das impliziert aber A(f) < 0 was Ungleichung ({><») widerspricht.
Es muss also A(t) < 0 sein und damit folgt

a(t) < a(to)e Vet=t)  fiir alle t > t. O

Satz 2.1.9. Sei F wie in (A) definiert und sei c: R — M eine glatte Kurve, die folgende zwei
Bedingungen erfiille:

(i) c ist eine Integralkurve des Gradienten-Vektorfeldes von f, d.h. c lost die ODE

¢(t) = —grad foc(t) firallet e R; (%)

(ii) c erfiillt die Konvergenz-Bedingungen lim;_, o c(t) = x und lim; ;o c(t) = y.

Dann ist die (kanonische) Fortsetzung ¢: R — M eine glatte Abbildung.

Kommentar 2.1.10. Anders ausgedriickt, ist der Inhalt von Satz 2.1.9 die Gleichung

Wir werden in Kapitel 2.3 darauf eingehen, wie Mf;y mithilfe von F die Struktur einer
endlich-dimensionalen Banach-Untermannigfaltigkeit erhalt.
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Beweis (von Satz 2.1.9). Die Konvergenz-Bedingung lim;_,+« ¢(f) = y/x impliziert,
dass ¢ € 6y, (R, M) ist. Wir zeigen, dass ¢ € %, (R, M) ist. Mit dem Regularititsargu-
ment aus Proposition 2.1.6 folgt dann, dass ¢ € €7, (R, M) ist. Es gilt

cet,(RM) & &:=coh' e, (-1,1,M).
Fiir t € R rechnet man leicht nach, dass

Coh(t) =c(t) - h(lt) = ¢(t) - (1+2)%?

gilt. Wenn wir zeigen, dass

VAN 213/2
Jim é(t)- (14 )72 = 0 ®
gilt, dann folgt daraus die Stetigkeit von & in 41, d.h. ¢ ist dann eine ¢"!-Kurve (was
den Beweis abschliefit). Betrachte den Fall t — +o0. Sei (U, ¢) eine zentrierte Karte um
y und sei (TU, d¢) die induzierte Biindel-Karte im Tangentialbiindel. Setze

X := prgsodgo (—grad f)o @ ': (U) — R".

Das Vektorfeld X und die Integralkurve s := ¢ o ¢, wobei man c geeignet einschran-
ken muss, erfiillen die Voraussetzungen von Lemma 2.1.8. Es gilt also die Unglei-
chung (x * *) fiir s. Wenn wir zeigen konnen, dass die Ungleichung (x * *) fiir $ gilt,
dann folgt Gleichung (#). Da s eine Integralkurve ist, gilt $ = X os. Da X in 0 Lipschitz-
stetig ist (sagen wir mit Lipschitz-Konstante L > 0), gilt

d
550 = IXos| < Llsll < c-e7,

wobei t gro genug sein muss. Das zeigt ¢(t) — 0. Der Fall + — —oo ergibt sich aus
Symmetriegriinden. O

2.2. Fredholm Abbildungen und relativer Morse-Index

In diesen Abschnitt mochten wir zeigen, dass F aus (A) eine Fredholm-Abbildung ist,
d.h. wir werden zeigen, dass dF ein Fredholm-Operator ist. Auflerdem werden wir den
Fredholm-Index von dF mit dem relativen Morse-Index in Verbindung setzen.

I. Ein Fredholm-Operator auf dem trivialen Blindel

Fiir diesen Abschnitt sei H? := H!(R, R") mit der Norm || .|, L? := L?(R, R") mit
der Norm ||. |op und (., .) das Standard-Skalarprodukt auf R".
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Definition 2.2.1. Wir setzen
S:={A € GL, R | A ist selbstadjungiert}
und
A:={Ac ¢ (R Mat,R) | A1 € S}.

Fir A € S definieren
u(A) == (c(A) N (=e0,0)),

wobei 0(A) das (endliche) Spektrum von A bezeichnet. Wir nennen y(A) den Morse-
Index von A. Fiir A € A nennt man die Zahl y(A_«) — #(A+) den relativen Morse-
Index von A."

Kommentar 2.2.2. A ist kein Vektorraum, sondern eine offene Teilmenge von
A:={Ac ¥ (R Mat,R) | Ay := A(d+o) € S},

wobei S := {A € Mat, R | A ist selbstadjungiert} sei. Das sieht man wie folgt: Aus-
werten an einem Punkt f;: A — Mat, R, A — A, ist ein stetiger Operator. Weiterhin
gilt

A = (detofie) L(R\0)N (detof o) (R \0),

was zeigt, dass A offen in A ist.

Kommentar 2.2.3. Wir erinnern an Kommentar 1.4.41. Dort haben wir gezeigt, dass
wir den beschrénkten Operator d(F!°¢); mit einem Operator

Fa: HY(R,R") — L*(R,R"), s+ 35+ A,s,

identifizieren konnen. Hier ist A € A mit (A.s)(f) := As(t). Fiur den Rest dieses
Abschnittes bezeichne F4 den obigen Operator. Es ist klar, dass F4 € L(H'?,L?) ist.
Weiterhin ist es klar, dass der relative Morse-Index :(A) mit den relativen Morse-
Index von f zwischen x,y tibereinstimmt, d.i. die Zahl pu(x) — u(y) (x,y waren in
Kommentar 1.4.41 fest gewéhlt).

Das Ziel dieses Abschnittes ist das nichste

Theorem 2.2.4. Sei A € A beliebig. Dann ist F4 ein Fredholm Operator und der Fredholm-
Index Fy ist der relative Morse-Index von A, d.h. es gilt

indexFy = p(A_w) — p(Aiw)-

'In der Literatur bezeichnet man die ganze Zahl (A+e) — 1(A—w) als den Spektralfluss von A. Er
zahlt wie viele Eigenwerte am Schluss zu den negativen Eigenwerten hinzugekommen bzw. wie viele
abgewandert sind.
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Dieses Theorem werden wir in mehreren Etappen beweisen. Den endgiiltigen Beweis
bringen wir erst im ndchsten Abschnitt. Wir zeigen zuerst den folgenden

Satz 2.2.5. Sei A € A beliebig, dann ist F4 ein Fredholm Operator.

Wir erinnern an den Begriff Semi-Fredholm Operator (vgl. Definition 1.1.46) und an
das Semi-Fredholm Lemma (vgl. Lemma 1.1.53).

Lemma 2.2.6. Sei A € A beliebig, dann ist der Operator F5: H'? — L? ein Semi-Fredholm
Operator.

Setzt man das Lemma 2.2.6 voraus, dann ist der Beweis von 2.2.5 nicht schwierig.

Beweis (von Satz 2.2.5). Wegen 2.2.6 reicht es zu zeigen, dass dim coker F4 < oo ist.
Da L? ein Hilberraum ist, gilt die Isomorphie

coker F4 = (ImF4)™t.
Es reicht also zu zeigen, dass Im F j endlich-dimensional ist. Dafiir zeigen wir, dass
(ImF4)t CkerF_iy
ist. Mit Lemma 2.2.6 folgt dann die Behauptung. Sei r € (Im F4)* beliebig. Dann gilt
(r,s+ As)op =0, furalles e HY2.
Insbesondere gilt dann fiir alle ¢ € 4;°(R,R"), die Gleichung
(r, @)o2 = —("Ar, @)op.
D.h. es gilt sogar r € H? und die schwache Ableitung von r lautet ‘Ar. Damit gilt
i—fAr=0,

d.h. r € ker F_:4. Damit folgt die Behauptung. O

Korollar 2.2.7. Fiir A € A gilt sogar

coker Fy = ker F_:4.

Beweis von Korollar 2.2.7. Wegen des obigen Beweises muss man nur noch
(ImF4)t DkerF iy

zeigen. Sei r € kerF_ 1. Dann gilt ¥ = 'A. Wegen der Definition der schwachen
Ableitung gilt fiir alle ¢ € €;°(R,R")

(r, Yoo = —("Ar, @)o2 &  (r,Fagp)or = 0.



Es ist ¢§°(R,R") eine dichte Teilmenge von H?(R,R") und da F, ein beschrankter
Operator ist, ist
F(F (R RY) € F(H')
eine dichte Teilmenge. Damit gilt fiir alle s € H'2
(r,Fas)o2 =0,

was die Behauptung zeigt. O

Kommentar 2.2.8. Bevor wir Lemma 2.2.6 beweisen, bemerken wir, dass die Aussage
dim(ker F4) < oo

einfach zu zeigen ist. Beachte dazu, dass s € ker F4 genau dann, wenn s € H 1 (R,R")
und die ODE

16st. Bekanntermafien ist der Losungsraum der obigen ODE ein Vektorraum mit Di-
mension n. Damit ist ker F4 ein Untervektorraum eines n-dimensionalen Vektorraums,
also insbesondere endlich-dimensional.

Die Schwierigkeit beim Beweis von Lemma 2.2.6 liegt darin zu zeigen, dass Im F,
abgeschlossen ist. Dafiir werden wir das Semi-Fredholm-Lemma (Lemma 1.1.53) benut-
zen.

Beweis (von Lemma 2.2.6). Wir unterteilen den Beweis in drei Schritte.
1.Schritt: Sei A € A eine konstante Abbildung von R nach S. Dann gibt es ein
c=c(A) > 0,so dass

lslli2 < c||[Fas|lop fur alles € H.

Beweis von Schritt 1. Wir zeigen eine stirkere Aussage. Betrachte Hénz = H2(R,C"),
Lg = L*(R,C") und
F: A— L(HZ, L&), A~ Fa.

Im Anhang A.3 haben wir ausgefiihrt, wie man das Skalarprodukt von H'? bzw. L2
auf den Raum H}:’E bzw. Lén erweitern kann. Wir zeigen nun die Aussage fiir dieses
,vergrofSerte” F. Sei F': 12, — Lén die Fourier-Plancherel Transformation (d.i. die
isometrische Erweiterung der Fourier Transformation, die auf den Schwartz Raum
eingeschrankt worden ist; vgl. [Weroy, V.2]). F ist eine Isometrie, d.h. sie erfiillt || Fs| =
||s||. Weiterhin ist bekannt, dass F die Gleichung

F(s) =itF(s), firallese€ HE

erfullt, wobei t hier die Identitit ¢t — t bezeichne (vgl. [Weror, V.2.11]). Da A konstant
und F linear ist, gilt auch die Identitdt F(As) = AF(s). Damit erhélt man

Fo=F (it+ A)F.
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Wir fithren zuerst eine formale Rechnung durch und rechtfertigen sie anschliefSend:

Isli2 = IFsll52 = (1+ )1 Fsllf, = (1 + )2 5|5,
= |F '@+ 2)Y2(it+ A) T TFF it 4+ A) Fs|§,
< Fa+R)2 6+ A)TF MIF it + A) Fs|l§2 < cl|Fasll5a-

1,2
ch rL(Z:n

Wir miissen rechtfertigen, dass (it + A) ! existiert und c? angeben. Sei t € R fest. Es ist
leicht zu sehen, dass der Operator (it + A): C" — C" ein Inverses besitzt, denn wegen
A € S gilt fiir das Spektrum

0 ¢ it +0(A) = o(it + A),

also liegt 0 in der Resolventenmenge von (it + A), d.h. ker(it + A) = 0. Sei Ay :=
min|o(A)|. Es gilt

1 1
lGt+A) Y= sup A= sup =

Aeo(it+A) reGit+o(a)) 1Al \//w .

Damit erhalten wir aber sofort

- 1+#2 1
1+ 220+ A) Y pyenen < 45— < —,1) =
0+ 22+ A)Myenen < |57 Smax(70:1) =i

wobei man die letzte Ungleichung durch eine Fallunterscheidung (Ag < 1 bzw. Ag > 1)
erhalt. Da c nicht von t abhédngt, folgt die Behauptung. ]

2.Schritt: Sei A € A beliebig. Dann gibtesein T = T(A) > 0 und einc = ¢(T) > 0,
so dass gilt:

HSHLZ < CHFASHO,Z fur alle s € Hl’2 mit S|[—T, T] =0.
Beweis von Schritt 2. Wegen Schritt 1, konnen wir
¢ :=max{c(Atw), c(A_)}

setzen und es gilt
||S||1,2 < CHFAinHO,Z fir alle s € H'.
Wegen der Stetigkeit von A existiert fiir alle e > 0 ein T = T(e) > 0 mit

|A_w — At|| < e fiirallet < —T und
|Ate — At]] < e furallet > T.



Wihle e < 1. Seis € H? mit s|[—T, T] = 0. Es gilt dann

Isll12 = [11(—eo,—)Sll12 + [[1(7,100)5 |12
< c(I1(—oo—1)Fa_u5llo2 + 117,00 FarnSllo2)
< (I (—eo,—1)(Fa_o = Ea) I (en2,02) 1 1(—o0,—1) 81102 + [|1(—co,— 1) Fas |
117, 400) (Fa e — Ea)lL(m22,12) 117, 4.00)8 1102 + 1 1(7,400) FaS l0,2)

< ce|lsll2 + cl[Faslloa-

Damit folgt aber
Is[l12 < 71 ——||Faslfo,- O
3.Schritt: Wir zeigen jetzt, dass F die Voraussetzungen von Lemma 1.1.53 erfiillt.
Wir wihlen zu A ein T = T(A) > 0 und konstruieren eine Abschneidefunktion
A€ 65°(R,[0,1]) mit

A[—T,T] =1 und /\R\[—T—I,T-l-l] =0.

Sei s € H? beliebig. Der Trick ist jetzt Schritt 2 auf (1 — A)s anzuwenden und As direkt
abzuschitzen. Man kann ausrechnen, dass die Gleichung |- i d(As) +V2A.A8)2 >0
dquivalent ist zu

d 2 _1d 2
1. * > Sl - * 2
‘dt(/\s)+A /\s‘ > 5 dt(/\s)’ |Ax(As)]

und mit ¢; := max;c_7_1,711 [ A:]| folgt

T+1 )
/ ‘dt Js(t)+AADs()|
T+ 2 T+1
/ ‘dt t))‘ dt — 1 /—T—1M(t)s(t)|2dt'

Durch leichtes Nachrechnen erhilt man ein ¢; = cp(¢1) > 0, so dass

T+1 d 2 T+1
]|As||%2:/ (1sP + 5, 49)] )dtgcg/ (IAsP? + [Fads[?)dt
’ ~T—1 dt ~T—1
= 3 (|IAsll52 + IFa(As) I3 2)
gilt. Damit folgt
1Asll12 < c2(lIAslloz + IFa(As)llo2) = c2(lIAslloz + 1 Asllo2 + AllFaslloz)-
Weiterhin gibt es nach dem 2.Schritt ein ¢3 = ¢3(T) > 0 mit

2.Schritt .
[(1=A)sll12 < callFa(l = A)slloz < c3((1 — A)[[Faslloz + [ As]loz2).
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Zusammen erhilt man

lIsll1,2 < [[As]l12 + [[(1 = A)s]|12
< c4(||Asllo2 + 1 Asllo2 + [|Faslloz),

fiir ein geeignetes ¢4 = c4(c3,c2) > 0. Man kann eine Folge (A,) C €°(R,[0,1])

von Abschneidefunktionen konstruieren die gegen die charakteristische Funktion
L(_1_1,7+41) konvergiert und ein passendes ¢ = c(c4) > 0 finden, so dass

Islli2 < c(lIsll2(—1—1,7+1)r") + I Faslloz2),
gilt. Wir schlieflen den Beweis ab, indem wir zeigen, dass
HY? 5 L*((-T-1,T+1),R"), s—s|(-T—1,T+1)
ein kompakter Operator ist. Die Einschrankung
H'Y? - H2((-T-1,T+1),R"), s~s|(-T—-1,T+1)
ist ein beschrdnkter Operator. Die Inklusion
HY((-T-1,T+1),R") < L*((-T-1,T+1),R")
ist wegen den Einbettungssatz von Rellich (Satz 1.4.7) ein kompakter Operator ist. Nach

Satz 1.1.52 (iii) ist die Komposition eines beschriankten Operators mit einen kompakten
Operator wieder ein kompakter Operator. Das zeigt die Behauptung. O

Il. Berechnung eines Fredholm-Index

Fiir diesen Abschnitt sei (H'2, ||.l12), (L% ]-]lo2), A € A und F4 wie im letzten
Abschnitt.

Definition 2.2.9. Wir setzen
Y :=F(A) = {Fs € L(H'?1?) | Ac A} C F(H, 1?)
und fiir F4 € X definieren wir
O, :={Fp € 2| B1too = Asoo}-
Weiterhin definieren wir die Abbildung

F: A%, A — Fyu.
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Kommentar 2.2.10. Die Abbildung F ist stetig, denn fiir A,B € Aund s € H?2 rechnet
man:
|(Fa — Fp)sllop < ||A—B

w0 ®Mat, R)|[Sllo2 < [[A =B - [[s][1,2-

Das impliziert die gewiinschte Ungleichung
[Fa = FellL(m2,2) < 1A = Bllgo® Mat, R)-
Lemma 2.2.11. Sei A € A fest. Es gelten folgende Aussagen:
(i) Die Menge {B € A | B+ = A} ist konvex.
(ii) Sei B € A mit By = A.. Dann gilt
index(F4) = index(Fg),

d.h. der Index von F4 hingt nur von den Endpunkten von A ab.

Beweis. Zu (i): Sei B € A mit By = A.. Fiir die Konvex-Linearkombination A A + (1 —
A)B gilt
()\A + (1 — )\)B)i = ANA4 + (1 - )\)Bi = Ay,

was die Behauptung zeigt.

Zu (ii): Da jede konvexe Teilmenge insbesondere wegzusammenhingend ist und die
Abbildungen F: A — ¥ und index: F(H'?,[?) — Z stetig sind (vgl. Kommentar 2.2.10
und Satz 1.1.55), folgt die Behauptung. O

Kommentar 2.2.12. Fir A, B € A mit A4 = B4 gilti.Allg.
ker(Fp) # ker(Fn),

aber der Index der Fredholm-Operatoren bleibt gleich.

Um eine kohérente Orientierung definieren zu konnen (was in dieser Arbeit nicht
gemacht wird) benétigt man eine starkere Aussage tiber die Topologie von ®f,. Das
ndchste Lemma ist fiir das Verstdndnis von Theorem 2.2.4 nicht notig und kann
iibersprungen werden.

Lemma 2.2.13. Sei F € X beliebig. Die Menge Or ist in Y. zusammenziehbar, wenn wir ¥ mit
der Spur-Topologie von L(H'?, L?) versehen. Insbesondere ist @ wegzusammenhingend.

Beweis. Wir folgend den Gedanken in [Schg3].

Sei Fyr € ¥ mit A’ € A, beliebig aber fest und setze © := O - FUr F4 € © mit
A € Aist A; € Mat, R und wir setzen, wobei wir die Notation etwas iiberlasten,
A:0,1] = A A(t) = (1 —1)A+ 1A', d.h. es soll gelten

A(t)r=(1—-1)Ar + TA, € Mat, R.
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Man beachte, dass A(7)+ = (1 —1)A+ + 1A} = A, dh. Fy;) € O fiir alle T. Wir
definieren eine ,lineare” Homotopie F zwischen F und F4

F: [0,1] X0 — 0, F(T,FA) :FA(T)’

Es ist F(0,F4a) = F4 und F(1,F4) = Fa,. Es fehlt nur noch die Stetigkeit von F. Sei
(Tw, Fpy) — (T,Fa). Zu zeigen ist Fpm(s,) = Fa(r)- Angenommen F ist nicht stetig.
Unter Beibehaltung der alten Bezeichnung gibt es eine Teilfolge fiir die gilt

HFA(T) - FA(n)(Tn) HL(HM,LZ) >e>0.

Nach Definition der Operatornorm gibt es eine Folge (uy)yen € HY? mit ||uy]j12 = 1
und
[(A(T) = A () )utull g, > &.

Die nachfolgende Rechnung erzeugt einen Widerspruch:

I(A(T) = A (@), = (1= 1) A+ TA Yy — (1 = 7) A + 1 A Y|
< 1A = A || + (T = ) A
01 — ) At | + 17 ( A — A || = 0. 0

Lemma 2.2.14. Sei A € A. Es existieren dann D € A von der Form

N0
Dt - .. ’
0 A

so dass die stetigen Abbildungen A;(t) fiir |t| > 1 konstant sind. Weiterhin gilt in den

Endpunkten £oo
Af 0
Dicw =Dy := < >,
0 A

wobei D+ Normalformen von A sind, so dass die Aft nach ,dem Vorzeichen” geordnet sind,
d.h. sgn )\ii > sgn /\il fiiri=1,...,n— 1. Der Index dieses D lautet

index Fp = index F4.

Beweis. Da A selbstadjungiert sind, existierten C+ € GL, R mit

(M
CLALCy' = o =D,. (%)
A

Wir behaupten, dass man C+ so wéhlen kann, dass

(i) die Aii nach ,dem Vorzeichen” geordnet sind und
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(ii) detC+ > 0 ist, d.h. C4 sollen in derselben Wegzusammenhangs-Komponente
GLI R := det™! R-oNGL,; R von GL; R liegen.

Um Bedingung (i) zu erfiillen, kann man die Spalten von C so vertauschen, dass man
die gewiinschte Anordnung in D.. erhilt. Falls nun die Bedingung (ii) verletzt ist, d.h.
es gilt detC+ < 0, dann multipliziert man die erste Spalte von C+ mit (—1). Die neue
Matrix erfiillt dann die Bedingungen (i) und (ii).

Wegen (ii) kann man eine glatte Kurve C € ¢'* (R,GL, R) mit der Eigenschaft

C. firt>1
cHy =4+ "=
C_. furt<1

konstruieren. Man sieht sofort, dass die induzierten Operatoren
C.: H? — HY bzw. C.:L*—L?
Isomorphismen sind. Mithilfe der Index-Regel (vgl. Satz 1.1.55) sieht man, dass
index C*FAC;1 = index F4,

ist. Eine einfache Rechnung liefert

_ d _
(C.EACS) () () = G - (E + At)Ct Ls(t)
d
= Cta(C;l)s(t) + CiCls(t) + CrAC Ts(t)
T
d d, _
= (a +Cta(ct ) +CGAC 1)5(t) = (Fc%(cfl)Jrc:AcflS)(t)-

Fiir |t| > 1 haben wir ;(C~!)(#) = 0 und wegen () erhalten an den Punkten =+co die
Diagonalmatrizen

(c%(c”) + cAc*)i =Dy.

L. Allg. konnen wir nicht davon ausgehen, dass die Matrix (C% (C"YH+CAC ~1) fiir alle
t € R eine Diagonalgestalt hat. Wir finden aber sicherlich einen stetigen Matrizen-Weg

Ar(t) 0
D S ./4, Dt = s
0 Au(t)

so dass alle A;(t) fir |t| > 1 konstant sind und so dass D1, = Dy gilt. Wegen
Lemma 2.2.11 gilt dann

index(FC%(C,l)JrCAc,l) = index Fp. O
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Beweis von Theorem 2.2.4. Nach Satz 2.2.5 ist F4 ein Fredholm Operator. Wir miissen
also nur noch den Index von F4 berechnen. Dafiir konnen wir nach Lemma 2.2.14
annehmen, dass A = D ist, d.h. A ist von der Gestalt

M(t)
At = '..
An(t)

wobei A;(t) = Aii fir |t > 1 und die )\l-i nach ,dem Vorzeichen” geordnet sind, d.h. es
soll gelten

sgn)\stgn/\il Vi=1,...,n—1 (%)

Wir berechnen nun dim(ker F4). Sei s € ker F4 C H'? mit s = (sq,...,s,). s lost die
(entkoppelte) ODE

$(t) = —Ap-s(t), bzw. si(t) =—Ai(t)-si(t) Vi=1,...,n.

Damit ist s automatisch eine ¢!-Kurve. Fiir [t| > 1 kann man die Losung explizit durch
Integration berechnen:

si(t) =cre Mt Vi=1,...,nVt>1,

1

si(t) =c;e ™t Vi=1,...,nVt< 1,

mit geeigneten Konstanten ¢~ € R. Die Eindeutigkeit der Losung liefert, dass ¢;” =
0 < c; =0ist. Aus s € L? folgen nun die Aussagen:

(a) AussgnA <0 folgt ¢ =0.
(b) AussgnA; > 0 folgt c; = 0.

Aussage (a) zeigt man so: Angenommen c;” # 0, dann miisste s;(f) — 0 fiir t — oo,
da s; € L?(R) ist. In der obigen (expliziten) Formel fiir s;(t) sieht man aber, dass
exp(—A;'t) fiir + — oo nicht gegen 0 konvergiert. Analog zeigt man die Aussage (b).

Wir weisen nochmal darauf hin, dass fiir allei = 1, ..., n die Ungleichung sgn /\Z.jE #0
gilt, da A+ nicht singulédr sind. Wegen den Ungleichungen (x) gibt es zwei eindeutig
bestimmte i, i, € {1,...,n} mit

A = diag()\;,...,/\i;,)\igﬂ,...,/\;), Al = diag()\f,...,A;lr,)\iﬁl,...,)\j).
N————
sgn>0 sgn<0 sgn>0 sgn<0

Also miissen i, i1 folgende explizite Formeln erfiillen:

ig = ﬂ(O'(Af) ﬁ]R>0) =n— ]/I(Af)
i1 = ﬁ(O'(Al) ﬁlR>0) =n-— ;M(A+)
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Wir wollen nun die Freiheitsgrade von s € ker F4 bestimmten. Wegen (b) und (a) gilt
ci=0furj=1,...,jound j =13 +1,...,n Fallsip > i; + 1 ist, dann muss ker F4 = 0
sein. Falls ip < 71 + 1 ist, gilt

8j o <j<in+1}=ip —ip=pu(A-) — u(Ay),

d.h. es gilt
dimker F4 = max(u(A-) — u(A4),0).

Weiterhin gilt nach Korollar 2.2.7, dass

dim coker F4 = dimker F_1;, = max(u(—'A_) — u(—'A;),0)
— max(4(A ) — p(A),0).

Eine einfache Fallunterscheidung liefert nun die Behauptung. O

lll. Eine Fredholm-Abbildung

Definition 2.2.15. Sei " ein glattes Vektorbiindel iiber R mit riemannscher Metrik g
und kovarianter Ableitung V bzw. V;. Sei A € I'yo(R,End({)), so dass At := A
nicht-degeneriert und selbstadjungiert sind. Definiere

Fa: H'(Z) = L*(8), Fas:=Vis+ Ass
und setze

Yev = {Fa| A €Ty (R End(¢)) und A nicht-deg. und selbstadj. }.
Wegen des ¢: ¢ — R x R” aus Satz 1.4.28 ergibt sich Theorem 2.2.4 fiir ¢ sofort als

Korollar 2.2.16. Sei F5 € Xz v beliebig. Dann ist F4 ein Fredholm Operator mit Index

indexFy = u(A-) — u(Ay).

Wegen Kommentar 1.4.41 und dem obigen Korollar erhalten wir weiterhin das
néchste

Korollar 2.2.17. Sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit, f: M — R eine Morse-
Funktion und sei

F: P;:;(E,M) — L¥*TM, cw>¢+gradfoc.

Es ist dann F eine glatte Fredholm-Abbildung. Der Index ist unabhingig vom Punkt s €
Pry(R, M) und lautet
index F = p(x) — p(y)-
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Abbildung 2.1.: Zur Transversalitat

2.3. Transversalitat

In diesen Abschnitt erhalten wir das Ergebnis, dass der Trajektorienraum fiir fast alle
Metriken g die Struktur einer endlich-dimensionalen Hilbert-Untermannigfaltigkeit
tragt. Wir haben ,fast alle” gesagt, da dies nicht fiir jede Metrik gelten muss. Die
Metrik muss die sogenannte Morse-Smale Bedingung erfiillen. Wir wollen das anhand
von Abbildung 2.1 erkldren:

Betrachte den Torus, der auf der x, y-Ebene vom IR steht. Die Morse-Funktion f ist
dann die Hohenfunktion, d.h. f(x,y,z) — z. Der Torus trigt die vom R® induzierten
riemannschen Metrik (linker Torus im Bild). Sei ¢ der globale Fluss von — grad f. Wir
definieren nun die instabile (engl.: unstable) bzw. stabile (engl.: stable) Mannigfaltigkeit
an einem kritischen x € M durch

Wi(x) == {p € M| lim ¢(t,p) =x}, W(x):={peM]|lim ¢(t p) = x}.2

Der Schnitt W*(x) N W*(y) ist gerade die Spur aller Instantonen zwischen x, y. Im linken
Bild haben wir x,y als die beiden einzigen kritischen Punkte vom Index 1 gewd&hlt
und W*(x) N W*(y) eingezeichnet. Man erkennt, dass sich T,W"(x) und T,W*(y)
nicht transversal schneiden, d.h. die Standard-Metrik erfiillt nicht die Morse-Smale
Bedingung (deshalb nennt man diese Bedingung auch Transversalitdt-Bedingung).
Angenommen wir ,storen” die Metrik um einen kleinen Term, dann haben wir die
Situation im linken Bild geben. In diesen Fall ist die Transversalitdt-Bedingung erfiillt,
da der Schnitt W*(x) N W*(y) leer ist.

I. Ein Transversalitatsergebnis

Man konsultiere Anhang A.1 fiir die Definition eines Baire Raumes.

Definition 2.3.1. Sei X ein Baire Raum (z.B. ein Banach-Mannigfaltigkeit) und M C X.

2In ,Lectures on the h-Cobordismen Theorem” von Milnor spricht man auch von left-hand Disk und
right-hand Disk
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(i) M heif3t nirgends dicht, wenn der Abschluss M keine inneren Punkte besitzt.

(ii) M heifit von 1. Baire Kategorie, wenn es eine Folge (M,,) nirgends dichter Mengen
in X gibt mit M = U,,cny Ma.

(iif) M heifst von 2. Baire Kategorie, wenn M nicht von 1. Kategorie ist.
(iv) Komplemente von Mengen der 1. Baire Kategorie nennt man residuelle Mengen.

(v) M heifit eine Gs-Menge, wenn M ein abzdhlbarer Schnitt von offenen dichten
Teilmengen ist.

(vi) Wir sagen, dass eine Eigenschaft fiir fast alle x € X gilt, wenn es eine Ausnahme-
Menge der 1. Baire Kategorie gibt bzw. wenn die Eigenschaft fiir eine residuelle
Menge zutrifft.

Kommentar 2.3.2. Eine Folgerung des Baireschen Kategoriensatzes (Satz A.1.5) ist, dass
Banach-Mannigfaltigkeit Baire-Raume sind. In der Sprache von Definition 2.3.1 sagt
er aus, dass residuelle Mengen immer eine G;-Teilmenge enthalten. Die Mengen der
1. Baire Kategorie sind also in einen gewissen Sinn vernachlédssigbar. Sie stellen ein
topologisches Analogon zu den Nullmengen in der Mafitheorie dar.

Satz 2.3.3 (Transversalitat). Seien G, M Banach Mannigfaltigkeiten, { = (E, r, M, E) ein
Banach Biindel mit Biindelatlas (U, ¢n, Pn)neN- Sei

F:GxM—E

eine glatte Familie von glatte Schnitten, d.h. F ist eine glatte Abbildung und fiir alle g € G ist
Fy: M — E ein glatter Schnitt in . F erfiille weiterhin folgende zwei Bedingungen:

(i) Fiirallen € IN ist O € [E ein regulirer Wert von

pr, o®, o (F|(G x Uy)): G x U, — E.

(ii) Fiir allen € N und g € G ist
pr, o®;, o (Fe|Uy): Uy, — E
eine Fredholm Abbildung mit lokalem Index r € Z.
Dann ist fiir fast alle g € G
Zg :=F;'(0) = {m e M | F;(m) = 0}

eine abgeschlossene Untermannigfaltigkeit mit lokaler Dimension r.
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Kommentar 2.3.4. Beachte das Z; = @ auch erlaubt ist (das passiert z.B. immer wenn
r < 0 ist). Das stimmt aber auch mit unserer bisherigen Anschauung iiberein. Falls
der relative Morse-Index negativ ist, muss der Trajektorienraum leer sein, denn fiir

x e M, gilt
d .
3 (foa) = gi(grad fo, &) = —[grad fulf <0,

woraus man abliest, dass « nur ,nach unten” fliefSen kann.

Kommentar 2.3.5. Satz 2.3.3 nennt man auch Transversalitiits-Ergebnis. Die Aussage von
diesen Satz formuliert man auch so: Fiir fast alle ¢ schneidet ®, den Nullschnitt in ¢
transversal.

Die Bedingung (i) und (ii) von diesen Satz nennt man die Morse-Smale Bedingung.

Im néchsten Beweis notieren wir ausnahmsweise das Differential mit Df,: T,M —
T;N anstatt mit df,. Wir erinnern an die Definition 1.2.14 des partiellen Differentials.
Auch dieses notieren wir fiir den ndchsten Beweis anders: Fiir ein gegebenes Differential
DFg ) TeG X TyM — Tp(, ) E notieren wir die partiellen Differentiale mit

DGFgp): TgG = Trigp)E,  DmF(gp): TpM = Tr(g ) E.

Beweis (von Satz 2.3.3). Wir unterteilen den Beweis in vier Schritte.
1. Schritt: Es reicht die Aussage fiir F U, zu zeigen.

Beweis von Schritt 1. Angenommen Vn gibt es eine residuelle Menge X, C G, so dass
fir alle g € X,

(F[Un)g'(0) = {m € U | Fg(m) = 0} (+)

eine abgeschlossene Untermannigfaltigkeit von U, ist. Die Menge X := (), 2y ist
wieder eine residuelle Menge (vgl. A.1) also insbesondere nicht-leer. Fiir fast alle ¢ € G
ist also (*) eine abgeschlossene Untermannigfaltigkeit von U, und weil |J,,cn U = M,
ist auch Z, eine (abgeschlossene) Untermannigfaltigkeit von M. O

Wegen Schritt 1 diirfen wir also annehmen, dass ¢ das triviale Biindel ist, d.h. es gilt
E = M x E. Indem wir die Notation etwas iiberlasten bezeichnen wir ab jetzt mit F die
Abbildung F: G x M — E, die nach (i) 0 € E als reguldaren Wert hat und nach (ii) die
Eigenschaft besitzt, dass F; := F(g, .) eine Fredholm Abbildung mit lokalen Index r ist.

2. Schritt: Es ist Z := F~1(0) C G x M eine abgeschlossene Untermannigfaltigkeit
und fiir den Tangentialraum gilt

T,Z =kerDF, Vze€ZCGx M. (k%)

Beweis von Schritt 2. Wir haben die Aussage, dass ker DF, spaltet in Lemma 1.1.56
verlegt, da der Beweis von dieser Behauptung zu lang ist, um ihn hier auszufiihren.
Mit dem Satz vom reguldren Wert fiir Banach Mannigfaltigkeiten (Satz 1.3.19) folgt die
Aussage. O
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3. Schritt: Die Einschrankung der Projektion pr,: G x M — G auf Z, d.h. P := pr|Z,
ist eine Fredholm Abbildung mit index P = index F;.

Beweis vom Schritt 3. Betrachte dafiir DP,: T.Z — E und DFM: T,,M — E, wo-
bei DEM(Z) := DE(0,¢) mit (0,¢) € T¢G x T,yM = T.G x M ist. Dann erhélt man
kerDP, = T,ZNT,;;M und ker DFZM: T.MNT,Z, dh. es gilt

ker DP, = ker DFZM, also insbesondere dim DP, < oo,

da DFM = D(F,),, ein Fredholm Operator ist. Es fehlt noch dim coker DP; < co. Es ist
nicht schwer zu zeigen, dass

TyG/Im(DP,) 2 E/Im(DEM), via [0]impp = [DES 0] pem),

wobei DF,G(¢) := DE,(¢,0) mit (¢,0) € T,G x T,yM = T,G x M ist. Im wesentlichen
folgt das aus

v =DP,(v,w) und DF’v=-D®Mw, V(v,w)c T,Z (vgl. (+))

und daraus, dass D®, surjektiv ist. Das liefert dim coker DP, = dim coker DFZG <
0. ]

Nach dem Theorem von Sard-Smale (vgl. Korollar 1.3.25) sind fast alle ¢ € G regulére
Werte von P. Sei g ein reguldrer Wert. Wir wollen zeigen, dass Z, Untermannigfaltigkeit
von M ist. Sei m € Z, # . Man kann zeigen, dass

D(Fg)m = DFfg ,,y: TuM — E

surjektiv ist. Dafiir braucht man, dass (g, m) ein reguldrer Wert von @ ist, g ein regulidrer
Wert von P und Gleichung (*x). O

Il. Die Morse-Smale Bedingung fiir den Trajektorienraum

Definition 2.3.6. Sei { = (E, 7, M, F) ein glattes Vektorbiindel mit riemannscher Metrik
und kovarianter Ableitung. Sei e := (&) eine Folge positiver reeller Zahlen &;. Dann
definieren wir fiir s € Ty~ (M, E) die Normen

[VEs|(p) = sup Vo, Vos(p),  lslle ==} exsup|VEs|(p).

01,0 €Ty M, |vj|=1 k>0 peM
Diese induzieren den Vektorraum (!)
Tge(M,E) := {s € Tg=(M,E) | ||s|le < c0}.
Kommentar 2.3.7. Man kann zeigen, dass (I's<(M,E), | .||¢) ein Banachraum ist und
es ist nicht schwer zu sehen, dass die Inklusion T'y<(M,E) — Ty (M, E) stetig ist.

Weiterhin kann man fiir jedes Vektorbiindel ¢ ein ¢ = (&) angeben, so dass 'y (M, E)
dicht in L?(¢) liegt, vgl. [Scho3].
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Definition 2.3.8. Sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit. Sei
Endgym¢(TM) := Y Endgymg(TpM),
peM
und es bezeichne Endsym ¢(7m) das korrespondierende Vektorbiindel. Mit
Tep := {A € End(T,M) | A ist sym. positiv def. bzgl. g,(.,.)}

definieren wir Tg := }_,cp Tg,p- Definiere schlieSlich

Gy := Tige (M, Tg) := {X € Tige (M, Endsym¢(TM)) | X, € T3, Vp € M}.

Kommentar 2.3.9. Es gilt 7, C, Endgym,¢(TM) und 7y ist eine offene Umgebung vom
Bild des Schnitts (p — 11,um). Wegen der stetigen Inklusion von Kommentar 2.3.7
ist G, eine offene Teilmenge von T (M, Endsym,¢(TM)) und deshalb eine Banach
Mannigfaltigkeit.

Wir ,storen” nun den glatte Schnitt F aus Abschnitt 2.3.III um einen Term A € Qg:
Sei
®: Gg X Pyy(R,M) — L*(TM), ¢~ ¢+ A, gradfoc.
Der ,Storterm” A bedeutet lediglich, dass wir den Gradienten grad f bzgl. einer
anderen riemannschen Metrik, namlich g,,(., .) := gp(A., .), bilden. Wie zu erwarten
lautet die lokale Trivialisierung von ®

Vs + Oqh + (V2 exps)*1 o Agrad f o exp,,s.

Bezeichne diese Abbildung mit ®4. Man kann zeigen, dass ® die Voraussetzung (i)
und (ii) aus Satz 2.3.3 erfiillen.

Proposition 2.3.10. Fiir fast alle A € G, ist die Abbildung
®,4: HY(c*D) — L2(c*TM)

eine Fredholm Abbildung mit (konstanten) Index u(f,x) — u(f,y). 0 € L*(c*TM) ist ein
regulirer Wert von ®.

Einen Beweis findet man in [Schg3]. Proposition 2.3.10 sagt aus, dass sehr viele
Metriken die Morse-Smale Bedingung erfiillen. Wir schlieffen nun die Diplomarbeit
mit folgendem Korollar ab:

Korollar 2.3.11. Sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit mit Morse Funktion f. Dann
Qibt es eine Menge G von riemannschen Metriken mit ¢ € G und fiir fast alle §' € G ist der
induzierte Trajektorienraum ./\/l/;,y eine abgeschlossene Untermannigfaltigkeit von 73,},’5 (R, M)
mit

dim M1, = u(f,x) — u(f.y).
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Beweis. Betrachte, wie bereits diskutiert, die Familie von Schnitten ®. Ein Kombination
von Proposition 2.3.10 und dem Transversalitdts-Ergebnis (Satz 2.3.3) liefert uns, dass
fiir fast alle A € G, die Menge ®,'(0) eine abgeschlossene Untermannigfaltigkeit der
Dimension u(f,x) — u(f,y) ist. Es bezeichne grad’ f := A, grad f der Gradient der
bzgl. ¢’ gebildet wird. Es gilt

0= Vis+0(s)i+ (Vaexp,) ‘A, grad f oexp, s
0= C?t(exph s)+ A grad foexp,s = ¢+grad’ foc,

wobei wir ¢ := exp, s gesetzt haben. Das zeigt die Behauptung. O
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Anhang

In diesem Anhang fassen wir spezielle Ergebnisse aus der Funktionalanalysis zusam-
men, die unabhdngig von den vorherigen Abschnitten gelesen werden konnen.

A.1. Baire Raume

Baire Rdume sind i.Allg. keine Banachraume, d.h. eigentlich keine Objekte der Funk-
tionalanalysis, aber jeder Banachraum ist ein Baire Raum. Letzteres ist die Aussage
des Baireschen Kategoriensatzes, der ein wichtiger Existenzsatz der Funktionalanalysis
ist. Anschaulich gesprochen sind Baire Riume gerade die topologischen Rdume, in
denen die Aussage des Baireschen Kategoriensatz richtig ist. Bevor wir diese Baire Rau-
me definieren, zitieren wir (leicht verallgemeinert) von [Weroy, IV.1.2] den typischen
Sprachgebrauch fiir diese Kategorie.

Definition A.1.1. Sei X ein topologischer Raum und M C X eine Teilmenge.
(@) M heif3t nirgends dicht, wenn der Abschluss M keine inneren Punkte besitzt.

(b) M heiit von 1. Baire Kategorie, wenn es eine Folge (M,,) nirgends dichter Mengen
in X gibt mit M = U,,en My

(c) M heifit von 2. Baire Kategorie, wenn M nicht von 1. Kategorie ist.

Kommentar A.1.2. Sei X ein topologischer Raum. Betrachte die Vereinigung einer
beliebigen Folge (A,) C X von abgeschlossenen Mengen

M = U A,
nelN

Wenn M von 2. Baire Kategorie ist, dann wissen wir, dass es ein n € IN geben muss,
so dass das Innere Aj, nicht-leer ist, denn ansonsten ware M von 1. Baire Kategorie.
Aus diesem Grund sollte man die Eigenschaft ,von 2. Baire Kategorie sein” als eine
schwache Existenzaussage verstehen.

Kommentar A.1.3. In typischen Anwendungen sind die Mengen von 1. Baire Kategorie
genau die Mengen die kein ,Gewicht” haben, d.h. unwesentlich sind. Da wir auf
Banachraume kein kanonisches , Lebesgue-Mafi” zur Verfiigung haben, also nicht von
Nullmengen reden konnen, suchen wir einen Ersatz durch ,Mengen von 1. Baire
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Kategorie”, welcher rein topologisch definiert wird. Aus diesen Grund liest man in
der Literatur hdufig die Formulierung , M ist eine magere Menge” anstatt ,,M ist von
1. Baire Kategorie”. Eine ,nicht-magere Menge” ist also eine ,Menge von 2. Baire
Kategorie”.

Definition A.1.4 (Baire Raum). Ein topologischer Raum X heifit Baire Raum, wenn er
eine der folgenden vier dquivalenten Bedingungen erfiillt:

(@) Jede nicht-leere offene Menge ist von 2. Baire Kategorie.
(b) Mengen der 1. Baire Kategorie haben keine innere Punkte.
(c) Das Komplement jeder Menge der 1. Baire Kategorie liegt dicht in X.

(d) Abzdhlbare Schnitte von offenen dichten Mengen liegen wieder dicht.

Die Aquivalenz der obigen vier Aussagen ist nicht so schwer zu zeigen, denn es gilt
(@) = (b) = (c) = (a) und (c) & (d)3.

Satz A.1.5 (Bairescher Kategoriensatz). In einem vollstindigen metrischen Raum liegt das
Komplement einer Menge der 1. Baire Kategorie dicht, d.h. ein vollstindiger metrischer Raum
ist ein Baire Raum.

Kommentar A.1.6. Wir haben in Kommentar 1.1.9 diskutiert, dass der Begriff der
Cauchy-Folge nicht rein topologische erklart werden kann. Dort haben wir zwei metri-
sche Rdume angeben die homdomorph zueinander sind, aber der eine metrische Raum
war vollstdndig und der andere nicht. Der Bairesche Kategoriensatz sagt nun aber aus,
dass wenn ein metrischer Raum vollstdndig ist (bzw. wenn er vollstindig metrisierbar
ist), dass es bereits erhebliche Konsequenzen fiir die unterliegende Topologie hat.

Betrachte Q = {x1,x2,...} mit der Spur-Topologie von R und definiere U, :=
Q\ {x,}. Jedes U, liegt dicht in Q, aber N,y Uy = @. Insbesondere ist Q nicht
vollstandig metrisierbar, da es ansonsten ein Baire Raum sein miisste.

A.2. Die Schur-Eigenschaft
Ziel dieses Abschnitts ist die Konstruktion folgendes Beispiels: Es gibt einen Banach-
raum X und einen abgeschlossenen Unterraum A C X, so dass X nicht isomorph ist

zu A X X/ A.

Definition A.2.1. Sei X ein normierter Raum und (x,) C X eine Folge. (x,) konvergiert

3Fiir die Aquivalenz bemerken wir, dass CM = X/M° ist.
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schwach gegen x € X, wenn fiir alle ¢ € X’

lim ¢(xn) = ¢(x)

n—o0

gilt. Wir schreiben auch x,, — x.

Wir sagen, dass ein normierter Raum die Schur-Eigenschaft besitzt, wenn aus x, —
x automatisch x, — x folgt, d.h. schwache Konvergenz impliziert (starke) Norm-
Konvergenz.

Beispiel A.2.2. Jeder separable Hilbertraum H besitzt nicht die Schur-Eigenschaft. Sei
(en) C H eine Hilbertraum-Basis. Es ist nicht schwer zu sehen, dass e, — 0. Wegen des
Satzes von Pythagoras ist ||e, — e, || = 2 fiir n # m woraus folgt, dass die Folge (e;)
keine Cauchy-Folge ist.

Proposition A.2.3. Sei X,Y normierte Riume, sei A C X ein Unterraum.

(i) Wenn X die Schur-Eigenschaft besitzt, dann besitzt auch A die Schur-Eigenschaft.

(ii) Wenn X isomorph zu Y ist und X die Schur-Eigenschaft besitzt, dann besitzt auch Y die
Schur-Eigenschaft.

Der Beweis von Proposition A.2.3 ist sehr einfach. Wir erinnern an die Rdume /¢!
und ¢*. ¢! ist der Banachraum der absolut summierbaren Folgen von R und ¢ ist
der Banachraum der beschrankten Folgen von R. Die Norm von ¢! lautet ||(x,)||; :=
Y m—1]xs| und die Norm von ¢ lautet || (x,) || := sup$y_; |xx|. Typischerweise wird in
einer Vorlesung iiber Funktionalanalysis folgender Satz gezeigt:

Satz. Das Bifunktional

ot =R, (), (ya) = ((en), () o= 3 Xn
n=1
ist wohldefiniert und beschrinkt. Die induziert Abbildung
(2= (€, (yn) = (-, (y))

ist ein isometrischer Isomorphismus.

Damit kdnnen wir den nédchsten Satz zeigen.
Satz A.2.4 (Satz von Schur). (! besitzt die Schur-Eigenschaft.

Beweis. Die Beweisidee die wir hier vorstellen stammt aus einem Artikel von Schur
[Sch21].

Fiir alle k € IN sei x* := (x,gk)) € /' und x := (x,) € /1. Angenommen x* — x. O.E.
sei x = 0.

Hilfsbehauptung 1 Fiir alle n € N gilt limy_q, x) = 0.
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Beweis von Hilfsbehauptung 1. Sei e,, € (* die reelle Folge, dessen n-tes Folgenglied
1 sei und jedes andere Folgenglied 0 sei. Da x* — 0 ist, folgt insbesondere

lim ) = lim (xF,e,) = (0,e,) = 0. O

k— o0 k—0c0

Hilfsbehauptung 2. Fiir alle € > 0 gibt es ein | = I(e) € N, so dass fiir alle k € IN gilt

i |x,gk)| <e.

n=I+1

Angenommen Hilfsbehauptung 2 ist falsch, d.h. 3¢ > 0, so dass es VI € IN ein
k = k(I) € N gibt mit

Y x> (%)

n=I+1

Hilfsbehauptung 2.1. Sei | € IN fest. Dann gibt es unendlich viele k € IN, welche die
Ungleichung (x) erfiillen.

Beweis von Hilfsbehauptung 2.1. Angenommen nur ky,...,k;, € N erfiillen die Un-
gleichung (x). Da xki o xkm e ¢' sind, kann man fiir jedesv =1,...,mein [, =
l,(ky,1) > I finden, so dass

Z |xn |<§

n=Il,+1

gilt. O.E. sei I; = max{ly, ..., I,y }. Nach Voraussetzung gibt es fiir I; ein k = k(I;) € N
so dass

ist. Dieses k taucht nun in der Liste {k1,...,km} nicht auf. Widerspruch! ]

Hilfsbehauptung 2.2: Es gibt eine Folge von natiirlichen Zahlen (my, ny)yeN, so dass wenn
wir sy 1= ny + - - - + ny, setzen, folgende Ungleichungen gelten: Fiir alle v € IN gilt

Sy—1 e}
E!x |<— ) |x |>s E\x |<—

n=s,_1+1 n=s,+1

Beweis von Hilfsbehauptung 2.2. Wir konstruieren die Folge (implizit) algorithmisch.
Wegen () gibt es fiir [ = 0 ein m, so dass

Z]x ]>e
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ist. Da x™ € (! ist, gibt es ein n; = ny(m;), so dass

(o]

(my) E
DIES \<4

n=n1+1

ist. Mit Hilfsbehauptung 1, Hilfsbehauptung 2.1 und wegen (x) gibt es ein mp =
my(n1) > my, so dass die ndchsten beiden Ungleichungen erfiillt sind:

o[ (m)| _ E | (m2)
Y | ’<Zl' Yo | >
n=1 n=ni1+1

= €
)3 ™| < 1
n=ny+ny+1
ist. Indem man iterativ weiter verfdhrt, erhdlt man die gewiinschte Zahlenfolge. ~ [J

Wir Beweisen nun Hilfsbehauptung 2. Betrachte (1,, m,),cN aus Hilfsbehauptung 2.2.
Fiir alle v € IN gilt

Y k= M - )

n=s,_1+1 n=s,_1+1 n=s,+1

Wir konstruieren nun ein (y,) € ¢*. Firn =1,...,n; setzen wir

Yn = sgN i)

und allgemein fiirs,_1 <n <s,
Y= (=1)"" sgnxﬁl 2

Wenn v ungerade ist, dann gilt

= - 1 3 1 e
(x™,y) > Z|x )|+ Z |x - Y |x > e+ Ze——e=-
A 4 4 4 4
n=1 n=s,_1+1 n=s,+1
und analog rechnet man fiir v gerade aus

" Sy—1 Sv 3 e

1/ < L _ —_c — _ — —

(x Z \x _Z |y Z \x ] < s 26T 48 1

n=s, 1+1 n=s,+1

Das widerspricht aber der Voraussetzung x* — 0. Damit wurde Hilfsbehauptung 2
gezeigt.
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Wir kommen nun zum Beweis des Satzes von Schur. Wir miissen zeigen, dass
limg o ||x¥||1 = O gilt. Sei ¢ > 0. Nach Hilfsbehauptung 2 gibt es ein I = I(¢) € N, so
dass fiir alle k € IN

k) _ €
Yo x| < 5

n=I+1
ist. Wegen Hilfsbehauptung 1 gibt es fiir e > 0 ein K = K(1,...,1), so dass fiir Vk > K
und Vv =1,...,1 gilt

(k) &
|y | < o
Damit folgt fiir alle k > K
Lo o
k]l = Z|x;(1)!+ Y. |x,(1)]<e. O
n=1 n=I+1

Definition A.2.5. Seien X,Y Banachrdume, Bx bzw. By der Einheitsball von X bzw. Y
und sei T: X — Y eine lineare Abbildung. Wir nennen T eine Quotientenabbildung,
wenn T(Bx) = By gilt.

Kommentar A.2.6. Wenn T: X — Y eine Quotientenabbildung ist, dann folgt leicht,
dass ||T|| = 1ist und dass T surjektiv ist. Es ist nicht schwer zu zeigen, dass T einen
isometrischen Isomorphismus X/ ker T = Y induziert.

Die nichste Proposition ist eine Ubungsaufgabe in [Wero7].

Proposition A.2.7. Sei X ein separabler Banachraum. Dann gibt es eine Quotientenabbildung
T: (' — X.

Kommentar A.2.8. Um die obige Proposition zu zeigen, benétigen wir ein technisches
Detail aus dem Beweis des Satzes von der offenen Abbildung (Theorem 1.1.28). Wir zitieren
hier nochmal dieses Theorem:

Theorem. Seien X,Y Banachriume und sei T: X — Y eine surjektiver beschrink-
ter Operator. Dann ist T offen, d.h. T bildet offene Mengen auf offene Mengen
ab.

Der Beweis der in [Weroy, IV.3.3] steht, ldsst sich wie folgt skizzieren: Im 1. Schritt wird
gezeigt, dass es ein ¢ > 0 gibt, so dass V; C T(Bx) ist, wobei V; der offene Ball um
0 € Y mit Radius ¢ sei. Hierfiir benttigt man die Vollstandigkeit von Y. Im 2. Schritt
zeigt man, dass sogar V; C T(Byx) gilt. Hierfiir benétigt man die Vollstandigkeit von
X. Fiir den Beweis von Proposition A.2.7 benttigen wir folgendes Korollar aus dem

obigen skizzierten Beweis:

Seien X,Y Banachriume, T: X — Y ein surjektiver beschrinkter Operator. Dann

folgt aus By C T(Bx), dass By C T(Bx) ist.
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Beweis von Proposition A.2.7. Fiirn € N sei e, € ¢! die Folge, deren n-tes Folgenglied
1 ist und alle anderen Folgenglieder 0 sind. Es ist nicht schwer zu sehen, dass die
Familie (e,) C ¢! dicht liegt. Sei D C X eine abzihlbare dichte Teilmenge von X. Dann
ist DN Bx = {x1,x2,...} wieder abzdhlbar. Durch die Vorgabe T(e,) = x, wird ein
eindeutig Operator T: lin(e,) — X definiert. Es gilt

(o] (o] o0
IT||= sup HT(Z )\nen> ’ = sup H Y Auxu|| < sup A <1
L] Aal<1 n=1 Yo Aal<1 Tn=1 Y A< n=1
fast alle A,,=0 fast alle A,,=0 fast alle A,,=0

Nach einen bekannten Satz aus der Funktionalanalysis (vgl. [Wero7, I1.1.5]) ldsst sich
nun T eindeutig auf ganz lin(e,) = ¢! normerhaltend fortsetzen. Sei T diese Fortsetzung.
Es ist klar, dass T ein surjektiver beschrankter Operator ist.

Wir zeigen nun, dass T eine Quotientenabbildung ist, d.h. T(Bn) = Bx. Wegen
HTH <1 gﬂt T(Bgl) C By. Wegen T({En}) = DN By gﬂt Bx C Bix =DNBx C T(Bgl).
Da ¢! vollstandig ist, folgt aus Kommentar A.2.8, dass Bx C T(B) ist.

(I

Kommentar A.2.9. Die Abbildung T die im obigen Beweis konstruiert worden ist, ist
nie injektiv. Das kann man durch Widerspruch zeigen: Angenommen ker ' = 0. Dann
induziert T: ¢! — X einen isometrischen Isomorphismus. Betrachte eine Teilfolge
(x,) € D N Bx mit x,,, — 0. Dann gilt

lenller = I Ten [[x = [lxn[[x =0,

was einen Widerspruch liefert.

Proposition A.2.10. Es gibt einen Banachraum X und einen abgeschlossenen Unterraum
A C X,sodass X 2 A x X/A ist.

Beweis. Angenommen die Behauptung ware falsch, d.h. fiir alle Banachrdume X
und alle abgeschlossene Unterrdume A C X gilt X = A x X/A. Wir fiihren diese
Aussage zum Widerspruch. Sei X = ¢! und sei /> der Raum der quadratsummierbaren
Folgen. ¢? ist ein separabler Banachraum. Nach Proposition A.2.7 gibt es deswegen eine
Quotientenabbildung T: ¢! — (2. Setze A := ker T. Es ist X/ ker T = H (isometrisch)
isomorph. Es ist nun

h= Ax P,

d.h. £2 ist isomorph zu einem (abgeschlossenen) Unterraum von ¢!. Nach Propositi-
on A.2.3 muss also /2 die Schur-Eigenschaft besitzen. In Beispiel A.2.2 haben wir aber
gezeigt, dass (2 nicht die Schur-Eigenschaft besitzen kann. Widerspruch! ]

Im obigen Beweis haben wir gesehen, dass es einen abgeschlossenen Unterraum
ACH gibt, so dass 1 2 A x (/A ist. Als nichstes mochten wir

RxM2RxAx/(/A
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zeigen. Dies werden wir in Abschnitt 1.3 benotigen.

Proposition A.2.11. Sei X ein Banachraum und seien A, B C X abgeschlossene Unterriume
mit codim A = codim B = 1. Dann ist A isomorph zu B.

Beweis. Nach Proposition 1.1.42 gibt es Vektoren v, w € X mit
X =A®plinv und X = B Dyop linw.

Nach Lemma 1.1.41 existieren stetige Projektionen pr,: X — linv und pr,: X — linw,
wobei 1 — pr, = pr, und 1 — pr, = pry ist.

1. Fall: pr (w) = 0 oder pr,,(v) = 0. O.E. sei pr,(w) = 0. Dann gilt linw C A und da
dim(A/ linw) = 1 ist, gibt es einen abgeschlossenen Unterraum A’ C A mit

A’ Drop linw = A.

Es ist klar, dass
A Bioplinv = A’ Gyop linw = A

gilt. Es reicht also zu zeigen, dass
A'®linv > B
ist. Betrachte dazu den beschrankten Operator
pry| (A’ ®linv): A’ ®linv — B.

Es ist ker pry = linw und es gilt A’ Nlinw = 0 = linv N linw. Deshalb ist pry| (A’ &
linv) ein bijektiver beschrankter Operator. Nach dem Satz von der offenen Abbildung
(Theorem 1.1.28) folgt, dass es ein toplinearer Isomorphismus sein muss. Das zeigt die
Behauptung.

2. Fall: pr,(w) # 0 und pr_,(v) # 0. Wir zeigen, dass

pry|B: B— A

bijektiv ist. Mit dem Satz von der offenen Abbildung folgt dann die Isomorphie. Sei
x € ker(pr,|B) = BNlinv. Angenommen x # 0 dann muss pr,(x) # 0 sein, da
x € linv. Das kann aber nicht sein, da x € B ist und ker(pr,,) = B ist. Also ist pr,|B
injektiv.

Wir zeigen nun, dass pr 4 |B surjektiv ist. Sei a € A beliebig. Sei A4, A, € R mit

pr,(a) =Aw und pr, (v)=A,w #O0.

Nach Konstruktion gilt

>

a o Aa
prw(a—A—Uv)—O also a—/\—vveB.

120



Wegen linv = ker pr , rechnet man trivial nach, dass

prA<a—;\év) =a

gilt. Das zeigt die Behauptung. O

Korollar A.2.12. Sei X ein Banachraum und A C X ein abgeschlossener Unterraum mit
XZEAXX/A Danngilt Rx X 2R x A x X/A.

Beweis. Angenommen die Behauptung wire falsch, d.h. es gibt einen Isomorphis-
mus ®: R x X — R x A x X/A. Es ist klar, dass ®(0 x X) abgeschlossen ist. Da
®(R x 0) ein eindimensionaler Vektorraum ist, muss codim(®(0 x X)) = 1 sein. Nach
Proposition A.2.11 gilt dann ®(X) = A x X/A im Widerspruch zur Voraussetzung. [J

A.3. Erweiterung von Skalarprodukten

Wir zitieren ohne Beweis von [Wero7] einen bekannten Satz, wann eine Norm von
einem Skalarprodukt induziert wird.

Satz A.3.1. Ein Banachraum H ist ein Hilbertraum?, wenn die Norm von H die Parallelo-
grammgleichung erfiillt:

I+ ylI? + lx = ylI* = 2[|x > + 2[lylI*, Vx,y € H.

Das Skalarprodukt ist durch die Polarisationsformel gegeben. Falls H ein IR-Vektorraum ist,
lautet sie

1
(vy) = (lx+yl* = llx = yl?)

und falls H ein C-Vektorraum ist, lautet sie
1 . . . .
() =7 (x+ ylI> = llx = yIP? +illx + iy > — il|x — iy[*)

Der Beweis ist im Wesentlichen cleveres Nachrechnen auf Q bzw. Q + iQQ und
anschlieffend ausnutzen, dass diese Unterrdume dicht liegen. Wir mochten Satz A.3.1
auf folgendes Problem anwenden:

Lemma A.3.2. Sei (., .) ein Skalarprodukt auf einem R-Hilbertraum H. Dann gibt es ein
Skalarprodukt (., . ), auf der Komplexifizierung H QR C, so dass

(., )«H=(.,.),

wenn wir H mit H QR 1 C H @R C identifizieren.

4Dieser Satz gilt auch, wenn man Banachraum durch normierter Raum und Hilbertraum durch Prahil-
bertraum ersetzt.
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Beweis. Wir schreiben ® anstatt @g. Sei || .|| die induzierte Norm von (., .) auf H.
Jedes Element z € H ® C ist von der Form z = x ® 1 + y ® i. Durch

lx@1+y il = /llx|* + [yl

wird eine Norm auf H ® C definiert. Man rechnet leicht nach, dass die Parallelogramm-
gleichung fiir || . || gilt. AnschlieBend rechnet man nach, dass

(x@Ly®1). = (x,y). =

Mit den (Isomorphie) Rechenregeln fiir das Tensorprodukt gilt:

n n n
R"@rC = (PR) 2rC =PR@rC) = PC=C"
i=1 i=1 i=1

Damit sieht man leicht, dass H'?(R, R") @ C = H?*(R,C") und L?(R,R") @ C =
[2(R,C") gilt.
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