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Uberblick

Allgemeines Problem
[ Minimiere J(y, u) u.d.N. PDE(y) = u, [y € Cy, u € Cy]. ]
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Uberblick

p Allgemeines Problem
Minimiere J(y, u) u.d.N. PDE(y) = u, [y € Cy, u € Cy]. ]

. n 1
Min. 3llp = Al% + Jy H'(Sp) + 5 [lull?
u.d.N. Navier—Stokes Gleichung.

[BANAs, K., PROHL, '14]
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Uberblick

p Allgemeines Problem

J

Minimiere J(y, u) u.d.N. PDE(y) = u, [y € Cy, u € Cy].

J
Min. 3lly = §II* + § [lux|?

. 1 P 1
M('j“N Ii\l”/’,_ P'g +kfo 7&:(_571) + 2 1ull|| | 4 N. Thin-Film Gleichung
u.d.N. Navier—Stokes eichung. & y 2 CO fU

~ [BaNas, K., PROHL, '14] [K., PROHL, '14]
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Uberblick

p Allgemeines Problem

J

Minimiere J(y, u) u.d.N. PDE(y) = u, [y € Cy, u € Cy].

Min. 3]y — 91 + 5|

. 1 P 1
M(TN Ii\l”/’,_ P'g +kfo 7&:(_571) + 2 1ull|| | 4 N. Thin-Film Gleichung
u.d.N. Navier—Stokes eichung. & y 2 CO fU

~ [BaNas, K., PROHL, '14] [K., PROHL, '14]

Fragen:

Existenz & Optimalitatsbedingungen
Numerische Studien und Experimente

Konvergenz fiir Diskretisierungsparameter— 0
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Uberblick

. A 1
Min. Lo — Al + f3 HY(S,) + &lul?

u.d.N. Navier—Stokes Gleichung.

[BANAs, K., PROHL, '14]
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Das Modell Opt-NSE

Po = p1XQ, T P2Xxa, zwei unvermischbare viskose inkompressible
Flissigkeiten in beschrinktem Gebiet Q C R2.

Dichte  Geschwindigkeit Druck externe Kraft

pye+ply - V]y —plby +Vp=pu,  y(0) =y,
(NSE) pe+ly-V]lp =0, p(0) = po,
divy =0 1+ R.B.

Multi-parameter regularization arising in optimal control of fluid flows Markus Klein (Uni Tiibingen) | 4/24



Das Modell Opt-NSE

Po = p1XQ, T P2Xxa, zwei unvermischbare viskose inkompressible
Flissigkeiten in beschrinktem Gebiet Q C R2.

Minimiere “Form” “Geometrie” “Kosten"

J(p, u) = %Hp - /3”%2(QT) + gfoT ’Hl(Sp)dt + %”u”%z(g_’_)
unter der Nebenbedingung
Dichte  Geschwindigkeit Druck externe Kraft
pye+ply - Vly —plDy +Vp=pu,  y(0) =y,

(NSE) pe+ly-V]lp =0, p(0) = po,
divy =0 +R.B.
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Bedeutung des geometrischen Funktionals

llp— /3“%2(97)

All2 T
||P—P||L2(QT) Ziel p + fo H(Sp)

Fluid 1 Fluid 2

Simulation von L. Banas

Multi-parameter regularization arising in optimal control of fluid flows Markus Klein (Uni Tiibingen) | 5/24
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llp — p||L2(QT) Ziel § + fo H! (Sp)

Fluid 1 Fluid 2

Simulation von L. Banas
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Bedeutung des geometrischen Funktionals

llp — /3”%2(97)

All2 T
||P—P||L2(QT) Ziel p + fo H(Sp)

t=T t=T
bessere Ecken Korrekte Geometrie
(konvex)

Fluid 1 Fluid 2

Simulation von L. Banas
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Industrielle Anwendung

Aluminium-Herstellung §

, anods

free interface

— aluminium

bug bars cathod

Anode darf Interface nicht beriihren!

[GERBEAU, LE BRIS, LELIEVRE 06]
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Analytische Probleme und Strategie

Minimiere
n T «
Hp.u)= Yo plBaqyy + 2 J HUS)dE + Slulfaqy

unter der Nebenbedingung

pye+ply - Vly — by +Vp=pu,  y(0) = yo,
(NSE) pe+ly-Vlp =0 p(0) = po,
divy=0 + R.B.
e Problem: Nicht klar, ob |roter Term (“Geometrie”) wohldefiniert

bzw. schwach unterhalbstetig und ob Lagrange-Multiplikator zur
Massengleichung existiert und eine Funktion ist.
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Analytische Probleme und Strategie

Minimiere
R T
J(p,u) = %”P - p”%Z(Q-,—) + gfo Hl(sp)dt + %||u||%2(§2-,—)
unter der Nebenbedingung
pye+ply - Vly — pAy +Vp = pu,  y(0) = y,,
(NSE) pe+ly-Vlp =0 p(0) = po,
divy=0 + R.B.

e Problem: Nicht klar, ob |roter Term (“Geometrie”) wohldefiniert
bzw. schwach unterhalbstetig und ob Lagrange-Multiplikator zur
Massengleichung existiert und eine Funktion ist.

e Losung: Approximiere Hausdorff-MaB und

addiere kiinstliche Diffusion zur Gleichung .
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Analytische Probleme und Strategie

Minimiere

hpuy= +% <5 Jo, Vol +35 Ja, W(P)) +

unter der Nebenbedingung W20 W=0 <= p=poderp=ps

py:+ply - V]y —pulAy +Vp=pu,  y(0)=y,,

(NSE:) pe+1ly-Vilp— eAp =0, p(0) = po,
divy =0 + R.B.

e Losung: Approximiere Hausdorff-MaB und

addiere kiinstliche Diffusion zur Gleichung .
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Analytische Resultate

Js(p,u) = 3lo— "ty + 5 <5fQT IVol> + 3 fo, W(P)) + 5lullf o

Far d,e > 0 existiert mindestens ein Minimum. ]
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Analytische Resultate

Js(p,u) = 3lo— "ty + 5 <5fQT IVol> + 3 fo, W(P)) + 5lullf o

Fur 6,e > 0 existiert mindestens ein Minimum.

Optimalitatsbedingungen
Fiir 6, > 0 existieren Lagrange-Multiplikatoren (Funktionen in L2(Q7)). ]
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Analytische Resultate

Js(p,u) = 3lo— "ty + 5 <5fQT IVol> + 3 fo, W(P)) + 5lullf o

Fur 6,e > 0 existiert mindestens ein Minimum.

Optimalitatsbedingungen N

Fiir 6, > 0 existieren Lagrange-Multiplikatoren (Funktionen in L2(Q7)).

(. J

X

Wesentliche Bestandeteile:
e Lagrange-Multiplikatoren Theorem,

e a-priori Abschatzungen (e > 0!).
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Analytische Resultate

Js(p,u) = 3lo— "ty + 5 <5fQT IVol? + 5 Ja, W(P)) + 5lullf o
Fur 6,e > 0 existiert mindestens ein Minimum.

Fiir 6, > 0 existieren Lagrange-Multiplikatoren (Funktionen in L2(Q7)).

Konvergenz zum Limes?
Notwendige Bedingung ist

0 = 0O(e).
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Fall € > §: Massive Diffusion

Minimiere 0 Jo, IVAI* + 5 Jo, W(p) udN. (NSE.).

p(t =0.5) p(t =0.5)
moderatores ¢ groBes ¢

Fluid 1 Fluid 2

Simulation von L. Banas
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Fall ¢ < §: parasitic currents

Minimiere 0 Jo, IVAI* + 5 Jo, W(p) udN. (NSE.).

p(t = 0.25) p(t =0.5)

Fluid 1 Fluid 2

Simulation von L. Banas
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Fall ¢ < §: parasitic currents

Minimiere 0 Jo, IVAI* + 5 Jo, W(p) udN. (NSE.).

y(t =0.15)

Fluid 1 Fluid 2

Simulation von L. Banas
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Uberblick

. A 1
Min. Lo — Bl + f3 HX(S,) + &lul?

u.d.N. Navier—Stokes Gleichung.

[BaNas, K., PROHL, '14]

offen Existenz & Opt.-Bed. (ohne Regularisierung)
Jal' Existenz & Opt.-Bed. (mit Regularisierung)

offen Konvergenz fiir Regularisierungsparameter— 0

N X < x

Ja! Numerische Studien und Experimente

Konvergenz fiir Diskretisierungsparameter— 0
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Numerische Diskretisierung

Strategie N

e Fixiere §,¢ > 0.

e Benutze “first discretize, then optimize” Ansatz mit konvergentem
und unbedingt stabilem Schema aus [BANAS, PROHL ’10].

o Zeige Existenz eines diskreten Minimums, leite diskrete
Optimalitatsbedingungen her.
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Numerische Diskretisierung

Strategie N

e Fixiere §,¢ > 0.

e Benutze “first discretize, then optimize” Ansatz mit konvergentem
und unbedingt stabilem Schema aus [BANAS, PROHL ’10].

o Zeige Existenz eines diskreten Minimums, leite diskrete
Optimalitatsbedingungen her.

e Zeige uniforme Schranken, um schwache Grenzwerte zu
erhalten und identifiziere diese mit (kontinuierlichen) Opt.-Bed.
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Numerische Diskretisierung

Strategie N

e Fixiere §,¢ > 0.

e Benutze “first discretize, then optimize” Ansatz mit konvergentem
und unbedingt stabilem Schema aus [BANAS, PROHL ’10].

o Zeige Existenz eines diskreten Minimums, leite diskrete
Optimalitatsbedingungen her.

e Zeige uniforme Schranken, um schwache Grenzwerte zu erhalten
und identifiziere diese mit (kontinuierlichen) Opt.-Bed.

e Starke Kopplung zwischen Zustidnden und Adjungierten und starke
Kopplung zwischen beiden Adjungierten in der Adjungierten
Gleichung.
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Probleme mit der Adjungiertengleichung

(Kontinuierliche) Adjungiertengleichung;:
z.B. 1/2nVp
0= —pz; — Vg — plAz — 1/2pVn + Kopplung mit Zustanden
0=J,(p,u) — e —eAn —1/2y - z; + Kopplung mit Zustanden
z.B. 12y -V]y-z
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Probleme mit der Adjungiertengleichung

(Kontinuierliche) Adjungiertengleichung;:
2.B. YanVp
0= —pz; —Vq— ulAz — 1/2pVn + Kopplung mit Zustanden
0= J,(p,u) —ny — eAn — 12y - z, + Kopplung mit Zustanden
z.B.12y-V]y-z

Probleme:

e Teste erste Zeile mit z = Problem mit roten Termen
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Probleme mit der Adjungiertengleichung

(Kontinuierliche) Adjungiertengleichung;:
z.B. 1/2nVp
0= —pz; — Vqg— ulAz — 12pVn + Kopplung mit Zustinden
0=J,(p,u) —ny —eAn — 12y -z, + Kopplung mit Zustanden
z.B. Y2y -V]y-z

Probleme:

e Teste erste Zeile mit z = Problem mit roten Termen

o Teste zweite Zeile mit n = Problem mit roten Termen
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Numerische Diskretisierung

Strategie N

e Fixiere §,¢ > 0.

e Benutze “first discretize, then optimize” Ansatz mit konvergentem
und unbedingt stabilem Schema aus [BANAS, PROHL ’10].

o Zeige Existenz eines diskreten Minimums, leite diskrete
Optimalitatsbedingungen her.

e Zeige uniforme Schranken, um schwache Grenzwerte zu erhalten
und identifiziere diese mit (kontinuierlichen) Opt.-Bed.

e Starke Kopplung zwischen Zustidnden und Adjungierten und starke
Kopplung zwischen beiden Adjungierten in der Adjungierten
Gleichung.
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Numerische Diskretisierung

Strategie N

e Fixiere §,¢ > 0.

e Benutze “first discretize, then optimize” Ansatz mit konvergentem
und unbedingt stabilem Schema aus [BANAS, PROHL ’10].

o Zeige Existenz eines diskreten Minimums, leite diskrete
Optimalitatsbedingungen her.

e Zeige uniforme Schranken, um schwache Grenzwerte zu erhalten
und identifiziere diese mit (kontinuierlichen) Opt.-Bed.

e Starke Kopplung zwischen Zustidnden und Adjungierten und starke
Kopplung zwischen beiden Adjungierten in der Adjungierten
Gleichung.

e = Starke Normen der Zustande mussen beschrankt werden.
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Numerische Diskretisierung

Strategie N

e Fixiere §,¢ > 0.

e Benutze “first discretize, then optimize” Ansatz mit konvergentem
und unbedingt stabilem Schema aus [BANAS, PROHL ’10].

o Zeige Existenz eines diskreten Minimums, leite diskrete
Optimalitatsbedingungen her.

e Zeige uniforme Schranken, um schwache Grenzwerte zu erhalten
und identifiziere diese mit (kontinuierlichen) Opt.-Bed.

e Starke Kopplung zwischen Zustidnden und Adjungierten und starke
Kopplung zwischen beiden Adjungierten in der Adjungierten
Gleichung.

e = Starke Normen der Zustande mussen beschrankt werden.

e = Regularitat fiir beide Adjungierten muss simultan gezeigt werden.

(. J
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K nzresultat

Stabilitat

@ Die diskreten Zustande, Adjungierten und Kontrollen sind uniform
(bzgl. h, k > 0) in geeigneten Normen beschrankt.

® Diese Folgen konvergieren schwach fiir h, k — 0 gegen
Grenzfunktionen (bis auf Teilfolgen) in diesen Normen.
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K nzresultat

Stabilitat .

@ Die diskreten Zustande, Adjungierten und Kontrollen sind uniform
(bzgl. h, k > 0) in geeigneten Normen beschrankt.

® Diese Folgen konvergieren schwach fiir h, k — 0 gegen
Grenzfunktionen (bis auf Teilfolgen) in diesen Normen.

-
(.

Konvergenz des Optimalitatssystems
Die Grenzfunktionen I6sen die kontinuierlichen Optimalitatsbedingungen.

|\ J
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Uberblick

Min. 3lly = §II* + § [lux|?

u.d.N. Thin-Film Gleichung
& y > Co f.a.

[K., PROHL, '14]

X offen Existenz & Opt.-Bed. (ohne Regularisierung)
v Jal  Existenz & Opt.-Bed. (mit Regularisierung)

X offen Konvergenz fiir Regularisierungsparameter— 0
v Jal Numerische Studien und Experimente

v Jal Konvergenz fir Diskretisierungsparameter— 0
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Das Modell Opt-TF

Q C R beschrankt, 1 <k <4, 0< y f.0.

Filmhohe externe Kraft
(TF)  ye + (V"o = U, y(0) =y +R.B.
Beispiel fir u =0
1 1 1,
0.5 0.5 0.5
01 } 01 0 1
2 4 2 4 2 4

Multi-parameter regularization arising in optimal control of fluid flows

Markus Klein (Uni Tiibingen) | 17/24



Das Modell Opt-TF

Q C R beschrankt, 1 <k <4, 0< y f.0.
Minimiere J : L?(Q7) x L?(Hi) — R, definiert durch

J(y,u) = %Hy—f/”%zmr) + Slluxliaan
unter der Nebenbedingung 'Filmhéhe | externe Kraft

(TF) }/t+(|}/|KYXXX)x = Ux, y(O):yo + R.B.

Beispiel fir u =0

1 1 1x
0.5 0.5 0.5
0 I 0 I t 0
2 4 2 4 2 4
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Industrielle Anwendung

Dewetting von Wafern §

Bestimmte Regionen sollen nicht benetzt sein!

[BECKER, GRUN ET AL '02]

Multi-parameter regularization arising in optimal control of fluid flows Markus Klein (Uni Tiibingen) | 18/24



Industrielle Anwendung

Dewetting von Wafern §

Bestimmte Regionen sollen nicht benetzt sein!

[BECKER, GRUN ET AL '02]

Multi-parameter regularization arising in optimal control of fluid flows Markus Klein (Uni Tiibingen) | 18/24



Degeneriertheit und Losungsansatze

Min. J(y,u) = %H)’_}A’”%Z(QT) + %”'JX”%?(QT)

u.d.N. Ve + (IY]" Yoo )x = Ux

[ Gleichung kann fiir y = 0 degenerieren (nicht wohlgestellt!). ]
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Degeneriertheit und Losungsansatze

Min. J(y,u) = %H)’_}A’”%Z(QT) + %”'JX”%?(QT)

u.d.N. Ve + (IY]" Yoo )x = Ux

p Problem N

Gleichung kann fiir y = 0 degenerieren (nicht wohlgestellt!).

Kontrollschranken Zustandsschranken

Berechne hinreichende Bedingung
fir u, so dass y(u) > Cp > 0 f.0.

Flige diese als Kontrollschranken
u € Cy ins Optimierungsproblem.

Fordere explizit Zustandsschran-
ken y > Gy > 0 f.i. im Optimie-
rungsproblem.

(.
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Degeneriertheit und Losungsansatze

Min. J(y,u) = %H)’_}A’”%Z(QT) + %”'JX”%?(QT)

u.d.N. Ve + (V%Yo )x = Ux &y > Co>0fi.

,

Gleichung kann fiir y = 0 degenerieren (nicht wohlgestellt!).

Zustandsschranken

Berechne hinreichende Bedingung
fir u, so dass y(u) > Cp > 0 f.0.

Fuge diese als Kontrollschranken
u € Cy ins Optimierungsproblem.

Fordere explizit Zustandsschran-
ken y > Gy > 0 f.i. im Optimie-
rungsproblem.

Menge Cy kann zu klein sein. Bevorzuge Zustandsschranken [CLASON,
KALTENBACHER ’13].
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Analytische Resultate

Min. J(y,u) = %H)’_}A’”%Z(QT) + %”'JX”%?(QT)
u.d.N. Ve + (V%Yo )x = Ux &y > C>0fi.

Nichtleere zulassige Menge

Sei k > 4. Fir u = 0 erfillt zugehorige Lésung y > Gy > 0 f.0.
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Analytische Resultate

Min. J(y,u) = %H)’_}A’”%Z(QT) + %”'JX”%?(QT)
u.d.N. Ve + (V%Yo )x = Ux &y > C>0fi.

Nichtleere zulassige Menge

Sei k > 4. Fir u = 0 erfillt zugehorige Lésung y > Gy > 0 f.0.

Es existiert mindestens ein Minimum. J
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(Notwendige) Optimalitatsbedingungen

Optimalitatsbedingungen
Es gibt z € L2(L2) und u € (L2(H*) N HY(L2))* so, dass fiir alle
o € L2(HY N HY(L?) und alle Co > w € L2(H*) N HY(12)

ye = = (1Y ¥o) , + thor

y > G,

0> (w—y,p),

0={y —7,0) + (2,0t + K(Y" Yoo P)x) + (2, (I¥ ") ) + {0, 18,

0= —auy + z.

(. J

X

Wesentliche Bestandteile:

o Abstraktes “Lagrange-Multiplikatoren” Theorem [ALIBERT,
RAYMOND 98],

e Neue a-priori Abschatzungen fiir Gleichung.
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Regularisierung von Opt-TF

Original Problem
[ Min. J(y, u) ud.N. y; + ([y|"Vex)x = ux &y > G > 0 f.i. ]

L 4

Penalty Approximation
[ Min. J(y, ) + 211(Co — )" [y ueN- Yo + (Yol = t ]
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Regularisierung von Opt-TF

[ Original Problem ]

Min. J(y, u) ud.N. y; + ([y|"Vex)x = ux &y > G > 0 f.i.

>< Nicht wohlgestellt!

[ Penalty Approximation ]

Min. J(y,u) + 2 1(Co = ¥) 1 22iapy u-dN- ye + (y]"¥0)x = tx
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Regularisierung von Opt-TF

[ Original Problem ]

Min. J(y, u) ud.N. y: + ([y["Yex)x = ux &y > G > 0 f.i.

Nachste Folie!

[ Hilfsproble ]

Min. J(y, u) ud.N. ¥t + eVeox + ([¥] Yoo )x = tx & y > Co > 0 f.0.

Standard (Konvergenz fiir v — 0)

[ Penalty Approximation ]

Min. J(y,u) + 2 [(Co = ¥) 320, ) u-d-N. ye + &¥soon + ([¥]" Yoo )x = tx
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Konvergenz fiir das Hilfsproblem

Hilfsproblem N
Min. J(y, u) ud.N. y + eyicoc + ([y["yooo)x = tx & y 2 Co > 0 f.i.

Existenz und Optimalitatsbedingungen

Es existiert mind. eine Losung des Hilfsproblems, und diese erfiillt (inkl.
Lagrange-Multiplikatoren) entsprechende Optimalitatsbedingungen.

(. J

N
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Konvergenz fiir das Hilfsproblem

Hilfsproblem N
Min. J(y, u) u.d.N. Yt t €Yo T (|y|KyXXX)X =uy & y > Co > 0 f.0.

Existenz und Optimalitatsbedingungen .
Es existiert mind. eine Losung des Hilfsproblems, und diese erfiillt (inkl.
Lagrange-Multiplikatoren) entsprechende Optimalitatsbedingungen.

(. J

Stabilitat N

Die Folge (y-, ue, z, i1c) konvergiert gegen schwache Grenzwerte in ge-
eigneten Normen (bis auf Teilfolgen) fiir e — 0.

(S J
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Konvergenz fiir das Hilfsproblem

Hilfsproblem N
Min. J(y, u) u.d.N. Yt t €Yo T (|y|KyXXX)X =uy & y > Co > 0 f.0.

Existenz und Optimalitatsbedingungen .
Es existiert mind. eine Losung des Hilfsproblems, und diese erfiillt (inkl.
Lagrange-Multiplikatoren) entsprechende Optimalitatsbedingungen.

(. J

Stabilitat N

Die Folge (y-, ue, z, i1c) konvergiert gegen schwache Grenzwerte in ge-
eigneten Normen (bis auf Teilfolgen) fiir e — 0.

(S J

Konvergenz des Optimalitatssystems §
Diese Grenzfunktionen losen die Optimalitatsbedingungen des originalen

Problems.
|\ J
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Zusammenfassung

(S

J

Allgemeines Problem

Minimiere J(y, u) u.d.N. PDE(y) = u, [y € Cy, u € Cy].

— s

Min. 3lly = §II* + § [lux|?

: 1), A2 191 a 2
M('j”N Ii\l”f’_ P'g +kfo ZI (_5,',])+ 2 14l*|| 4 d.N. Thin-Film Gleichung
u.d.N. Navier—Stokes Gleichung. & Y= il

[BaNas, K., PROHL, '14]

X offen Existenz & Opt.-Bed. (ohne Regularisierung) v Jal

v Ja!  Existenz & Opt.-Bed. (mit Regularisierung) v Jal

X offen Konvergenz fiir Regularisierungsparameter— 0 ¢ Ja!

v Jal Numerische Studien und Experimente v Jal

v Jal Konvergenz fiir Diskretisierungsparameter— 0 X  offen
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. n 1 o
Min. 3llp = Al + Jo 7'(Sp) + S 1ulP| | |, 4 N. Thin-Film Gleichung
u.d.N. Navier—Stokes Gleichung. & S G ol

[BaNas, K., PROHL, '14] [K., ProHL, '14]

Neue Aspekte L Neue Aspekte

Vs

e Geometrisches Funktional e Degenerierte Gleichung

e Rigorose Konvergenz der e Rigorose Konvergenz der
Diskretisierung Regularisierung

e Kopplung in e Neue a-priori Abschatzungen,
Adjungiertengleichung wenn rechte Seite in Gleichung
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J

[ Danke fiir die Aufmerksamkeit! |
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