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Problem 1. Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F ,P), betrachte die Zerlegung

Ω =
⋃
n∈N

Ωn, wobei Ωn ∈ F und P[Ωn] > 0 (n ∈ N).

Sei G ⊂ F die Unter-σ-Algebra, die von der Familie {Ωn}n∈N erzeugt wird, d.h.,

G =
{ ⋃

n∈N

Ωϵn
n : ϵ1, ϵ2, ... ∈ {0, 1}

}
, wobei Ω1

n = Ωn und Ω0
n = ∅.

Sei nun X : Ω → Rd eine F-messbare Zufallsvariable auf Ω mit E[∥X∥] < ∞. Zeige, dass

E[X|G](ω) = E[X1Ωn ]

P[Ωn]

für alle ω ∈ Ωn gilt.

Problem 2. Für einen gegebenen Datensatz, Dn = {(Xi, Yi)}ni=1 ist lineare Regression ein Beispiel
für einen Parameterschätzer mn der Regressionsfunktion m. Der R1+d-wertige (zufällige) Parameter
a ≡ (a0,a)

T bestimmt

mn ≡ mn(·;a, Dn) : x 7→ a0 + ⟨a, x⟩Rd ,

und der gesuchte optimale Parameter a∗ minimiert das quadratische Funktional

1

n

n∑
i=1

|Yi − (a0 + ⟨a, Xi⟩Rd |2.

Disskutiere wie der Parameter a∗ berechnet wird.

Problem 3. Sei Dn = {(Xj , Yj)}nj=1 ein Datensatz, und mn ≡ mn(·;Dn) ein Regressionsschätzer.
Zeige

E[|mn(X)− Y |2|Dn] =

∫
Rd

|mn(x)−m(x)|2µ[dx] + E[|m(X)− Y |2].
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