Beispiel 1.
(i) Der einfache Fall n = 1:

ar =1Db
mit Lésung x = 2 fiir a # 0.
(it) Das gestaffelte lineare Gleichungssystem
ryyaxry + risre A+ ca + Findn = 1
raore  + e + Fonidn = 3
(1.3)
T in—1Tn—1 + Thn_infn = Cn_1
Fanfn =  Cn
lisst sich im Fall r;; # 0 fiiri=1,...,n durch die so genannte Riickwdirtssubstitution lisen:
Lisen der letzten Gleichung ergibt:
- _ F“'ﬂ,
"L‘I'i- o N
{ﬂ.?l
Lisen der vorletzten Gleichung:
Lp—1 = {'f-:n—l - Tn—l,nﬂ:n) ,»‘(T'n—l..n—l .
Allgemein gilt:
T
= 1 e — E rijay | [T (1.4)
j=i+1

fiiri=nn-1..1.



Beispiel 2.
(i) Das Gleichungssystem

besitzt die eindeutige Lisung

€
Die Inverse ist
(ii) Das Gleichungssystem
1 -3
4 2
0 0
besitzt offenbar keine Lisung.
(iii) Das Gleichungssystem
1 -3
4 2
0 0
besitzt unendlich viele Losungen:
[
14 ‘

[l

—

T
Ta
Ty

Ty
Tra
Iy

—

—



Beispiel 3. (zur Kondition des Problems) Betrachte das Gleichungssystem

(1a2)==(d)

Die Lasung ist offenbar

I
e
— L2
\"-—-'j

Ersetzen wir die rechfe Seite durch

- 4+e€
o= (/55 )

wobet 0 < e << 1 sehr klein sein kann, so erhalten wir die Ldsung

. 1+e¢
r= 3 .



Beispiel 4. (zur Stabilitdt der Gaufi-Elimination) Wir lisen das Gleichungssystem

5-107% 1 ry y [ 0.5
1 1 r2 | 1
in zweistelliger Gleitpunktrechnung, wobei wir als Pivotelement

1 ) das Element ay1 = 5-107% wdihlen. Nach einem Schritt des Gaufischen Eliminationsverfahrens erhal-

ten wir das System
5-107% 1 Ty \ 0.5
0 —200 xa )\ =99

(0
Sl 05 )

b) das Element ayy = 1 wdhlen. Wir erhalten nun nach Vertauschung der Zeilen und der Gaufi-
1 1 T\ 1
0 1 o /L 0.5
. 0.5
I NV R

Beachte, dass fiir die evakte Lisung des Gleichungssystem gill:

;;,-:( 199 ) ﬁ( 0.503 )
55 0.497

mit Losung

Elimination

mat Lasung



lor| “grofi” ist (hier 2 - 10%), gilt gemdfl der Gaufi-Elimination

Erklirung: Falls
(1} ~
Ayy = Gz — l21612 = —lza12

fjél} = ti}g — Eglbl = —Egltil'l

wnd somit auch

1
hé ) by
o = — /= ——,
? rzm 12
22

Bei der Berechnung von x1 kommt es jedoch zur Stellenausloschung

fjl — (l12:F2
rn=-——————.
a1

Der Ausweg hier ist ein Zeilentausch, d.h. die Anwendung der Spaltenpivotwahl. Wir kdinnen bei dieser
Wahl |lz1] < 1 bzw. allgemeiner |l;;| < 1 fir alle i,j garantieren. Talsdchlich kann aber auch bei der
Gaufi-Elimination mit Spaltenpivotwahl die ungiinstige oben beschriebene Situation auftreten.



Beispiel 5. Wichiige Beispiele im B" sind
(i) Nzl = 35y |l

(i) [lzlla = 222,

(i1i) ||z]|e = max;—q_ n |z



Beispiel 6. Wir betrachten das Gleichungssystem aus Beispiel 3 mit

Offenbar ist die Inverse gegeben durch

- 1 1—¢ -1
_J____
(Y

Fiir die Zeilensummennorm finden wir daher ||Al» = 2 bzw. ||[A7 | = % und somit

cond,, (A) = %

€

Fiir b= (4, 4 — €)7 und der Lisung x = (3, 1)7 gilt zudem

[Bflocll A loe 8

|z s - 3

was die schlechte Konditionierung des Gleichungssystems in Bewspiel 3 erkldrt.



Beispiel 7. (Lubich) Betrachte das Gleichungssystem
1 1 S Y )
0 108 I N N P A

condoao (A) = || Allse||A ™0

Es gilt

=2.10%, (sehr groB)
Gestartes System:
1+ ¢ 1+ €9 r1 \ [ (I4+e)h
0 1078(1 + €3) ra )\ (L+es)by )7
=:b

wobei 0 < |e;| < eps mit der Maschinengenauigkeit eps. Wir untersuchen jetzt die Abhdngigkeit der einzel-
nen Komponenten von den €;. Sei dazu x die Lisung des Ausgangssystems und & die des gestirten Systems.

2. Komponente: Offenbar gilt:

1+ e- €r — €
1_'2 = ].{]Shg R JIg(l 2 %)
Mt e’ 1 €3 1+ €3
=_:I:3
und somit die Gleichheil
- €5 — €3]
L -ff2| |'f2| |1+F |
Umgeformd:
|wg — T2  |e5 — €3]

= < 2eps + Oeps®
|2 |1 +e3] — F (eps”)



1. Komponente: Fiir 1 finden wir

Iy = [(1 + fq]f)l — (]. + Fg}fz]lf{l + F.1:]

_ €5 — €3
= [bl — Tg +esby — €3T9 — Tg— ];’(1+ﬁ1]
o e 1+ €3
=1
. €5 — €3
=11+ |eaby — €11 — €22 — 29 1+ €q).
[ e,/ +e)
Mit by = &1 + 22 und 2 = 22(1 + F2) erhallen wir die Darstellung
loy — 2] 1 €5 — €3

[(e4 — €1)z1 + (€4 — €2 — (1+ €2))za] /(1 + €1)

1+ €3

B

und somit auch die Abschitzung

M < (2 |:::1| +4|-‘L'2| )Ep:‘:«'-l- G{ﬁ]}faj)-
|4 |4 |xi
Insgesamt
Ty — I
[r1 — ] < 6eps + O(eps?)
]| oc

< 2eps + O(eps?).

[P



Beispiel 8. (Deuflhard) Die Lisung des Gleichungssystems Ax = b mit einer Diagonalmatriz

10
=0 7)

wst offensichilich ein gut konditioniertes Problem, da die Gleichungen entkoppell sind (zwei unabhingige
skalare Gleichungen). Andererseits ist aber

_ 1
;‘4 1||QQ == m.

conda (A) = || 4|

Die Konditionszahl gemessen in der Mazimumsnorm ||.|| . wird daher beliebig grof fir kleine 0 < |e| << 1.
Sie ist ein Maf der Sensitivitit der Lisung gegeniiber beliebigen Stirungen, auch Stirungen auflerhalb der
Hauptdiagonalen.



Beispiel 9. [(Riickwirtsanalyse des Skalarprodukts)
Das Skalarprodukt < vy, z =, fiiry,z € R" lisst sich rekursiv berechnen durch

<Yz >=Ypznt+ <y 2" >, (1.15)

wobet y“_l = (y1,-.. .,yu_l}"r und 2" = (z1,... ,z“_ljr"',

Die Gleitpunktrealisierung des Skalarprodukts gemdf (1.15) berechnet fiir Gleitpunktzahlen y, z den Wert
<Y, zEp=<y,z=
fur ein y € E" mat
ly — 5l < n-epsly| + Ofeps?).
Beweis durch Induktion: Fir n = 1 erhalten wir
<Yz o=y o= y-z(144),

wobei & mit |8 < eps den relativen Fehler der Multiplikation beschreibt. Setze y := y(1 + 8). Dann gilt
offenbar

<Yz, Ep=<Yy, iz

i
ly =yl = |y - 0| = |d]y|] < eps|yl.



Sei n = 1 und die Behauptung fiir n — 1 bereits bewtesen. Fiir die Gleitpunktrealisierung der Rekursion
(1.15) gilt:

=W z=n= yu?Zu‘T‘ < yu_l‘_\ﬁﬂ_l },”

= {yuzn{] + EIH‘ < y"_l.,z"'_l :}f.! ){1 +'F-}1

wobei diesmal § und e mit |e|, |d| < eps die relativen Fehler der Multiplikation bzw. der Addition charak-
terisieren. Nach Induktionsvoraussetzung gilt ferner

-1 -1

< yu ?zn—l :}'” — e, zn -~

fiir ein ¢ € R"~1 mit

"t =l < (n—1epsly™ | + Oleps?).
Wir setzen 4, := 4, (1 + 0)(1 + €) und . := ep(1+¢€) fiir k =1,....n— 1. Damit folgt:

<Yz p=Ynza(1+8)(1+e)+ <y 12" >p (1+e)

= fnznt <c (146),2" " >
— —
=yr|.—l

=< i,z >



und
[y — | < 2epslyn| + eps®|yn|
vk — ol < lyk — ek + |ex — Uil
< (n — V)eps|yk| + eps|yk| + Oleps®)
< n - eps|yi| + epslye — k| + Oeps?).
Somit gilt auch
(1 — eps)lyx — Gl < n - epslyx] + Oleps?)

also
1 —eps
=n-eps|yp| + Oleps®) fir k= 1,....n— 1.

- eps|yx| + Oleps®)

[y — | <

Insgesamt folgt
[y — gl < n-epsly| + O(eps?).

Insbesondere ist das Skalarprodukt im Sinne der Rickwartsanalyse stabil mit C'=n.



Beispiel 10.

y A
geg.: Mefldaten (¢;,y;), j=1,....m

suchen Funktion y = f(t) = > wiqi(t)

so, dass y; = f(t;) fiir alle j

q1s ..., qn geg. Funktionen, xi, ..., r,, unbekannt

genauer:
€1
: = min! wobei e; =y; — f(t;)
em

euklidische Norm: "7, e? = min!

Methode der kleinsten Fehlerquadrate (Gauf3)



Wiederholung: Gesamtalgorithmus mit LR-Zerlegung
(i) Bestimme Matrizen P, L und R geméifi Satz 2

mit PA=LR (Dreieckszerlegung)
(ii) Lise Le = Pb (Vorwiirtssubstitution, vel. U)
(iii) Lose Rr = ¢ (Riickwirtssubstitution)

Gesamtalgorithmus mit Cholesky-Verfahren

(i) Bestimme mit dem Cholesky-Verfahren L

mit A=L-LT (Cholesky-Zerlegung)
(ii) Lose Le=b (Vorwiirtssubstitution)
(iii) Lose LTx = ¢ (Rilckwiirtssubstitution)

Gesamtalgorithmus mit QR-Zerlegung

(i) Bestimme Matrizen ) und R mittels Householder-Transformationen

mit A = QR (QR-Zerlegung)
(ii) Lose Qe =b (Q~ ! = Q7. also e = QTh)
(iii) Lise Rr = ¢ (Ritckwirtssubstitution)

Gesamtalgorithmus lineares Ausgleichsproblem

(i) Bestimme Matrizen () und R mittels Householder-Transformationen

mit A = QR (QR-Zerlegung)

(ii) Berechne QT{.: ( ;: )

(iii) Lose Rx = ¢ (Riickwiirtssubstitution)



Beispiel 11.

keine Léisung:
mehrere Lisungen:
unendlich viele Losungen:



Beispiel 12. Tuatsdichlich wird die Quadratwurzel emner positiven reellen Zahl a als Nullstelle der Nichtli-
nearen Gleichung

2 —a=0

interpretiert und durch ein Iterationsverfahren naherungsweise bestimmi. Auch das Losen einer allgemei-
nen quadratischen Gleiwchung
g2 —
x4 pr+q=20
mit analytischer Lisung
1

ry12 = —giﬁ p* —4q

lisst sich numerisch nur ber Kenntnis der entsprechenden Quadratwurzel durchfihren.



Beispiel 13. Die Nullstellengleichung x> — 3 = 0 besitzt genau dieselben Losungen wie die Fizpunktglei-

chungen
x? -3
x=Fi(x) = x— o
x? =3
x=Fy(x) = x— .
I a2 (x) X 1
Berechnung der Iterierten in double precision liefert:
F F
rg = 2 rg = 2
xy = L7H xy = L75
xre = 1.7321 xo = 1.734
xrq = 1.73205081 rqg = 1.7324
ry = 1.732050807568877 | x4y = 1.732092
ry = L1.732050807568877 | x5 = 1.732056




Beispiel 14. Die Nullstellengleichung 20 — tanx =0, x €] — 3, 5

die Firpunkigleichungen

x = Fi(x)
x = Fy(x)

a5t | T e

Z-anx
=
™,
.

-1t .

Abbildung 2.1: Links ist der Graph der Funktion 2z — tan x dargestellt, rechts die Graphen von Fj.

a5t

0.5

72

— tan.x
2

arctan(2r).

|, besitzt genau dieselben Lisungen wie

....... "
arctan{2x) .
0.5tanx

" ’
1 1 1

E] -1 -0.5 0.5



Berechnung der Iterierten in double precision liefert:

Fy Fy Fy

rp = 1 rg = 1.2 rp = 1.2

ry = 0.78 ry = 1.286 ry = 1.176

ro = 0.49 ro = 1708 >7/2 | xo = 1.1688

rs = 0.27 rs =  1.1666

re = 0.14 rey = 1.1659

rs = 0.069 rs = 1.16566

rg = 0.035 rs = 1.165591

ry = 0.017 r- = 1.165571
rar = 0.000000166 xor =  1.165561185207212
rog = 00000000083 Tor =  1.165561185207212




Zu Bemerkung 12.

Fla) Tangenten
S
o =] —

flan)
o
Flzy)

(Fa]

// ra /j!'l ry  Startwert

fla)

Tangente

/

Nh.eu' twert T

Abbildung 2.2: Links konvergiert das Newton-Verfahren, rechts lidsst sich keine Konvergenz beobachten



Beispiel 15. Auf dem Intervall [—1, 1| wihlen wir

P TR g e 24
a) dquidistante Stiitzstellen x; = —1 + =

b)  Tschebyscheff-Stiitzstellen x; = cos( 2L

)

2n4-2
n | a) Ay, by A,
5 | = 3.10 ~ 2.1
10 | =299 | =25
15 | = 512 ~ 2.7
20 | = 10987 | = 2.9

Vorsichi beir Interpolationspolynomen hohen Grades!




Beispiel 16.
To(x) = 22 — 1
Ty(x) = 222 — 3z
Ty(x) = 2% — 8% + 1

1 1 _.f 1 -
|
7N\ I 7\ '
.l'.l |I "". |
1 i \ f ] \ f
osd |\ / L Y | 0.5-|| / \ |
1 0 1 \ 1 [
/ ] / Y |I | ! | |
J i i | i f
“\'. f | 4 | |
". II- — I| Y II | |
o ' / 04 \ | 01 ! | |
Y ."ll 1 I|I 1 | | | |I
\".' II."l II lll Y |
\ f | |
1 \ 1
] i 1 i ] ]
| ! i 1 I|
\ | \ / ! Y
[ IR e S N N A
1 05 o 05 1 -1 0.5 ] 05 1 1 0.5 i 0.5 1
x x X
_ T2 _ T3 _ T4

Abbildung 3.1: Tschebyscheff-Polynome T5, T3 und T}.



Beispiel 17. (einer instabilen Rekursion)
Gegeben sei die Rekursion @, = 10z, — 9 mit Startwert
a) xy = 1. Dann gilt x,, = 1 fiir alle n.

b) iy =1+e¢. Dann gilt &, =1+ 10" e fiir alle n.



Satz 23. (Clenshaw-Algorithmus) Sei p(x) ein Polynom mit
plx) =co+ i)+ ...+ ¢, T (x).
Sei weiter dy, 0 = dypoq = 0 und
dp =cp +2r - dpoy —dpofirk=n,n—1,...,1.
Dann gilt:

plz) = co + xdy — ds.

Satz 24. (iber die Stabilitit des Clenshaw-Algorithmus) Sei p(x) wie in Satz 23 und dj. durch folgende
Rekursion berechnet:

0= 'ﬁ_f'i'l—FE - d’n+l

dr = ek + 2z - djs1 — disa + €
fiir k =mn,n,..., 1, wobei €}, zum Beispiel Rundungsfehler im k-ten Schritt sind. Dann gilt:

| co + zd, — Jg —p(z)] < Z [=1

i=l(]

=:p(x)

fiir |z < 1.



Beispiel 18. Berechnung von log(x) fir 0 < xgmin < & < Tpae. wobei 0 und .. die Eleinste bzw.
die grifite darstellbare Zahl tm Rechner sind.
Gleitpunktdarstellung (mit d = 2):

r=aq-2NH
mit a = Zi:l a; 27" und a; € {0,1}, a; = 1. Also existiert ein t € [0,1) mit
x=(1+1t) 2V,
Mit dem Additionstheorem des Logarithmus erhalten wir

log z = log(l 4+ 1) + Nlog2.

Wir Approxzimieren log(1l + t) auf [0,1] bzw. log (1 + 1;‘) auf dem Intervall [—1, 1] durch Tschebyscheff-
Interpolation. Fiir den Approvimationsfehler gilt nach Satz 19

1+=x |ty ()] ( 1+¢£ )Eﬂ+1}
1 1+ —— ) —pla)| < ————|( 1 115 _
|Dg( * 2 ) p(z)] < (n+ 1)! \log {1+ 2 |
Beachte:

| =

(l 1+1+:r: )’ 1
(8] = ——
& 2 14 £z 27

(S

also auch

1+ (n+1) 1 1
log | 1+ ) — i (n}~
(OE( 2 ) {L+%§) 2

(Y (e
- § {]__|_ j-%:]n+1'




Somit qilt fiir den Interpolationsfehler die Abschitzung

|lug(l—|— —l“") p(r)| € —— o
2 = 2n(n+ 1) 2711 4 Mzl
c_ T
~ 2(n+4 1)4n

Zum Beispiel gilt fiir n = 16

1+ .
| log (1 + ; ! ) —p(x) <1071




Beispiel 19.
(i) Rechteckregel: Wir approzimieren I(f) durch das Rechteck

I(f) = (b—a)f(a).

ii) Mittelpunktregel: Wir werten die Funktion im Unterschied zu (i) im Mittelpunkt X2 aus:
(ii) i g I >

a+b

I(f) = (b —a)f( ).

(iii) Trapezregel: Bei der Rechteck- und der Mittelpunktregel haben wir die Funktion f durch eine konstante

Funktion approximiert. Bei der Trapezregel wdhlen wir die lineare Funktion, welche durch die Punkte

(a, f(a)) und (b, f(b)) verlduft:

fla)+ 1(6)

I(f) = (b—a) 5

(iv) Simpsonregel: Wir legen eine Parabel durch die drei Punkte (a, f(a)), {ﬂTHs f(%ﬁ}} und (b, f(b)) und
berechnen die Fliche unier der Parabel:

a+ b
2

b—a

I(f) =

(fla) +4f( )+ f(b)).



Beispiel 20. Die Ordnungen der im Beispiel 19 angegebenen Quadraturformeln sind
Rechteckregel: p=1 (s=1)
Mittelpunktregel: p=2"1 (s=1)
Trapezregel: p=2 (s=2)

Simpsonregel: p=4! (s=3) (¢q=5: 2% # %)



Beispiel 21. Bezeichne P; das Legendre-Polynom vom Grad i.

s=1: FEs gt Pi(x) =x und somit v = 0. Wir erhalten also gemdfl Satz 29 ¢| = % und by = 1. Dies ust
genau die oben bereits eingefithrte Mittelpunktregel mit Ordnung p = 2.

s=2: FEs qilt Py(x) = %.‘L‘z — % und somit vy o = :I:‘*;'—ﬁ. Wir erhalten wieder mit Satz 29 die Parameter

1

T2 %

1 V3

(:2:§—|—6
EI)IZEI)QZ%

und somit die Quadraturformel

der Ordnung 4.

g : T ot : N v 15 i . e = y
s=3: FEs gilt P3(x) = %:;:% — 22 und somit v, = 0,7y, 3 = £ ,:’. Fiir die Knoten finden wir gemdfi Satz

2
29
1 15
T
co =)
. 1 15
T



Wegen der Symmetrie gilt by = bs. Weiter gilt aufgrund Bedingung (4.2) fir g =1
Qb]_ + f)g =1

und gemdfd Satz 26 auch

100 ! 1., 8
= — — —)dr+1 = —.
15 fn S 18
_1
12
Fiir die Gewichie erhalten wir also insgesamd:
by = by = —
AT
4
bz — ﬁ.
Die Gauflsche Quadraturformel der Ordnung 6 lautet also

o e
[ e (G- 32)+ (i ),



Beispiel 22.
(i) Mittelpunktregel (Ordnung 2, ¢y = %, by = 1)

1-1?2 1 P falls0<t <]

]

Ky(t) =

2 2 {1;1:'-1 Ealls % ct<1




(ii) Trapezregel (Ordnung 2, ¢y = 0,¢0 = 1, by = by = :

Ko (t) =

—ope]

=00

=006

=0.08

=012

=0.14
[u]




(iit) Simpson-Regel (Ordnung 4, ¢1 = 0,¢5 = %vﬂ:g =1, b =by = %,hz = é;)

tll t:i i

Ku(t) = 24 36" falls 0 <t < 5

alt ﬂ_if:1+£_i+i falls L < <1
21 7 36° 6 3+ =75, falls 3 <<

-3+ \
-4t ‘\ /w

/
-r \\ ._."j

—B| \ /

) \ /
S

1 1 1 I 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 06 0.7 0.8 0.9 1




Beispiel 23.
(i) Mittelpunktregel:

(ii) Trapezregel:

(1i1) Simpson-Regel:



1
Beispiel 24. Berechnung von / e’ + ldr = e = 2.T18281828459046 durch Romberg-Integration. Wir
0

hi_y
2

wihlen die Romberg-Folge hy = b —a,h; = und erhalten das folgende Extrapolationstableau:

TU“:] = T]_l = 236

N\

/L7

T(hs) = T3 = 2.727
Fiir die Approzimationsfehler gilt
£11 =~ (.14086

£21 ~ 0.03565 g22 ~ 0.000579

~\
£q9 = 0.000037 — =35~ 85991077

a4

Egqq = (.00894

Die Approximationsfehler der ersten Spalte verbessern sich von Zeile zu Zeile ungefihr mit dem Faktor %

Dies ist in der Ordnung p = 2 und der Halbierung von h; in der Romberg-Folge begriindet.



&=

ks
e Tsinx dr =

Beispiel 25. Fiir die Approzimationsfehler der Romberg-Integration angewendel auf /
0

: T .
) +e T sin 1 mit der Romberg-Folge hy =b —a,h; = h‘.z_l gilt

11 == (.54
g9 = 0.273 g9 A2 (0.1835

N\
£32 == 0.0124 — &3z ~ (.00100

N\ N\
£42 & 0.000698  — =243 = 0.000083 — 44 =~ 0.0001

31 = 0LOTT6

V21717

£41 == 0.0199

Der “grofie” Fehler in Ty bewirkt hier, dass die Ndiherung Tyg besser ist als die Naherung Tyy.



Beispiel 26. Das klassische Runge—Kutta Verfahren der Ordnung p = 4 lautet

Lt Ll e
B

—
o

Ll Sk =
e

=l
=l
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