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Ubungsaufgaben 6

Problem 1. In Problem 2., ii) auf Ubungsblatt 5 haben wir das implizite Euler-Verfahren zur zeitlichen
Diskretisierung der linearen Warmeleitungsgleichung untersucht. Gesucht ist eine Abschéatzung fir

den Fehler
L
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wobei {uf}L | C V;, Lésung seiner FE-Diskretisierung ist, mit ) = Z,u’. Diese Abschatzung sollte
widerspiegeln, daB3 der Fehler fir h | 0 verschwindet.

Hinweis: Verwenden Sie die Lagrange-Interpolation Z;, : C(O) — V}, — deren Definition uns zumindest
flr beschrankte Gebiete O C R bekannt ist. Sie kénnen daher O C R annehmen.

Problem 2. Sei T' > 0, sei O C R? ein beschrénktes Lipschitz-Gebiet, und (ug,u1) € H{(O) x L3(0).
Eine Anfangs-Randwertaufgabe fir die lineare Wellengleichung sucht eine Lésung » : [0,7] x O — R
von

Oyu — Au =0 auf (O,T) x O,

u=0 auf (0,7) x 90, (1)
u(0,) = ugp ut (0, ) = uq auf O.

Der Existenznachweis einer Lésung fur dieses Problem ist mit dem (verallgemeinerten) Lax-Milgram-
Lemma nicht unmittelbar zu fihren und verwendet andere Konzepte. Die Einflihrung einer Hilfsvaria-
blen v = dyu fir alle (¢t,z) € (0,T) x O fuhrt (1), Uber in:

o —Au=0 an(O,T)XO.

Wir betrachten hier eine Approximation von (1) — eine Diskretisierung in der Zeit: hierzu

i) fihren wir eine aquidistante Partitionierung I, := {t,}L_, von [0, T] mit Gitterweite k¥ > 0 ein,
wobei t, = ¢k und t;, < T, und

i) suchen dann eine Folge {(u*,v%)}L_, von Abbildungen uf,v* : O — R, sodaB jeweils
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v kv - §A[uZ +utl =0 in O,
u=v"=0 auf 00,
wW=uy und " =uy.
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Geben Sie eine schwache Formulierung des Problems an und diskutieren Sie seine Lésbarkeit, sowie
eine FE-Umsetzung dieser Zeitdiskretisierung mit Lésung {(u’,v%)}Z_,. Verifizieren Sie die Abschat-
zung

12 L
1?%XL(HUh”]%Q + I Vuhl2) < C(llwollfz + I Vuollf2) -

Problem 3. Sei O c R? ein beschranktes Lipschitzgebiet. Betrachte den FE-Raum
Up = {up € C(0) : up| € PL(K) VK €Ty},

wobei 7, eine struktur-reguldre Triangulierung von O ist, und P;(K) den Vektorraum der Polynome
vom Grad 1 bezeichnet. Zeigen Sie, daB U;, ¢ H'(0).

Hinweis: Untersuchen Sie die schwache Ableitbarkeit jedes u;, € Uj,, indem Sie hierzu elementweise
vorgehen.

Abgabe: 30.05.2019.
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