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Übungsaufgaben 4

In Problem 2 auf Übungsblatt 3 wurde mit (2) eine gemischte Form des Ausgangsproblems (1) – der
sog. Balkengleichung – vorgestellt, deren schwache Formulierung lautet: Finde eine Lösung

(u, p) ∈ U :=
{
(v, q) ∈ H1(0, 1)×H1(0, 1) : v(0) = 0 , q(1) = 0

}
⊂
[
H1(0, 1)

]2
,

sodaß
a
(
(u, p), (v, q)

)
= F

(
(v, q)

)
∀ (v, q) ∈ U , (1)

wobei

a
(
(u, p), (v, q)

)
:=

∫ 1

0

{
pq + u′q′ − p′v′

}
dx ,

F
(
(v, q)

)
:=

∫ 1

0
fv dx .

Wir wissen bereits, daß die Abbildung a : U × U → R nicht koerziv ist – somit das bekannte Lax-
Milgram Lemma nicht anwendbar ist. Überzeugen Sie sich davon, daß die Bilinearform nicht symme-
trisch ist, denn

a
(
(u, p), (−v, q)

)
= a

(
(v, q), (−u, p)

)
∀ (u, p), (v, q) ∈ U .

Um Lösbarkeit von (1) zeigen zu können, wollen wir das verallgemeinerte Lax-Milgram Lemma ver-
wenden – diesen Satz beweisen wir in der Vorlesung:

Satz (verallgemeinertes Lax-Milgram Lemma): Seien U,V zwei Hilberträume. Betrachte zwei Ab-
bildungen

a : U× V→ R (eine Bilinearform),
F : V→ R (ein lineares Funktional),

mit folgenden Eigenschaften

i) (Stetigkeit von a und F ) Es existieren zwei Konstanten Ca,M > 0, sodaß

|a(u, v)| ≤ C‖u‖U‖v‖V ∀ (u, v) ∈ U× V ,

|F (v)| ≤M‖v‖V ∀ v ∈ V .

ii) (Koerzivität) Es existiert ein ca > 0, sodaß

sup
06=v∈V

a(u, v)

‖v‖V
≥ ca‖u‖U ∀u ∈ U ,
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und es gilt für jedes 0 6= v ∈ V:
sup
u∈U

a(u, v) > 0 .

Dann existiert genau eine Lösung u ∈ U, sodaß

a(u, v) = F (v) ∀ v ∈ V .

Außerdem gilt ‖u‖U ≤ M
ca

.

Problem 1. Zeigen Sie mithilfe des generalisierten Lax-Milgram Lemmas, daß (1) genau eine Lösung
besitzt.

Problem 2. Geben Sie eine FE-Diskretisierung von (1) an und diskutieren Sie, ob diese die Lösbarkeits-
Eigenschaft von (1) erbt.

Problem 3. Für die FE-Diskretisierung ist nun eine ’Algebraisierung’ möglich, die dazu führt, ein linea-
res Gleichungssystem zu lösen: in diesem Kontext tritt ein Lösungsvektor auf, dessen Komponenten
anteilig Knotenwerte der Komponenten uh und ph der FE-Lösung sind. Eine entsprechende Struktur
hat die Steifigkeitsmatrix: bitte geben Sie diese an.

Abgabe: 16.05.2019.
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