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3. Ubungsblatt zur Numerik instationirer Differentialgleichungen

Aufgabe 8:

Gegeben sei die Differentialgleichung
y'=Ay+g(t.y) ,

wobei (Av,v) < pul|v||? fiir alle v € R? und g eine Lipschitzbedingung mit Konstante L erfiille. Es werde das
linear-implizite FEuler-Verfahren

Ynt+1 = Yn + "(Ayni1 + g(tn, yn))
betrachtet. Zeigen Sie: Falls u + L < 0, so sind sowohl die Differentialgleichung wie das Verfahren kontraktiv.

Aufgabe 9:
Gegeben sei die parabolische Differentialgleichung

&L—ia a-‘(a:)% + ap(z)u in Qx(0,7)

8t N ig=1 8a;j K aCIZZ 0 ’
mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen v = 0 auf I" x (0,7") und Anfangsbedingung u(z,0) = wug(x) fiir
z € €. Hierbei sei Q ein beschrinktes Gebiet im R? mit stiickweise stetig differenzierbarem Rand I'. Die
Koeffizientenfunktionen a;j,ap : @ — R seien stetig, und die Matrizen (a;j(z)) seien symmetrisch und auf ©

gleichméflig positiv definit.

Geben Sie die schwache Formulierung des Anfangs-Randwertproblems an und weisen Sie nach, dafl klassische
Losungen auch schwache Losungen sind.

Aufgabe 10:

Betrachten Sie die Warmeleitungsgleichung 0u/0t = Awu auf 2x (0, T") mit homogenen Neumann-Randbedingungen
Ou/On = 0 auf I'x (0,T) und Anfangsbedingung u(-,0) = ug. Geben Sie die schwache Formulierung des Anfangs-
Randwertproblems an. Was ist hier der Grundraum V', wie sieht die zugehorige Bilinearform auf V' aus? Diese
Bilinearform ist nicht V-elliptisch, erfiillt aber die Garding’sche Ungleichung

a(v,v) > allv]|* = ¢v]? fir allev € V
mit o > 0, ¢ > 0. Hierbei ist || - || die Norm von V und | - | jene von H = L?(Q). Zeigen Sie diese Ungleichung
und geben Sie o und ¢ an.
Aufgabe 11:

Uberlegen Sie sich: Falls die Bilinearform in der schwachen Formulierung eines parabolischen Anfangs-Randwert-
problems anstelle der V-Elliptizitdt die Garding’sche Ungleichung erfiillt, so gelten alle Existenz- und Eindeutig-
keitsaussagen wie in der Vorlesung. Die Abschéitzungen fiir die Losung dndern sich nur durch einen zusétzlichen
Faktor e auf den rechten Seiten.

Hinweis: Formulieren Sie ein dquivalentes Problem fiir w(z,t) = e “u(z, ).

Besprechung in den nichsten Ubungen



