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10. Übungsblatt zur Numerischen Behandlung von Differentialgleichungen II

Aufgabe 29:

Betrachten Sie den Impulsoperator pk = −i ∂
∂xk

und den Operator qk gegeben durch (qkψ)(x) = xkψ(x). Zeigen
Sie:

(a) Für die Fourier-Transformierte gilt p̂kψ(ξ) = ξkψ̂(ξ) für ξ ∈ Rn.

(b) 〈pk〉ψ =
∫
Rn

ξk|ψ̂(ξ)|2dξ

(c) ‖pkψ‖2
L2 =

∫
Rn

ξ2k|ψ̂(ξ)|2dξ

(d) i[pk, qk]ψ = ψ

Aufgabe 30:

Betrachten Sie die komplexe Gauß-Funktion

ψ(x) = exp(−a|x− q̄|2 + ip̄(x− q̄) + c), x ∈ Rn,

mit komplexen Parametern a (Re a > 0) und c (Re c so, dass ‖ψ‖L2 = 1) und mit reellen Parametervektoren
p̄, q̄ ∈ Rn. Zeigen Sie (wenn Sie wollen nur für n = 1):

(a) Die Fourier-Transformierte ψ̂(ξ) ist wiederum eine komplexe Gauß-Funktion. Welche?
(b) 〈qk〉ψ = q̄k, 〈pk〉ψ = p̄k (k = 1, . . . , n).
(c) Für reelles a gilt Gleichheit in der Unschärferelation: ∆pk∆qk = 1

2 .

Aufgabe 31:

Zeigen Sie: Sind die Anfangsdaten der freien Schrödinger-Gleichung i∂ψ/∂t = − 1
2m∆ψ eine komplexe Gauß-

Funktion (wie in der vorherigen Aufgabe), so bleibt die Lösung zu allen Zeiten eine komplexe Gauß-Funktion
mit p̄(t) = p̄(0), q̄(t) = q̄(0) + tp̄(t)/m (d.h., Erwartungswerte von Ort und Impuls gemäß Newton).

Hinweis: Setzen Sie p̄(t), q̄(t) wie angegeben an, und bestimmen Sie dann a und c aus gewöhnlichen Differenti-
algleichungen, die Sie aus der Schrödinger-Gleichung herleiten.
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