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Kapitel 1

Randwertprobleme gew6hnlicher
Differentialgleichungen

§ 1 Einfiihrung

§ 1.1 Kettenlinie (Leibniz, Johannes Bernoulli 1691)
Beispiel. Sei H die horizontale Komponente der Seilkraft

H =a (= const)
und V die vertikale

V =bs (V x Seilmasse zwischen 0 und z o s).

|-

h

0 " 1
Im Gleichgewicht greift die Seilkraft tangential am Seil an:

dy 'V b _ds dy\ 2
——=—=—--8=:¢c-s mit —=4/14+ | —= . ds=+/dx? + dy? .
de H a dx dx
Erhalte
d*y dy\® y ~ . o
g2 = C 1+ o bzw. y" =c/14 (v)?, Differentialgleichung,
y'(0)=0, y(1)=h Randbedingungen

und daraus die Losung
1
y(z) = K + — cosh(es)
c
mit K so, dass y(1) = h.

Bemerkung. Eine Differentialgleichung 2. Ordnung kann in ein System von Differential-

gleichungen 1. Ordnung umgewandelt werden:

<y> - ( I f(csv) '



Kapitel I Randwertprobleme gewohnlicher Differentialgleichungen
§1.2 Allgemeine Form eines Randwertproblems

Y =flt,y), telab, f:UCRxR!—=R?,
r(y(a),y(®) =0, 7:VCRIxR? - R?.

Gesucht:
Y1
yila,b) =R, y=|:
Yd
Anwendungsprobleme in Physik, Chemie, Biologie, WiWi: siche in [AschMat8§].

Bemerkung. Gegeben sei das Anfangswertproblem r(y(a),y(b)) = y(a) — yo. Dann exis-
tiert genau eine Losung des Anfangswertproblems (z. B. falls f Lipschitz-stetig).

Komplizierter bei Randwertproblemen:

Beispiel. 3y’ +y =0,

Allgemeine Lésung:
y(t) = Cysint + Cy cost .

Randbedingungen:
(a) y(0)=0,y(5)=0 = y(t) =0, eindeutige Losung.
(b) y(0) =0,y(mr) =0 = y(t) =Csint, C € R beliebig, unendlich viele Losungen.
(¢) y(0)=0,y(r) =1 = # Lésung.

Betrachte wichtige Beispielklassen, die sich auf obige Standardform zuriickfiithren lassen:

§ 1.3 Eigenwertprobleme

Beispiel (eingespannte Saite). Auslenkung u = u(z,t), z € [0,1] (Ort), t > 0 (Zeit).
Wellengleichung
Pu  O*u

o Ox?
mit Randbedingungen u(0,t) = 0, u(1,t) = 0 V¢.




§ 1 Einfiihrung

Suche Losungen der Form
u(z,t) = y(x)sinwt , w unbekannt, ,stehende Welle*.
Finsetzen in die Wellengleichung;:
—y(z)w?sinwt = ¢’ (z)sinwt  Vt .
Mit A = w? erhalte:
y'+ly=0, y0)=0, y1)=0.

Mochte y # 0, weitere Randbedingung: ¢/(0) = 1. A € R unbekannter Eigenwert, y
Eigenfunktion. Fiihre A’ = 0 als weitere Differentialgleichung ein, damit: 3 Differential-
gleichungen, 3 Randbedingungen in Standardform:

N=0, y =z, 7 =-\y,
y(0)=0, y(l)=1, =2(0)=1.

(A = (km)?, k € Z lokal eindeutige Losung)

Allgemeiner:

Y = fly,\), A € R! unbekannte Parameter,
T(y(a)a y(b),A) =0 = )\ = 0 hinzufiigen.

§ 1.4 Probleme mit freiem Rand

Beispiel. 3’ +w?y = 0, w gegeben. y(0) = 0, y(b) = 0, y'(0) = 1. (Bestimme die Linge b
der Saite so, dass w Eigenfrequenz.) Setze £ = x/b, 0 < £ < 1, 2(£) = y(&b). Mit ' = d/d¢
erhalte:

1
b—22"+w2220, V=0,
2(0)=2(1)=0, 2 (0)=b.

(Losung: b = km/w, k € Z.)

§ 1.5 Periodische Losungen

v =fy),
tel0,77,

y(0) = y(T) ,
T =0.

T ist die unbekannte
Periode.

Satellit y]:
Y.

2

Zusitzliche Randbedingung: Beispielsweise y2(0) = 0 (aus physikalischen Uberlegungen).



Kapitel I Randwertprobleme gewohnlicher Differentialgleichungen

§ 2 Theoretische Grundlagen

Betrachte zunéchst lineare Randwertprobleme

{ Yy =Ctly+qt), telab],

Ay(a) + By(b) =1r . (I.1)

Hier gegeben
A, B,C(t) e R4 | r q(t) e R?

mit ¢, C stetig auf [a, b].
Sei R(t,s) € R¥4 Resolvente: Fiir das homogene Anfangswertproblem

Y =Clty, wyla)=uwo

héngt die Losung linear von yg ab.
Existiert die Matrix R(t,s) € R¥¢, dann ist y(t) = R(t, s)n Losung des Anfangswert-
problems

y=Cl)y, yls)=n.
R(t, s) ist Abbildungsmatrix der linearen Abbildung y(s) — y(t).

Eigenschaften der Resolvente:
(a) R(s,s) =1,
(b) R(t,7)R(7,s) = R(t,s) wegen
y(t) = R(t,s)y(s) = R(t,7)y(r) = R(t,T)R(7,8)y(s) ¥ y(s) =y € R’ .
Satz 1. Das lineare Randwertproblem hat genau dann eine eindeutige Ldsung, wenn
E := A+ BR(b,a) invertierbar.

Beweis. Fiihre das Problem zunichst auf die homogene Differentialgleichung (¢(¢) = 0)
zuriick. Sei z Losung des Anfangswertproblems:

{ 2 =Ct)z+q(t),
z(a) =0

Wegen der Linearitét ist y = z+w eine Losung von (I.1)), wobei w Losung des homogenen
Randwertproblems ist:
{ w =Ct)w,

Aw(a) + Bw(b) = r — Bz(b) .
Losung von w' = C'(t)w mit Anfangswert w(a) =: v ist w(t) = R(t,a)v. Wihle v:
R? > v Av+ BR(b,a)v =: Fv € R? .
Diese Abbildung ist genau dann bijektiv, wenn E invertierbar ist:
Ev=r— Bz(b) .
Die Losung von lautet dann y(t) = z(t) + R(t,a)v. O



§ 2 Theoretische Grundlagen

Bemerkunyg.

wobei ¢, p ,.klein® sind.
Die Existenz lasst sich mit dem Banachschen Fixpunktsatz zeigen.

Im nichtlinearen Fall ist es oft schwierig, die Existenz zeigen. Hier nur lokale Eindeutig-
keit.

§ 2.1 Lokale Eindeutigkeit
y = fty),
r(y(a),y(b)) =0,

wobei f, r stetig differenzierbar. Sei y*(¢) Losung des Randwertproblems.
Bezeichnung:

A= (@) )
B = 2 (), 4" 1)) |

o

auBlerdem linearisierte Differentialgleichung (Variationsgleichung)

/ 8 *
v = ai(t,y (t))v

mit Resolvente R*(t,s).

Satz 2. Fualls
E*:= A"+ B*R*(b,a)

invertierbar ist, dann ist y* lokal eindeutig. Das heifst, es existiert V* C U(y*(a)), sodass
V€ V* mit n # y*(a) die Losung des Anfangswertproblems

y =fty) .
yla) =n
keine Léosung des Randwertproblems ist.

Beweis. Betrachte das Anfangswertproblem

{ ylzf(tvy)y
yla) == .

Es existiert eine Umgebung V* C U (y*(a)), sodass das Anfangswertproblem fiir jedes
x € V* eine Losung in [a, b] besitzt. Wir nennen diese Losung y(t|x).



Kapitel I Randwertprobleme gewohnlicher Differentialgleichungen

' /\« y*(b)
* y*(a) L y(t‘l‘)

Y

F:xz € V* - R? ist eine Abbildung
z— F(z):=r(z,y(blz)) .
F erfiillt die Gleichung
F(y*(@) =r(y"(@).y"®)) =0,

weil y* Losung des Randwertproblems ist.
Ableiten nach dem Anfangswert x liefert

dy Of(ty) U af(t,y) dy

9 ox N oy Ox’
Oy(a) _ Oz _ .
ox  Ox
M o)
y(tlz) .
= aib _R(tva)7

, or or Ay (b|zx
F(a) = g (a,y(0)) + 5 (o,0) 21

= F'(y*(a)) = A*+ B*R*(b,a) = E* .

Laut Voraussetzung ist E* invertierbar. Mit dem Satz iiber die Umkehrfunktion folgt,
dass F' in einer Umgebung von y*(a) bijektiv ist. Aus der Bijektivitdt und aus

F(y*(a)) =0

folgt dann
F@)£0 & o4y
Somit ist y*(¢) eindeutig. O

10



§ 2 Theoretische Grundlagen

§ 2.2 Storung des Randwerts
Lineare Randwertprobleme
y'=Ct)y+a(t) ,
Ay(a) + By(b) =1,
g =Ct)g+at),
Ag(a) + By((b) =7 .

Ungestortes Randwertproblem: {

Gestortes Randwertproblem:

Setze
Ay(t) :==g(t) — y(t) , Ar:=7—r.
(Ay)" = C(t)Ay,
AAy(a) + BAy(b) = Ar .
Habe Ay(b) = R(b,a)Ay(a) und damit
Ar = AAy(a) + BR(b,a)Ay(a) = EAy(a) .
Nun mit Ay(a) = E~1Ar:

=

Ay(t) = R(t,a)Ay(a) = R(t,a)E~*Ar = R(t,a) E~ (AAy(a) + BAy(b)) ,
setze
E(t) := ER(t,a)"! = [A+ BR(b,a)|R(a,t) = AR(a,t) + BR(b, 1)
und damit schlie3lich

Ay(t) = BN () Ar = E7L(¢) <AAy(a) + BAy(b)) .

Konditionszahl fiir Randwertprobleme:

= ETY WA+ |ETT@®)B]) -
pi= max (1B @Al + 57 (0)B])

Konditionszahl fiir Anfangswertprobleme: (Ay(t) = R(t,a)Ay(a))

= R(t, .
@ = max [R(t.0)|

Beide Konditionszahlen kénnen von vollig unterschiedlicher GroBlenordnung sein.

Bemerkung. Nichtlineares Problem

i =f(t3)
r(9(a), 5(0) =7 .

Linearisierung (wie in Satz 2) Ay = g — y* erfiillt

Ay(t) = E"V () Ar + O(||Ar|?) .

11



Kapitel I Randwertprobleme gewohnlicher Differentialgleichungen

§ 3 Einfaches Schief3iverfahren

(englisch: single shooting)
Randwertproblem

{ y'(t) = f(t.y), tela]
r(y(a),y(b)) =0

unter Voraussetzung von §2 (lokale Eindeutigkeit). Sei
y* :[a,b] — R?

lokal eindeutige Losung des Randwertproblems.
Idee. Riickfithrung auf eine Folge von Anfangswertproblemen.

Man wihlt einen Anfangswert 2 € R?, 16st das Anfangswertproblem

{ y' = f(t,y)

yla) =2

und erhélt y(b|z). Dann bestimmt man iterativ (Newton-Verfahren) den Anfangswert x
so, dass

F(z) :=r(z,y(blz)) =0 (Nichtlineares Gleichungssystem im R%).
Ableitungsmatrix im Losungspunkt 2* = y*(a) (siche Beweis von Satz 2, §2):

F'(z*) = A* + B*R*(b,a) = E*

invertierbar

invertierbar. Das Newton-Verfahren ist lokal konvergent (Numerik I).
2 = 2F L AP mit F(aF)Axk = —F(aF) .

Hier:
F'(z%) = A* + B*RF(b,a) =: E* .

Linearisierung um y(-|z*):

or
k _ k k
A - aya ($ ,y(b|.’E ))
or
B* = —(a*,y(b|z")) .

oy
RF(b,a) ist die Resolvente zu v’ = CF(t)v mit C¥(t) = g—g(t,y(t\xk)). Somit:

EFAzF = —r(azk,y(b|xk)) .

12



§ 3 FEinfaches Schieverfahren

Berechnung von y(b|z¥): durch numerische Losung des Anfangswertproblems, z. B.
mit dem Runge-Kutta-Verfahren.

Berechnung von E¥: 2 Moglichkeiten.

(a) ,,Auflere” numerische Differentiation:

Byo— 9 abla
(B4)i5 = i)

T (a:k +6-e;,y(blzF +6 - ej)) — ri(xk,g(b,a:k))
~ 5 ,

—=xk

wobei y(b|xk+6-ej), 7(b, ¥) numerische Losungen mit derselben Schrittweitenfolge
sind, e; der j. normierte Basisvektor ist und schliefllich ¢ ~ ,/eps, wobei eps die
Maschinengenauigkeit bezeichnet.

(b) Lose linearisierte Gleichung (Variationsgleichung), oft vorteilhafter:

i

/ T(t2%)) - v: € R? ) ..
= ST € B ula) =

mit e; dem 4. normierten Basisvektor. Damit
RE(b,a) = (vi(b), ..., va(b))

und E¥ = AF + BERE(b, a).

Berechne A*, B*, 3—5 analytisch oder durch numerische Differentiation (,innere“).
Bei gleichem Aufwand verlasslicher.

Bei schlechten Startwerten: Verwende Newton-Verfahren mit Dampfung:

2 = 2 4 N Ay (0< A <1) — NumerikI.
Schieflverfahren: Randwertproblem — Folge von Anfangswertproblemen.

Nachteile (des einfachen Schief3verfahrens):
(a) Sehr empfindlich gegeniiber der Wahl des Startwerts x°,

(b) Anfangswertproblem kann schlecht konditioniert sein, obwohl das Randwertpro-
blem gut konditioniert ist,

(c) nichtlinear, oft unmoglich y(t|x) fiir den gesamten Bereich [a, b] zu berechnen.

13



Kapitel I Randwertprobleme gewohnlicher Differentialgleichungen

1
T 1<
Randwertproblem: r A

Beispiele. (a) 3 =42, y(0)=2z>0, y(tlx)=

Singularitat

y =% auf [0,0.99]
y(0) + »(0.99) = 101

Anfangswert der exakten Losung: y*(0) = 1.

Wihlt man Startwert z° > ﬁ, so liegt Singularitét in 2!

[0,0.99]. I L

Bei Wahl von 2° =~ 0.9 ist y(0.99) ~ 10 weit weg von y*(0.99) = 100. — Schwie-
rigkeiten mit dem Newton-Verfahren.

(b) Anfangswertproblem kann schlecht konditioniert sein, obwohl das Randwertpro-
blem gut konditioniert ist: siehe § 2. Schlecht konditionierte Anfangswertprobleme,
die im Newton-Verfahren gebraucht werden, kénnen also grofie Probleme verursa-
chen.

y' =100y, y(0)=1, yB)=e¢3=~936-10"1*.

Allgemeine Losung dieser Differentialgleichung;:
y(t) = C’le_mt + CQGIOt .
Losung des Randwertproblems:

y*(t) — e—lOt .

y<0) =1 ’ y,(o) =T,
10 — 10
T —10t + T 10t

= * = ! = —1
y(t) = o u (" = y7'(0) = ~10)
y(0) =1 _ y0)=1\| _Az( 1o _10t
yH (y’(O) e ae) | Vo) =2) | T0\& € ’
falls Ax/x* ~ eps und mit * = —10 sowie ausgewertet an der Stelle ¢t = 3:

e30

~ - eps A —5.34- 1012 . eps .

§4 Mehrzielverfahren

(englisch: multiple shooting)
Idee. Zusitzliche Unterteilung des Intervalls [a, b].

14



§4 Mehrzielverfahren

Wihle eine (geeignete) Unterteilung
a=tg<t1 <<t =0b
und gib an diesen Punkten die Werte vor:
T, L1y T € R? .
Lose m Anfangswertprobleme:

y, = f(tvy) fir t€ [tjathrl]
y(t

i) =
A
Bendtige
Stetigkeitsbedingung
-—  —
‘_/\
x1
{E(CL): o £\ \
CL’Q\ 'xm:w(b)
T
S | >
a=ty t to tin-1 tm:b

Bezeichnung: y(t|t;,z;).
Erhalte Losung des Randwertproblems, falls

Fo(xo,2m) == 1(x0,2m) =0,
Fj(:rj,xjﬂ) = y(tj+1|tj,:cj) —Tj41 = 0 5 ] = 0, e, M — 1.
Stetigkeitsbedingung:
‘Fj(xjaijrl) = y(thrl’t]vx]) —Tj+1 = 0, j=0,....m—1

Randbedingung:
Fr(xo,xm) = r(x0,2m) =0

Nichtlineares Gleichungssystem:

15



Kapitel I Randwertprobleme gewohnlicher Differentialgleichungen

Dimension (m + 1) - d. Lésung mit Newton-Verfahren unter Ausniitzung der speziellen
Struktur des Gleichungssystems.

Beispiele.

(a)

Singularitdten lassen sich durch 4
Einfiigen weiterer Zwischenstel-
len abfangen, z.B. setze neuen
Knoten, falls

[y (tlts, )| > 2[|s]l +1 .

Y

Betrachte wieder
"o _ __ =30

Sei x; = (y(tj) = uj,y'(t;) = v;)T das vorgegebenene Wertepaar fiir t = t;:

yl t|t;, y/(tj) = uy _ 10u; —v; o100t 10u; +v;  o100t—t))
Y (tj) =y 20 20
(¢

C(uiAuy\ ) (i)
tj’(ijrAUj)) y<t tj’(”j B
und fiir ¢;41 —t; = 0.1:

AU op—tyy | —10(t—t)) Avj ( qo(t—t;)  —10(t—t;)
= S (e e S (100 o ton))

~ Aujg + Avj% :

— Keine horrende Fehlerverstirkung, gute Ergebnisse.

Im Newton-Verfahren zu 16sen (lasse Iterationsindex weg):

Verwende nun R; = R(t;41,t;), die Resolvente von

sowie

16

of
U, = @(tay(t|t]’xj))v 9
or or
A= m d B=—(x0,zm) .
m (zo, Tm) un i (zo, Tm)



§4 Mehrzielverfahren

Erhalte damit

R[) —1I 0 Ax() Fo
R1 -1 A{Bl F1
+BRy 1 - Rpy —I Apos| | Fna|
—|—B . 0 Rm,1 -1 A.Z‘mfl Fm,1
| A B | Az, | | Fr |

alle unbeschrifteten Elemente sind 0.
Losung des linearen Gleichungssystems durch Block-Gauf-Elimination von unten (,,Con-
densing®). Erhalte in 1. Blockreihe:

A+B-Ry_1--Ry=: E,,
(fiir exakte Losung =7 = y*(t;) : Rp—1---Ro = R*(b,a)). Damit E;, = E* von §2,
invertierbar. Erhalte aus

EmAl'O = _(Fm + Bmel + BRmlem72 + -+ BRmfl T RIFO)

Az mit dem Aufwand von md?® + %3 Operationen.
Riickwérts einsetzen:
RoAxo - A:L'l == —FO .

Allgemein:
Am'j_H:RjA.%'j—f—Fj, ij=0,....m—1,

Rekursion md? Operationen.

Moégliche Instabilitéit: Fehler in Axg sei dg. Dann ergibt sich der Fehler von Az, zu

»=" auf exakter
Rmfl s RlRo(SO i R(b, a)(50 .

||R(b,a)| groB, falls Anfangswertproblem schlecht konditioniert.
Im Fall separierter Randbedingungen

ri(y(a)) =0€ R, (y(b) =0¢ R4

=(0) ()

Umordnen des Gleichungssystems, A; nach oben:

setze

Ay 0
Ry -1
Ry -1
Ry -1
| 0 Bs |

17



Kapitel I Randwertprobleme gewohnlicher Differentialgleichungen

Dies Bandmatrix der Breite 2d + [. Darauf kann das Gauf3-Eliminations-Verfahren mit
Spaltenpivotsuche angewendet werden — stabiler! Aufwand: O(md?).
Fasse zusammen: Newton-Iteration bei Mehrzielmethode.

(a) Berechnung von Fj und R; (j =0,1,...,m —1):

Lose das Anfangswertproblem

/
Yy = f(tay) auf [t‘7t'+1] )
{y( 7 Fy =y(tjmlty, z;) —z; ,

tj) =j ,
und die zugehorige linearisierte Differentialgleichung

of
Uz/' = @(tvy(t‘tj7xj))vi )
Ui(tj)zei, iZl,...,d,

— Rj = (vl, - ,Ud)(tj+1) = (’Ul(tj—l—l)a . 7'Ud(tj+1)) )

wobei e; den i-ten normierten Basisvektor bezeichnet.
Lose dies als ein Anfangswertproblem der Dimension d + d?.

Der Aufwand ist ungefihr wie beim einfachen Schiefiverfahren, im Allgemeinen
entsteht der Hauptaufwand in der Newton-Iteration.

(b) Lose lineares Gleichungssystem in O(md?®) Operationen, statt in O((md)?) Ope-
rationen, wenn man die Struktur nicht beriicksichtigt.

§ 5 Kollokationsverfahren

Randwertproblem:

y' = f(t,y) aufa,b],
r(y(a),y(b)) =0 unter Voraussetzung von §2.

Idee. (a) Suche Niherungslosung in endlichdimensionalem Teilraum von C|a, b].

(b) Verlange, dass die Differentialgleichung in endlich vielen Punkten erfiillt ist.

Unterteile a =ty < t1 < --- <ty =b.
Knoten ¢y, ..., cs € [0,1] alle verschieden, hj =t 11 —t;.

Kollokation: Suche u : [a,b] — R stetig, sodass u]|
mit

t;,t;41) Polynom vom Grad < s

(t) = f(tu(t))  fiirt =t +chy
r(u(a),u(b)) =0 Vi=1,...,s,
Vi=0,....m—1.

18



§ 5 Kollokationsverfahren

Kann aufgefasst werden als Mehrzielmethode, bei der in jedem Teilintervall das Anfangs-
wertproblem y' = f(t,y) auf [t;,t;11], y(t;) = x; ersetzt wird durch

()= f(tult)  firt=t;+chj,
u(ty) =j , (L2)
u Polynom vom Grad < s.

Im Folgenden sei j fest: Schreibe ¢y statt t;, h statt hj, yo statt z;.

Satz 1. Fir genigend kleine Schrittweiten h hat das Kollokationsverfahren (1.2)) eine
eindeutige Losung u. Der Endwert u(to+h) ist gleich dem Ergebnis des impliziten Runge-
Kutta- Verfahrens mit Koeffizienten c¢; wie gegeben,

1 C;
bj :/(; lj(a?) dx y CLZ']' :/0 l](x) dx s

wobei lj(x) das Lagrange-Polynom zu den (¢;), i =1,...,s, ist:
bey=1' Z7 aety=s-1. =[] L0
S Cs; = e - = S — s \r) = .
R U7 I T e e
i#]
Erinnerung. Runge-Kutta
S
yi=yo+hY b/, Y/ =flto+ehYi),
i=1
S
Yi=yo+hY ayY], (i=1,...,s).
j=1

Setze Y; = u(to + ¢;h), Y/ = u/(to + ¢;h).

Beweis. Nehme zunéchst Existenz und Eindeutigkeit des Kollokationspolynoms v an.
Zeige: u(tg + h) = y1 aus Runge-Kutta-Verfahren.
Da u/ Polynom vom Grad < s — 1 ist, gilt

u(to + xh) Zl j' (Lagrange Interpolation).

Habe
to+cih Ci
Y; = u(to + ¢ih) = u(ty) + / o' (t) dt = u(to) + h/ u'(to + zh) da
to 0
—Z/0+h2/ x)dx - Y’—yo—i-hZawY’
7j=1
ebenso
u(to + h) —yo—i—hZ/ ) dx - Y’—yo—l—thY’fyl.
7j=1

19



Kapitel I Randwertprobleme gewohnlicher Differentialgleichungen

Umgekehrt: Gehe vom Runge-Kutta-Verfahren aus. Dieses hat fiir geniigend kleine h
eine eindeutige Losung (Satz iiber implizite Funktionen).

Definiere u(t) als Interpolationspolynom durch (¢g,yo) und (to + ¢;h,Y;) fiir i = 1,...s.
Das so erhaltene u ist dann Kollokationspolynom. O

Satz 2. Fir den Fehler des Kollokationspolynoms u(t) gilt
u(t) =y(t)+ O (hSH) gleichmdfig fiir t € [to, to + h]

und fir die Ableitungen (k=1,...,s)
u® (1) = y® (@) + O (h5+1_k) gleichmdfSig fir t € [to,to + h] .

Beweis. Verwende (wieder mit Lagrange-Interpolation)

Cq

s s c ¢ S L

_ 1 _ 7 _ ‘rk Ci
Zaijc;‘? I:Z/ lj(m)dx-cg? 1:/ le(x)c? lda::? =4
j=1 j=1"0 0 j=1

0

N————
k1

bei der Taylor-Entwicklung von y(tg + ¢;h) fiir kleine h, wobei y(to) = yo:
h? c;
y(to + cih) = yo + hegy' (to) + 30129”(750) +ot jhsy(s) (to) + O(h**)

s s
= 1Yo + hz aij y/(to) -+ h2 Z aijcj y”(to) + -
j=1 j=1
SN—— SN———
=C; 262/2

(s —1)! =
5/
- / " h(s_l) s—1, (s) s
= w0+ h ) ay /() +hejy" () + - i)y (to) + O
j=1 :

=y’ (to+c;h)+O(h%)

=19yo + hZaijy'(to + th) + O(hs+1) .
j=1

Andererseits habe auch

S
Yi=yo+h) aiY],
j=1

20



§ 5 Kollokationsverfahren

also:

y(to + c;h) —hZaU (to + ¢jh) = Y]) + O(h*™)

Dlﬂerentlalglelchung ||%|| SL”y(tO —‘,—Cj h) —Y} ||
Runge-Kutta fiir Y
é hzazg ( t0+th,y(t0+th)) _f(t0+cjha}/})) +O(h’8+1) )

wobei L die Lipschitz-Konstante von f ist. Bringe nun die Summe auf die linke Seite.
Dann folgt schlieflich fiir AL geniigend klein Y; — y(to + ¢;h) = O(h**1) und

Y] — o/ (to + cih) = f(to + cih, Vi) — f(to + cih,y(to + cih)) = O(h*T) .

Weiterhin

s

v (to + xh) — /' (to + zh) = Z Li(z) (Y] — 9/ (to + ¢;h))
i=1

O(hs+1)

s

+ > L)y (to + cih) — ¢ (to + xh)
=1

Interpolationsfehler O(h®) gleichmifig fiir z € [0, 1],
sogar mit glatter Funktion F (ohne Beweis) = hSE(z, h).

Damit
t
u(t) —y(t) = / (W (7) =y (1)) dr = O (h*T1) | gleichméiBig fiir t € [to,to + h]
to Y————~—
O(h)

und durch (k — 1)-maliges Differenzieren nach z
Rl (u(k) (to + zh) — y®) (to + :):h)) — O(h*) . O

Bei Verwendung in der Mehrzielmethode interessiert der Fehler am Endpunkt g + h
(bzw. tj+1, ausgehend von t;).

Satz 3. Die Quadraturformel zu den Knoten (¢;), i =1, ..., s,

1 s
/ g(r)de = 3 big(e:)
0 i=1

habe die Ordnung p (d.h. exakt fir alle Polynome vom Grad <p —1).
Dann hat das Runge-Kutta- Verfahren von Satz 1 die Ordnung p, d. h.
u(to +h) = y(to +h) = O(AP*) .

Kurz: Das Kollokationsverfahren hat dieselbe Ordnung wie die zugrunde liegende Qua-
draturformel.
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Kapitel I Randwertprobleme gewohnlicher Differentialgleichungen

Giinstige Wahl der Knoten ¢;: Die Gaufische Quadraturformel hat die Ordnung p = 2s
(verschobene Legendrepolynome).

Beweis. Anfangswertproblem y/(t) = f (t, Y
Habe fiir Kollokationsverfahren u'(t) = f(¢
fir i = 1,...,s (Kollokationsbedingung).
Betrachte Homotopie

(t )7 y(tO) = Yo-
,u(t)) +d(t), u(to) = yo mit d(to + c;h) =0

2= f(t,2) +7d(t), 0<7 <1 Parameter, 13)
Anfangswert yo = z(to, 7) . .
Losung bezeichnet mit z(¢, 7), habe z(¢,0) = y(t), 2(t,1) = u(t):
19z
u(t) —y(t) = z(¢,1) — 2(¢,0) = —(t,7)dr .
0 (97'
Zur Berechnung von % differenziere nach 7:
/
<g7z-> = (;:J;(t’ z(t,7)) gi +d(t) lineare Differentialgleichung
—————
=:Cr(t)
0z
—(t =0.
87'( 0,7) =0
Sei R, (t,s) Resolvente hierzu, daraus (siche Ubungsaufgabe 1b):
t
gj_(t,T) = /to R, (t,s)d(s)ds .

Setze oben ein, vertausche Integrale:

to+h 1
u(to+h) —y(to+h) = / / R (to+ h,s)drd(s)ds
to 0

g(s)

=h_big(to + c:h) +hPH E(g, h)
mit [[E(g, h)[| < Cmaxg, oo llg® (8)]| wegen d(to + cih) = 0.

Alle Ableitungen von u sind unabhéngig von h beschrinkt. Dann sind alle Ableitungen
von d unabhéngig von h beschrinkt (Satz 2). Dann sind auch alle Ableitungen von z, R,
unabhéngig von h beschréinkt. Schliefllich sind dann alle Ableitungen von g unabhéngig
von h beschrénkt.

Somit: u(tg + h) — y(to + h) = O(hPT1) . O

Mochte Konvergenz des Kollokationsverfahrens fiir Randwertprobleme bei feiner wer-
denden Unterteilungen a =tg < -+ < t,,, = b:

h = max|tj;1 —t;| = 0 (dann auch m — o0) .
J

Brauche dazu Erinnerung;:
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§6 Konvergenz des vereinfachten Newton-Verfahrens
§ 6 Einschub: Konvergenz des vereinfachten Newton-
Verfahrens

Nichtlineares Gleichungssystem F'(z) =0, F': D C R" — R"”
Vereinfachtes Newton-Verfahren: 2° gegeben, J ~ F'(a2)

P = 2P 4+ AP mit J-Azk = —F@F) (k=0,1,2,...) .
Satz 1. Sei D C R™ offen und F : D — R" stetig differenzierbar. Sei x° € D und gelte
(a) |Az°|| < a (Definition von «),
() I —JLF(z)]| <y<1Vx €D (vertrigliche Matriznorm zu ||-|| auf R™).

(¢) Fir p=a/(1—7) sei B(z°,p) C D, wobei B(z°,p) := {x € R" ‘ |z — 2% < p},
eine abgeschlossene Kugel vom Radius p um x°.

Dann bleibt die Folge (z¥) des vereinfachten Newton-Verfahrens in B(2°, p) und konver-
giert gegen eine Nullstelle x* von F. Diese ist die einzige Nullstelle in B(x°, p).
Es gilt

k41— b <yt =T und o 0t < e k)

Beweis. Banachscher Fixpunktsatz angewandt auf (siche Numerik I)

" = p(2F) mit ¢z) =2 - JIF (). O

§ 7 Konvergenz von Kollokationsverfahren fiir

Randwertprobleme
v = f(t,y) auf [a,b], Randwertproblem unter Voraussetzungen von § 2,
r(y(a),y(b)) =0, f, r geniigend oft differenzierbar.

Knoten 0 <¢; < --- <ecs < 1.
Unterteilung a =t < t1 < --- <t = .

Kollokation: Suche Néherungslosung v mit

\[t],t]H] Polynom vom Grad < s Vj=0,...,m—1,
= f(t,u(t)) firt=t;+c(tip—t;) ViundVi=1,...,s,
=0.

7“( ( ), u(b))

Fehler u(t) —y(t) =7
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Kapitel I Randwertprobleme gewohnlicher Differentialgleichungen

Bezeichnung: h :=max;|t;{1 — t;|, die maximale Gitterweite (— 0).
Falls dquidistant: mh = b — a, betrachte allgemeine Gitter mit mh < const.

Satz 1. Voraussetzungen wie oben. Die Quadraturformel zu den Knoten c¢; habe Ordnung
p > 1. Dann existiert eine lokal eindeutige Kollokationslosung u mit

|lu(t) —y(t)]| < C-h" mitr=min(s+ 1,p) gleichmdfig firt € [a,b],
lu(t;) —y(t;)]| < C-hP Vj=0,...,m, ,Superkonvergenz“ in den Gitterpunkten.

C unabhdngig von Unterteilung mit mh < const.

Beweis. Das Kollokationsverfahren ist eine Mehrzielmethode, bei der in jedem Teilinter-
vall die exakte Losung des Anfangswertproblems durch einen Schritt des Kollokations-
verfahrens (Runge-Kutta-Verfahrens) ersetzt wird.

Bezeichne u(t|t;, z;) die Kollokationslosung des Anfangswertproblems.

u Polynom vom Grad < s ,
u(t) = f(tut) firt =t 4 ¢tz — ;)
u(ty) = xj .

Vergleiche mit der exakten Losung des Anfangswertproblems y(t|t;, z;).

Gleichungen:

Stetigkeitsbedingung (j =0,...,m —1):
Fj(zj,xj1) = ultinlty, o)) — i1 =0
Vergleiche Mehrzielmethode Fj(z;,xj4+1) = y(tj11ltj, z;) — zj41 = 0.

Randbedingung;:

Fo(zo, ) = r(zo,2m) =0 .

Zu l6sen: . . ) )
Fz)=0 mit F=(Fy,....E)", z=(z1,...,20)" .

Wende darauf das vereinfachte Newton-Verfahren mit Startvektor z° auf der ezakten
Losung y des Randwertproblems an (nur zur theoretische Untersuchung, nicht fiir die
praktische Berechnung!).

Startvektor:

20 = (29,207 = (y(to),- -, y(tm))" -

1. Tteration ~
et =2+ Az® mit JAL? = —F(2) .

Wihle
J=F'(2) fir F=(Fy,...,Fp)

von §4, Mehrzielmethode (nicht F'(x0)).
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§ 7 Konvergenz von Kollokationsverfahren fiir Randwertprobleme

Wissen aus §4: J invertierbar. Zeige unten im Hilfssatz 2:
177 oo = O(m)

|||l oo ist die von der Maximum-Norm induzierte Matrixnorm.
Die rechte Seite in der Gleichung fiir Az lautet —F(z9).

Satz 3, §5
1 :
Fy( 2§, @) = ultjalty, y(t) — y(tje) = O j=0,....m—1,
—~— Hf—f
y(t;) y(tjs1) (]+1|t], )
Fyn (g, 2p,) = r(y(a),y(b)) = 0.
Damit: mh < const

182° o = [T E(20)loo < 17 Hloo - [1E'(2”) [loo < O(m) - O(RPTH) % O(n?) .
Untersuche nun ||[I — J~'F’(x)||. Durch Taylorentwicklung folgt

F'(z) = F'(2°) + O(||Jx — 2°||) fiir |# — 2°| < CohP? und Cj geniigend gro8.
Habe

Rl —~I
Ry, —-I 0
F'(2%) =
0 Ry —I
._A B -
mit A = £ (y(a),y(b)), B = L= (y(a), y(b)) und

Erinnerung. u(tj11) = y1 aus Runge-Kutta-Verfahren der Ordnung p. Schreibe hier ¢,
statt ¢;:

yi= o +hY bif(to+chY:),
N -

hier: y(t;) =1 Y/

(3

Yi=yo+hY ai f(to+c;hY;) i=1,...,s
—_——

Jj=1 ’
Y;

Fasse y1, Y; als Funktionen des Anfangswerts yg auf, leite nach yq ab:

oy . Of 9Y;
—— =1+h bift +Cih,YE s
Yo ; 39( ’ )3y0

0Y;
dyo

oY; . Of
8yg:[+h2aija (to + ¢jh, Vi) =2
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Kapitel I Randwertprobleme gewohnlicher Differentialgleichungen

Habe: Rj = 0y1/0yp. Dies ist dquivalent zur Anwendung des Runge-Kutta-Verfahrens
auf das Anfangswertproblem

y' = f(t,y), Anfangswert y(t;) ,

of
R =—(t,y)-R, R(t;)=1I
ey R, R
mit exakter Losung y(t), R(t) = R(t,t;) Resolvente. Runge-Kutta-Verfahren hat Ord-
nung p, daher R; = R; + O(hP*1) mit R; = R(tj11,t;) wie bei Mehrzielmethode.
Mit

'(’)(thrl) 7
O(hP+) 0
F/(ZL‘O)—F,(ZL'O) — = M
=7 0 O(hrtl)
- 0_

und wieder mit Hilfssatz 2 (||J !l = O(m)) sowie mh < const habe

=0
I—J ' F(z)=1T-J" (F’(:c) —F'(z%) + F'(2°) — F'(2°) +F’(x0)>
N——
=M =J
— 7 _ 7Y _ 0V -1 _
=I1—J ' (F'(z) - F'(2")) J M I
O(|Jz—20||) O(m)-O(hPT1)=0O(h?)

= |- J ' F (@)l = O(|lz — 2°||) + O(R?) .
Damit ist Satz 1 aus §6 iiber das vereinfachte Newton-Verfahren anwendbar. Erhalte
mit o, vy, p = O(h?), D = E(:Uovp): N
Es existiert genau eine Losung x* von F(x) = 0 mit ||2* — 2°|| < p = O(hP).
Wegen 2} = u(t;) und 1‘9 = y(t;) folgt [|u(t;) — y(t;)|| = O(hP) und weiterhin folgt fiir
t € (tj,tj41):
lu(t) =yl = llu(tlt, ut;)) —y(tlt;, y(t))|
< lu(tlty, w(ty)) = wltlty, y(t) |+ llu(tlt;, y(t;)) =yt y(t)
< const - u(ty) — y(t)]| + O+
——
Satz 2, §5
< ORP) + O(h*™) = O(h") mit 7 =min(s+1,p) . O

Fiir vollstéindigen Beweis brauche noch den Hilfssatz, dass ||J ||« = O(m) gilt. Dieser
folgt nun noch.
Sei E(t) = A- R(a,t) + B - R(b,t) die invertierbare Sensitivitdtsmatrix (siehe §2) und

Git.s) = E(t)"'AR(a,s) , s<t,
TN B BR(b,s), s>t
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§ 7 Konvergenz von Kollokationsverfahren fiir Randwertprobleme

die Greensche Funktion (siche Ubungsaufgabe 2) des entlang der Losung y(t) linearisier-
ten Randwertproblems:

v = g‘;j(t,y(t))v ,

Av(a) + Bu(b) =1 .

Hilfssatz 2
Goo -+ Gom-1 |—E(t)!

GmO Gm,m—l _E(tm)_l

mit ij = G(t]’,tk+1).
Die Eintrdge von J~' sind somit unabhingig von der Unterteilung des Intervalls be-
schrdnkt, damit

1T oo = maxZ} ikl = O(m) .
Beweis. Losung von J - Az = —F ist (Ubungsaufgabe 6, folgt aus §4)

Azj = ZGJZFI E;'Fp j=0,...,m,

Ej=ARy'---R! + BRy 1+ R; ,

-1 -1 -1 .
G — E;'ARG' R 1<j,
7 \-E;'BRuy-- Ry, 127,

wobei Ro R]_ =1 fir j=1und Ry,_1---Rj :=1I fiir j = m gelten soll.

Da J = F'(2°) mit 2° auf exakter Losung y(t), ist hier

Ry—1- Rj = Rtm,tm—1) - R(tjz1,t;) = R(\tnj_/, tj) = R(b,t;) ,
=b
Ry'-+ R = R(ty,to) ™"+~ R(tj, tj-1) ™" = Rlto, t1) -+~ R(tj1,1;)
:R(\ted’tj) :R(a7tj) )
=a
damit F; = E(t;) und

o — E(tj)_lAR(a,tl+1) s l < ] , B '
Gt = { —E(t;)"'BR(b,t;11), 1>j, [ G(tj, ti1) - O
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Kapitel I Randwertprobleme gewohnlicher Differentialgleichungen
Bemerkungen (zusammenfassend).

e Einfachschielverfahren: m = 1.
Viele Integrationsschritte (z. B. Runge-Kutta) auf [to, 1] = [a, b].
Sehr empfindlich gegeniiber der Wahl der Startwerte.

e Mehrzielverfahren: Typischerweise wird m eher klein gehalten und mithilfe ein
Wachstumskriterium an den Losungsverlauf angepasst.
Mehrere (~ viele) Integrationsschritte je Teilintervall.

e Kollokationsverfahren: m grofi und meist durch Schrittweitensteuerung, wie beim
Runge-Kutta-Verfahren fiir Anfangswertprobleme, festgelegt.

Ein Integrationsschritt je Teilintervall.

Programme z.B in netlib, elib, nag.
Bei allen Verfahren sind ,, gute” Startwerte fiir die Newton-Iteration wichtig.
Oft durch Homotopie beziiglich Parametern in den Gleichungen.

Beispiel (Kapillare).
bp=m/2, y(r)=0

Nehme dies als Startwert fiir 6 = 1.4.
Lose Randwertproblem fiir

91>92>"‘>(9,

wobei 6 dem gewiinschten 6 entspricht.

Betrachte noch wichtige Problemklassen, die auf Randwertprobleme (in Standardform
oder anders) fithren:

§ 8 Variationsprobleme

Wohlbekannt: Minimierung einer Funktion von einer oder mehreren reellen Verin-
derlichen z1, ..., z,.

Suche z = (21,...,2,)T € R?, sodass F(z) = min! (F : R* — R € C1).

Notwendige Bedingung: F’'(z) = 0, d. h.

OF
8.7}1'

(X1,...,2n) =0.
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§ 8 Variationsprobleme

Jetzt: Minimiere Funktion von Kurven (,Funktional®).
Suche y : [a,b] — R? mit vorgegebenen Endpunkten y(a) = y, und y(b) = 1, sodass

b
@@)::/Lﬂtyﬁyy%ﬂ)ﬁ—anﬁm (1.4)

®: Teilmenge von C'la,b] — R, f: R x R x R? — R.

Beispiel (Johannes Bernoulli 1696, Brachystochronen-Problem). Suche die Kurve von
Py nach P, sodass der Massenpunkt, der infolge der Schwerkraft entlang der Kurve

gleitet, in kiirzester Zeit den Endpunkt P; erreicht.
P

0
m

I

P

1

Beispiel. Suche die kiirzeste Kurve im R® (schwieriger: auf Fliche im R?), die zwei
Punkte verbindet:

b
min/ \/y’l (1)2 4+ vh(t)% + y4(t)? dt | (Gerade).

Suche eine Bedingung fiir die Minimumkurve analog F’(z) = 0. Sei y Losung von ([L.4).
Betrachte nun mit Lagrange (1755) die ,Variation“ von y, d.h. die Kurve y + Jy mit
denselben Endpunkten und mit dy(a) = dy(b) = 0.

y+oy

Betrachte die eindimensionale Minimierung von F'(e) = ®(y + €dy), € € R (nahe 0). Da
y die Lésung von ist, liegt das Minimum bei € = 0, also muss F’(0) = 0 sein, d. h.

b
:éiﬁml.ﬂumw+f@@%M@%+¢y@D“

b
—A{?ﬂw@@w%@@+gﬂw®d@fW@}ﬁ

——
T

0

wird nicht partiell integriert |

partielle
Integration

b
1 f v oy 40f of .
_ll{%m%w ﬁ%ﬁWW)@@ﬁ+%ﬁwwﬁ%

| S ——
=0
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Kapitel I Randwertprobleme gewohnlicher Differentialgleichungen

weil die Endpunkte y(a) und y(b) fest sind: dy(a) = dy(b) = 0. Dies gilt fiir ,,beliebige*
Variationen dy.
Vermute, dass {%} = 0. Tatséchlich:

Satz 1. Sei y € C%[a,b] Minimum des Variationsproblems ([.4) mit zweimal stetig dif-
ferenzierbaren f: R x R? x R — R.

Damit gilt
8 / d 8 /
o (L (0./(0) - 55 (0. () =0 Vee ],

bezeichnet als die Euler-Lagrange-Differentialgleichung. Sie ist notwendige Bedin-
gung fir ein Extremum.
Kurz:

d

fy_ﬁfy’zo'

Bemerkung. Die Kettenregel liefert

Jy = Fyt — fyg — fyyy” =0, Differentialgleichung 2. Ordnung,
y(a) , y(b) fest vorgegebene Randbedingungen.

Falls f,,s invertierbar, erhalte Randwertproblem in Standardform.
Numerisch ist es oft giinstiger, nicht auszudifferenzieren!

algebraische* Gleichung,

/
y ==z, . . .
Y = £ty 2) } Differentialgleichung, differentiell-
Yr\m I algebraisches
nichtlineare Gleichung,
0=p— fy(ty,2) 7} g System,

y(a) =ya, yb)=us.

Beweis (des Satzes). Die Voraussetzungen an y und f garantieren, dass obiges Vertau-
schen von Differentiation und Integral zuléssig ist.

Die Behauptung folgt dann mit 0y(t) = h(t)e;, i = 1,...,d, e; dem iten normierten
Basisvektor und h(t) € R, aus folgendem Hilfssatz: g

Hilfssatz 2 (,Fundamentallemma der Variationsrechung®). Falls fiir eine stetige Funk-
tion g : [a,b] — R gilt, dass

/bg(t)h(t) dt =0

Y stetig differenzierbaren Funktionen h : [a,b] — R mit h(a) = h(b) = 0, dann ist
g(t) =0Vt € la,bl.

Beweis. Seit* € (a,b) beliebig. Wéhle nun h = hs > 0 und hs = 0 auBlerhalb (t*—4, t*+9)
(h sei im Wesentlichen um ¢* konzentriert). Betrachte dazu die Fliche F, fiir die gilt:

F:/hg(t)dt>0.
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89 FErinnerung: Gauf-Newton-Verfahren

Habe

nach
Voraussetzung

b t*+0
o L [mwa= | ot hatt) dt

fiir ein 7 € [t* — §,t* + §]. Daraus folgt g(7) = 0.
Lasse nun 0 — 0. Daraus folgt 7 — ¢* und damit g(7) — g(t*). Mit der Stetigkeit von g
folgt g(t*) = 0 Vt* € (a,b). Also ist g(t) = 0 Vt € [a, b]. O
89 Erinnerung: Gauf-Newton-Verfahren

e Lineares Gleichungssystem Ax = b, A € R™" invertierbar, b € R™.

e Nichtlineares Gleichungssystem f(z) = 0.

Das Newton-Verfahren
2* = 2P 4 Ak mit JFAZF = — f(2F)
konvergiert lokal quadratisch: e**1 < C - (e¥)2.
o Uberbestimmtes lineares Gleichungssystem Az ~ b:

|Az — bl =min!, AeR™"™  beR", m>n
& ATAz=ATb (Normalengleichung).
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Kapitel I Randwertprobleme gewohnlicher Differentialgleichungen

e Nichtlineares f : R" — R™ m > n,
I/ (#)]]2 = min!
Sei z* Losung, x nahe x*, schreibe z* = x + Az

7)) = 17+ Aa)| = |[7(x) + @) Ax -+ O(Aal?) |

minimal
f! (ac) vernachldssige

Lose lineares Ausgleichsproblem.

GauB-Newton-Verfahren 2 gegeben, iteriere fiir k = 0,1,2,...
2= 2% 4 Ak mit HJ Ax + f(z H2 = min!

Dies ist eine Folge von linearen Ausgleichsproblemen.

Konvergenz?

Satz 1 (siche Numerik I). Fiir den Fehler & = x*F — z* gilt
k+1 _ T -1 TN\ k k2
==L )T I .+ Ol

nxXmmxn nxm mx1

Der erste Term ist linear in eF:

L= Bek + O(fle"]?)

Das Gauf-Newton-Verfahren konvergiert lokal linear, falls |B|| < 1 erfillt. Dies
ist erfillt, falls ||f"|| - || f]] klein.

Beweis. Siehe Numerik I. O

§ 10 Parameteridentifizierung bei Differentialgleichungen

Beispiel (aus der Chemie: Zerfall von Ozon).
O3 + 02 OO +202 ,
O3 + Oo — 202 .
p3

Massenwirkungsgesetz liefert Differentialgleichung fiir Konzentrationen:
y1=1[00], 3 =1[02], y3=[Os], inmolcm ®.
yi(t) bezeichne die Konzentration von O; zur Zeit t:

/ 2
Y1 = +DP1Y2y3 — P2Y1Ys — P3Y1Y3
Yh = +p1y2ys — p2y1y2 + 2p3y1y3

/

Y3 = —P1Y2y3 +p2y1y2 — P3Y1y3 -
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§ 10 Parameteridentifizierung bei Differentialgleichungen

Bemerkung. Gesamtmasse 1 -y + 2 - yo + 3 - y3 = const.

,»Direkte Simulation*: Bei bekannten Parametern p; und gegebenem Anfangswert
yi(to) 1ose das Anfangswertproblem numerisch.

sInverses Problem‘: Bestimme aus gemessenen Konzentrationsverldufen die unbe-
kannten Parameter p;.
Allgemein: Differentialgleichung y' = f(¢,y, p) mit unbekannten Parametern

p:(pl,...,pq)TERq (f :RxR%xR? — RY) .

A
[ ]
771. 772 ° °
7700 N e o °® Thi
)
L4 °
| | | | | | b L | | | | >
T T T T T T T T T T T 4
Ty Ty Ty Ty

Vorgegebene Messpunkte (7, 7;)i=0,....M

a=1p< < - <Tp=b, mERd.

»Inverses Problem*: Bestimme Parameter p € R? und Lésung y : [a,b] — R? der
Differentialgleichung y' = f(¢,y, p) mit

M
> lly(ri) — i) = min!
i=0

Mehrzielmethode: Unterteilung {to,...,tm} C {70,...,7as}, 1. A. ist m < M.
Mit m = 3, M = 15:

A

A4
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Kapitel I Randwertprobleme gewohnlicher Differentialgleichungen

Bezeichnung: y(|t,z,p) Losung von y' = f(¢,y,p) zum Anfangswert y(t) = x.
Habe wieder Stetigkeitsbedingungen:

y<tj+1’tj7xj7p)_'rj+1:07 j:O77m_1

Unter diesen Nebenbedingungen suche

M
ZHZ/(Ti\tj,xjap) — 74]|3 = min! ,
=0

wobei j = j(i) so, dass t; < 13 < tjiq.

Erhalte:

-1
F(z,p) =0, F(z,p) = (y(tjlty, 25,0) — 2j11) g
. M
||7“($,p)”% = min! , T(l‘,p) = (y(7—1|t]7$]ap) - 771')@':0 :

Dies ist ein nichtlineares Gleichungssystem gekoppelt mit einem nichtlinearem Aus-
gleichsproblem.

Lose numerisch durch Kombination von Newton und Gauf3-Newton:
A= p AR 2= (x,p)T € R +)d+a

wobei Az¥ Losung des linearen Problems

Newton : F'(Z%) - Ak = —F(2F) |
GauB-Newton : |7/ (2*)Az* 4 r(2*)||3 = min!
und weiter
, OF OF OF
=2 ()
0z ox’ Op

Erhalte (lasse den Iterationsindex k weg)

[Ro(t1) -1 Py(t1) | [ Ao Fo
Rl(tg) —TI 0 Pl (t2) : :
0 : Az, :
L Rm—l(tm) —1 Pm—l(tm)_ Ap Fm_1
M
> I R;(rs)Awj + Pi(r:)Ap + ;|3 = min! ,
=0
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§ 10 Parameteridentifizierung bei Differentialgleichungen

wieder mit j = j(i) so, dass t; < 7; < t;+1. Dabei ist (siehe Ubungsaufgabe 9)

0
R;j(t) = =—y(t|tj,zj,p) die Resolvente zu o' = C}(t)v

8.1‘j
] 0

d. h.
R; = CjRj mit Rj(tj) =1,

und weiterhin ist

o) iy of
Pj(t) = a—py(ﬂtj,xj,p) Losung von PJ/- = C;P; + a—p(t,y(ﬂtj,:zj,p),p) ,
Py(t;) =0.
Lésung des linearen Teilproblems: Habe fiir u = (Axy, ..., Az,,, Ap)” Problem
der Form
HAu — c“i = min! ,
unter Nebenbedingung Bu =d, A, B schwach besetzt.
Setze v = ¢ — Au, schreibe um als
1 1
—vTv = Z||v||3 = min!
2 2

unter den Nebenbedingungen
Au4+v=c und Bu=d.
Erhalte mit Lagrange-Multiplikatoren (j, \)” zunichst die Lagrange-Funktion

1
L(v,u) = 5”0”3 + AMBu—d) + p(Au+v —c¢)

und aus den Ableitungen % = 0 und % = 0 die folgenden dquivalenten Gleichungssys-
0 0\ [(u n AT BT\ (pu {0
0 I)\v I 0 A) o \0)
A I\ (u\ [c
B 0)\v) \d

bzw.
0 0o AT BT U 0
01 I 0 v| o
AT 0 0 ul e
B 0 0 0 A d

Grofle schwach besetzte Matrix

Lose mit ,,sparse solver”, z. B. netlib: MA28, MA47.
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Kapitel 11

Elliptische partielle Differentialgleichungen:
Einfiihrung

§ 1 Lineare partielle Differentialgleichungen 2. Ordnung

§ 1.1 Potentialgleichung als Beispiel einer elliptischen partiellen
Differentialgleichung

Erinnerung. Gewdhnliche Differentialgleichung 2. Ordnung

d2y

a2 = @(tay) )

dazu Anfangsbedingung oder Randbedingung.

Wichtige Anwendungsklasse: Variationsprobleme.
Minimiere Funktion von Kurven:

b
/ f(t.y(t),y'(t))dt = min!

mit festen Endpunkten y(a), y(b).

Jetzt: Minimiere Funktion von Fldchen.

Beispiel (Minimalflichenproblem). g vorgegeben
Suche die Flache mit dem minimalem Flachen- N
inhalt, die durch eine vorgegebene geschlossene
Kurve im R? berandet wird (Seifenblase). Die zu
minimierende Fliche ist in der Abbildung grau
schraffiert.

Punkte auf der Flache:

(21,20, u(z1,22)) fiir (21,22) €QCR?. B R

’ Q0 *zpz)
Punkte auf der Randkurve: w

(ml,xg,g(ajl,xg)) fir (x1,29) €0Q=:T.
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Kapitel II Elliptische partielle Differentialgleichungen: Einfithrung

Minimiere den Flacheninhalt

/Q\/1 + (5;1)2 (w1, 22) + (;;2)2 (z1,9) d(z1,72)

unter allen (stetig differenzierbaren) Funktionen u : Q — R, fiir die gilt

u(z1,x2) = g(x1,22) V(r1,22) €T .

Falls nur kleine Hohenunterschiede, beniitze

1 1
1/1+u%1—|—u§2%1+§u§1+5u3¢2+---

als Ndherung. Minimiere
1.y 2
1+ 5 (uz, +u3,) | d(zi,z2)
Q

unter der Randbedingungen u = g auf I'. Dies entspricht der Minimierung

/Q; <(§;>2 + <§;‘2>2> Ay, ), ulzn,ws) = glar,29) (w1, 29) €T .

Wie in Kapitel I, § 8 betrachte Variation:

F(@:/Ql <<8(Zl(u+6v)>2 (832(u+ev)>2> do

fir v : @ — R € C! mit v(z) = 0 Vo € I'. Fiir die Minimalkurve u muss gelten
F'(e =0) =0. Also:
1 2 2

d
0=F'(0) = /Q - (ufc1 + 2€t,, vy, + € vxl + ugc2 + 2€Ugy Vg, + € vm) dz

de 2
- ou o o],
o Q 63:1 (9:61 8%2 8%2

A

LT l T

Brauche nun die zweidimensionale Version der partiellen Integration.

Greensche Formel:

gi / f(x)g(x)n; do(x

ny(z)
n(r) =
(«) (n o)
der duflere Normaleneinheitsvektor an der
Stelle x € T ist. I'=002

wobel
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§ 1 Lineare partielle Differentialgleichungen 2. Ordnung

Die Kurve I' ist parametrisiert durch

0,1] > ¢ — x(t) ‘””)er,
xgt
1
/ /gp(x \/T()th
T 0
1

n— +ab,
a2 \ )
i 2

Damit (beachte v = 0 auf I):
oo [ (e tuiny,
0 8331 8%1 8582 8:]52
partielle Integrdtlon

l’/ _ _{_7” d _/ @4_@ d
axlvnl xQUTLg o o ax% 895% v ax

Vv € CH(Q) mit v = 0 auf Q.
Schliefle mit der zweidimensionalen Version des Fundamentallemmas der Variationsrech-
nung auf die zugehorige Euler-Lagrange-Gleichung;:
d%u 0%
a 2(1.17'1.2) W:O v(xlva) GQ 9
2

Randbedlngung: u(z1,z2) = g(x1,22) V(z1,22) €T .

Schreibe kurz mit Au = & + %
2

0z2
Au=0 inQ, Potentialgleichung
{ u=g aufl,
auch fiir \
R3 D Q3 (x1,29,23): Au= @
— Ox?

Beispiele. e Elektrostatik: u Spannung (Potential),
e Temperaturverteilung eines Korper bei gegebener Randtemperatur: « Temperatur,

e Diffusion: Gleichgewichtskonzentration eines diffundierenden Stoffs bei gegebener
Randkonzentration.

e Funktionentheorie: (z1,z2) = x1 + ixzg € C. Holomorphe Funktion f = u + iv,
u = R f. Cauchy-Riemann-Differentialgleichung:

ou ov ou ov

8561 - 8$2 ’ 8$2 N _8951
0%u 0%v 9%u
- 0x?  Or10x9 ox3 = pu=0
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Kapitel II Elliptische partielle Differentialgleichungen: Einfithrung

e Inhomogene Gleichung, wichtig in vielen Problemen der Physik und Chemie:
—Au=f inQ, Poisson-Gleichung,
u=g aufl, f:Q—=R, ¢g:T >R,

z. B. Form einer eingespannten Membran unter Wirkung der Schwerkraft im Gleich-
gewicht (vergleiche Kettenlinie).

e Stromungsprobleme: u Druck einer stationédren Stromung.
8 1.2 Wellengleichung als Beispiel einer hyperbolischen partiellen
Differentialgleichung

Schwingende Saite.
Auslenkung;:

u(z,t), x€]0,1] Ort
und t € [0,T] Zeit.

Randbedingung (eingespannt):

u(0,t) = u(l,t) =0Vt .

Anfangsbedingung (gegeben): A

ou
u(z,0) , E(m,O) . Tt ,

Wellengleichung:

0*u 5 0%

E o (2,t) = Ao (2, 1) .

ot? (@,8)=c x? (%) 0 1
¢ Konstante in [m/s] (Schallgeschwindigkeit). Fiir ¢ = 1:

0? 0? 0? 0?
87753 — 8—;; =0, vergleiche mit Potentialgleichung: 8;% (‘)xg =

Schwingende Membran. Auslenkung:

A4

u(z1,22,t) ,  (r1,22) €Q, t€[0,T].
Randbedingung (eingespannt): =60

u(zy, e, t) =0 V(xi,20) €T V.

Anfangsbedingung:
0
u(z1,22,0) , £($1,$2,0) V(z1,22) € €2 gegeben.
Wellengleichung:
0%u

9z Au in Qx[0,7T].
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§ 1 Lineare partielle Differentialgleichungen 2. Ordnung

In drei Raumdimensionen: Bewegung in idealem Gas, wobei u(z1, 22, x3,t) den
Druck bezeichnet und die Konstante ¢ die Schallgeschwindigkeit.

. drmeleitungsgleichung als Beispiel einer parabolischen
1.3 Wi leit leich Is Beispiel ei bolisch
partiellen Differentialgleichung

u(z,t) Temperatur an der Stelle x zur Zeit t. Im Korper:
u(zy, 9, 23) € QC R, te0,7].

Randwerte:

Vorgegebene Randtemperatur u = g auf 92 x [0, 7]
oder Korper isoliert, d.h. g—z = 0 auf 09 x [0,7],
wobei

3
gz =Vu-n= ; g;im Normalenableitung.

Anfangswerte: u(x,0) gegeben Va € Q.
Wirmeleitungsgleichung:

% =kAu in Qx(0,T)

und Anfangsbedingungen und Randbedingungen wie oben. Auch: Diffusion, u Konzen-
tration.
Eindimensionaler Fall: u; = ugg.

§ 1.4 Typeneinteilung (nach du Bois-Reymond, ~ 1900)
e Poisson-Gleichung (elliptische PDGL)

Ugy + Uyy = f s
vergleiche mit:

2?4yt =1.

o Wellengleichung (hyperbolische PDGL)

Ut — Ugy = f )
vergleiche mit:

2—a22=1.

e Wirmeleitungsgleichung (parabolische PDGL)

Ut — Ugy = f )
vergleiche mit:

t—a?=1.

~— NC .

Y
L/

-
BN
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Kapitel II Elliptische partielle Differentialgleichungen: Einfiihrung

§ 1.5 Allgemeine lineare partielle Differentialgleichungen 2. Ordnung
in n Variablen

Sei x = (x1,...,2,) € Q CR™.

- 9%u - ou
_ (1) ———— b - = , I1.1
> 06(0) 55, + 3 lo) g+ o= Sl (1)
wegen
9%u 9%u

8.752‘81’]' - 8:%8%1
(fiir u C?) kann ohne Einschrinkung annehmen, dass a;; = aj;.
A(z) == (aij(x))zjzl symmetrisch .
Definition. Die Differentialgleichung (II.1)) heifit
e clliptisch im Punkt x, falls A(x) positiv definit;

e clliptisch, falls sie in jedem Punkt des Gebiets elliptisch ist.

Schreibe dann (IL.1)) kurz als
Lu=f,

L heifit elliptischer Differentialoperator 2. Ordnung.

Beispiel (Poisson-Gleichung).

L=-A, A(z) =1,
—Au=f, die Poisson-Gleichung ist also elliptisch .

Parabolische partielle Differentialgleichung:

ou

Hyperbolische partielle Differentialgleichung:

2

o0“u
— 4+ Lu=f.
6t2+ u=f

Bei beiden Gleichungen gelte u = u(x,t) und L elliptisch.

Wann ist das Problem, bestehend aus der partiellen Differentialgleichung,
den Rand- und Anfangsbedingungen, wohlgestellt?

Existenz, Eindeutigkeit, stetige Abhéngigkeit von den Daten (beziiglich welcher Norm?).
Diese Fragestellungen gehen auf Hadamard (~ 1920) zuriick.
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§ 1 Lineare partielle Differentialgleichungen 2. Ordnung

§1.6 Einschub: Gebiete mit stiickweise stetig differenzierbarem Rand,
Greensche Formel

Definition. Sei D C R" offen. Eine Funktion ¢ : D — R heifle stiickweise stetig dif-
ferenzierbar (kurz: stw. C1), falls ¢ stetig ist und es endlich viele Dy,...,D, C R»
offen mit D = |J_, D; gibt, sodass gp‘ D, stetig differenzierbar und (go‘ Di)/ auf D; stetig
fortsetzbar ist (Vi =1,...,n).

Beispiele. (n =1 und n = 2)

nicht stetig

stiickweise C* nicht stiickweise C*

Die linke Funktion ist stiickweise C'!, aber ihre Ableitung (rechts) nicht.

n=1:

n=1:

Die Funktion y/|z| ist ebenfalls nicht C!, weil die Ableitung nicht stetig auf [0, o)
fortsetzbar ist.

n = 2: Ein Polyeder ist stiickweise C!.

Definition. Sei Q C R? beschrinktes Gebiet, I' := 9. Q heiit Gebiet mit stickweise
stetig differenzierbarem Rand (kurz: 2 stw. C''-Gebiet), falls es endlich viele Rechtecke
gibt, die I iiberdecken, sodass gilt: Fiir jedes solche Rechteck U gibt es eine Drehung @)
des R?, sodass

Q(U NT) = Graph einer stiickweisen C'-Funktion y = {(t,v(t)) : t € [a,b]}

und

QU NQ) liegt unterhalb von QU NT) .

Anders: T ist lokal der Graph einer stiickweisen C'-Funktion und €2 liegt auf einer Seite
von I.

U .
~ unr
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Kapitel II Elliptische partielle Differentialgleichungen: Einfithrung

Greensche Formel: Q C R? beschrinktes Gebiet, stiickweise C!, f, g : & — R
stiickweise C1. Dann gilt

of B .
@ s@ o= [ @) o) mdo— [ o7t @dn, i=12
Beweis. Analysis I1I. O

§ 2 Finite Differenzen

Einfachstes und naheliegendes Verfahren zur ndherungsweisen Losung von partiellen
Differentialgleichungen. Erldutere an Modellproblem:

1
—Au=f in Q=(0,1)x(0,1),
{ u=g auf ['=090 | Dirichlet-Randbedingungen®.
0 1
Bezeichne Punkte in  mit (z,y) € R?,
2 2
Ay Fu Ou
ox?  Oy?

Lege Gitter der Weite h = 1/(NN + 1) iiber §:

x; =1th , y;=jh,

R}, = {(zi,y;) :i,j € Z} ,

Qp = ]R,% N, innere Gitterpunkte,
r, = R% NI, Gitterpunkte am Rand,
h Qp=Q,UTy .

Ersetze Ableitungen durch endlichen Differenzenquotienten (— Name!):

9%u —u(x + hyy) + 2u(z,y) — u(x — h,y)

81172 (.’E y) h2 7
PPu ) 4 2ue,y) —u(z,y — B)

0 x,y) ~ 2 '

Fehler: O(h?), falls u C* (Taylor), ,,Abbruchfehler, englisch , Truncation error®.
Somit

Al y) ~ oy (dulr,y) ~u@ + hy) — (e~ by)~ ulzy + B~ u(ay b))

mittlerer ostlicher westlicher nordlicher siidlicher

= —AhU(l’, y) :
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Schema:

-1

§ 2 Finite Differenzen

-1
4
-1

-1 Finf-Punkte-Stern.

Lose Niherungsproblem auf Gitter: Suche uy, : I'y, — R mit

{

16

N =1

Apup = frn inQy (fpn= f}Qh) )

(I1.2)
up=gp aufl'y (g = g!rh) .

Nummeriere Punkte von €2;, durch, erhalte Gitter-
funktion

up, - QO — R = Vektor U € RV |

un(@i,y;) = Uiy (1) -

Aus (I1.2]) erhalte lineares Gleichungssystem Au = b mit Matrix

4 -1 Lo
~1 4 -1 C-1
- =1 4 -1 e
.. -1 4 . S
-1 - 4 -1 e
-1 - ~1 4 -1 -1 -
-1 - -1 4 -1 -1 -
1 -1 -1 4 -1 -
A=12 -1 - 4 -1 -1 - » (IL3)
-1 - -1 4 -1 -1 -
-1 - —1 4 -1 -1
-1 - -1 4 - -1
-1 - 4 -1
-1 - -1 4 -1
-1 - -1 4 -1
i -1 -1 4]
A e RVNT
In der gesamten Matrix wurde zur besseren Ubersichtlichkeit - = 0 verwendet.
Eigenschaften: Symmetrisch, positiv definit (gilt leider nicht fiir komplizierte Gebie-

te 2). Bandmatrix der Breite 2N + 1, schwach besetzt.

Die rechte Seite ist

birj—1yv = f(wi,v5) ,
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Kapitel II Elliptische partielle Differentialgleichungen: Einfithrung

falls alle Nachbarpunkte von (z;,y;) im Innern von €, liegen. Wenn aber Punkte aufler-
halb von €, liegen, so gilt

1 1

bi = f(z1,y1) + ﬁg@«"anl) + ﬁg(f’«"l’yo) ;
1

b2 = f(x%yl) + ﬁg(x%y(]) 5
1

b3 = f($37y1) + ﬁg(xi’ny(]) )

Grofles lineares Gleichungssystem zu l6sen.

Direkt: Gauf-Elimination, Cholesky-Verfahren. Niitze Bandstruktur, aber innerhalb
des Bandes Auffiillen mit Nichtnullelementen (,,fill-in®).

Iterativ: Konjugierte Gradienten, Mehrgitterverfahren: Siehe weiter unten, kommt spa-
ter (Aufwand ~ zur Anzahl der Gitterpunkte).

§ 3 Konvergenz des Finite-Differenzen-Verfahrens,
Maximumprinzip

Voraussetzungen und Bezeichnungen wie in § 2.

1
—Apup = frp  InQp, Q
up =gp, auf L'y .
0 1
Falls exakte Losung u C*: Weif3
—Apu=—Au—dp in € mit ng]ax|dh] <D-h*, Abbruchfehler,
h
und
—Apu=fp—dp  inQy,
U= g auf I'y, .
Fiir Fehler e;, = up — u:
—Ah(ih = dh in Qh N
en, =0 auf Iy .
Werde zeigen:
N ' R . '
ns}ix]eﬂ < C ns}ﬁx]dh\ , Stabilitats-Ungleichung

unabhéngig von h
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§ 3 Konvergenz des Finite-Differenzen-Verfahrens, Maximumprinzip

Damit:

max|ep| = O(h?), fallsu C?*.
h

Der Beweis der Stabilitdts-Ungleichung folgt aus dem diskretem Maximumprinzip und
steht weiter unten (Satz 4).
Betrachte zunéchst das kontinuierliche Maximumprinzip fiir die Poisson-Gleichung.

Satz 1 (Maximumprinzip). Sei @ C R? (oder allgemein Q C R™, beliebig n > 1)
beschrinktes Gebiet. Sei u € C%(Q) N C(Q) und erfiille

—Au=f mQmit f<0inQ,
u=g aufl =00 .

Dann nimmt u sein Maximum auf dem Rand an:

maxu < maxg .
Q r

Beweis. (a) Zeige Behauptung zundchst fir f < 0.

Annahme: v nimmt in (z*, y*) € Q sein Maximum an. Dann gilt u, = 0 und u, = 0
in (z*,y*) und

T negativ semidefinit.
Uyz  Uyy

uz und u, haben eine Nullstelle in (z*,y*). Diese Nullstelle bleibt auch bei der
zweiten partiellen Ableitung nach der jeweils anderen Variablen erhalten, also
Ugy = Uye = 0. Damit gilt weiterhin

Upe <0, Uy <0 in (2%, y")
und daraus folgt mit der Differentialgleichung ein Widerspruch:
0< ~Upz —Uyy = f <0 = Widerspruch!

Betrachte nun f < 0. Annahme: 3(z*,y*) € Q mit u(z*,y*) > maxr g. Definiere
die Hilfsfunktion

v(z,y) = (z—a*)’ + (y - y")?,

beschriinkt auf Q) (beschrinktes Gebiet nach Voraussetzung) mit
U(:’E*ay*) =0 ) _AU('x:y) =—-4<0.

Setze nun w := u + Jv. w nimmt fiir geniigend kleines § > 0 immer noch sein
Maximum im Inneren an, in (zs,ys) € Q:

—Aw=—-Au—-5Av= f —46<0.
<0

Dies ist ein Widerspruch zu Teil (a). O
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Kapitel II Elliptische partielle Differentialgleichungen: Einfithrung

Satz 2 (diskretes Maximumprinzip). Voraussetzungen wie in § 2. uy, : Qp — R erfiille

—Apup = fr inQp mit fr, <0,
Up = gp auff‘h .

Dann nimmt uy, sein Mazimum auf dem Rand an:

max up < max gy .
Qp, Tn g

Beweis. Annahme: u;, nehme sein Maximum in (z;,y;) € Q5 an. Setze u;; = up (4, y;).
Habe dann

1
<hz(4uz'j Wil T Uikl — Uij-1 — Uige1 | = fij <0

1
S U < | Wie1g Uiy U1+ Ui )
A\ T L
<uij <ugj <ugj <uij

Dann nimmt u;, in den Nachbarpunkten ebenfalls sein Maximum an. Durch mehrmalige
Anwendung dieses Arguments auf Nachbarpunkte folgt, dass u; sein Maximum (auch)
auf dem Rand annimmt. O

Folgerung (Vergleichsprinzip). Fiir up, vy, : Qn — R gelte

—Apup < =Apvp in Qy
Up, < Up, auf Fh .

Dann gilt up < vy, in Q.

Beweis.

—Ap(up —vp) <0 in Qp
up —vp <0 auf Iy, .

Wende nun mit f;, = g, = 0 das diskrete Maximumprinzip an:

=  max(up —vp) < max(up —vp) < 0. O
Qp, Ty

Hilfssatz 3. Sei Q, ein Gitter auf dem Einheitsquadrat Q = (0,1)2. vy : Qp, — R erfiille

—Apvp =+1  in Qp
vp =20 auf Ty .

Dann gilt

Ogvhg in Qh7

1
2
vy, st also von h unabhdngig beschrinkt.
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§ 3 Konvergenz des Finite-Differenzen-Verfahrens, Maximumprinzip

Beweis. Habe

—Ah(—vh) =-1 in Qh N
—vp =0 auf I'y, .

Erhalte daraus mit dem diskreten Maximumprinzip —vp < 0 in £, d.h. v, > 0 in Q.
Fiir die obere Schranke definiere die Hilfsfunktion

wiz,y) = 122> —?).

Habe —Aw =1, w > 0in Q = [0, 1]2. Setze wy, = w|§h. w ist eine quadratische Funktion,
daher ist die Differenzenapproximation von A exakt. Habe

—Apwp, = +1 in €y, ,
Wh, > 0 auf Fh s

und damit
—Apvp = —Apwy,  in Qp
Uh, < Wh auf Fh .

Da das = in der oberen Zeile auch < beinhaltet, ist das Vergleichsprinzip anwendbar
und es folgt daraus v, < wy, < % in Q. O

Als Folgerung erhalte

Satz 4 (Stabilitét). Sei
—Apep, =dp,  inQy
en, =0 aufly .

Dann gilt
enl < > max|dy,
max|e — max .
Qp, hi=7 Qp, h

Beweis. Sei M := maxgq,|dp|. Definiere vy, als Losung von

—Apop, =M  in
Vp = 0 auf Fh .

Aus dem Vergleichsprinzip folgt e}, < vy, mit Hilfssatz 3 folgt weiterhin v, < M/2. Habe
auch

—Ap(—vp) =—M in Q
—Up = 0 auf Fh .

Mit dem Vergleichsprinzip folgt nun v, < ep in Qj, und wieder mit Hilfssatz 3 —wvp >
—M /2. Somit folgt

M M
—7§—vh§€h§vh§?- U
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Kapitel II Elliptische partielle Differentialgleichungen: Einfithrung

§4 Variationelle Approximation (Ritz-Galerkin)

(IL4)

—Au=f inQ, Q stickweise C'-Gebiet in R?,
u=0 aufl’=09Q .

Fasse dies als Fuler-Lagrange-Gleichung zu einem Variationsproblem auf:

Satz 1. Seiu € C*(Q)NC(Q), u=0 auf T'. Dann sind die folgenden Aussagen dquiva-
lent:

(i) u ist Lésung von (11.4).

(i)
Oouodv Ouodv
/Q<8x(‘)a:+6y@y) d(m,y)—/ﬂf@d(w,y)

fiir alle v : Q@ — R stiickweise C' mit v =0 auf T.

(i4i) w ist Losung des Minimierungsproblems

;/Q ([g;r T [g;] 2) d(z,y) _/vad(x,y) = min!

unter allen v : Q — R stickweise C' mit v =0 auf T.

Bemerkung (Eingespannte Membran im Schwerefeld).

(ii) Prinzip der virtuellen Arbeit v/

(iii) Minimale Energie z,
Y
Beweis.
Variation u + ewv,
d Greensche Formel,
— %=0 .. Fundamentallemma )
(i) = de|._q = (ii) = der = (i),
(siehe Herleitung der Variationsrechnung
Potentialgleichung)
i) = ’Greensche Formel‘ = (ii),
(i) = (iil) folgt gleich mit neuen Bezeichnungen. O
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§ 4 Variationelle Approximation (Ritz-Galerkin)

Kurz. Fiir u € C?(Q)NC(Q):
u minimiert

{—Au:f inQ, - /Q(uxv;cﬂLuyvy):/va N /;(quLUZ)f’U
Q

uv=0aufl, Yo mit v =0 auf I",
Vv,v|F:O.

Bezeichnung:
V={v:Q— R | v stiickweise C', v = 0 auf I'} ,

a(u,v) = /(umvgC + uyvy) d(z,y) firu,veV,
Q

l(v):/vad(x,y) firveV,

1

a0 = |02+ ) dw.y) - [ fodiay) = 30,0 - 1)

Habe a : V x V. — R bilinear, symmetrisch. a ist positiv definit (d.h. a(v,v) > 0
V0 # v e V), weil wegen

a(v,v) = /Q(vi + vi) d(z,y) >0

a(v,v) = 0 nur gelten kann fiir v, = v, = 0 in Q und damit v = const. Mit v = 0
auf I' folgt daraus schliefilich v = 0. Somit ist a Skalarprodukt auf V' (Prdhilbertraum).

Zugehorige Norm:
|v]la = \/m ) ,Energienorm®.

l:V — R linear. Mit diesen Bezeichnungen habe in Satz 1

(ii) a(u,v) =1l(v) Yo € V und (IL.5)
(i) J(w) = min J(0) it (o) = %a(v,v) ) .

Betrachte dies im Falle fiir allgemeine positiv definite symmetrische Bilinearformen a
und Linearformen [ auf beliebigem Vektorraum V.

Zeige jetzt (i) = (iii).

Sei w € V beliebig, setze v = w — u, also w = u + v.

1
J(u+wv)—J(u) = §<a(u+ v,u+v)— a(u,u)) - (l(u—i—v) - l(u))
a bilinear, symmetrisch
b linear

%(a(u, u) + 2a(u,v) + a(v,v) — a(u,u)) - (l(u) +(v) — l(u))
= a(u,v) —l(v) +a(v,v) >0 .
—_—— ——
=0 wegen (ii) >0

Damit
J(u) < J(w)Vw eV .
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Kapitel II Elliptische partielle Differentialgleichungen: Einfithrung
Erinnerung ((iii) = (ii)).

0 J(u+ev) = a(u,v) —Il(v) .

N de le=0

Idee. Zur ndherungsweisen Losung der partiellen Differentialgleichung (I1.4)) gehe von
(ii) oder (iii) aus (variationelle Formulierung des Problems).

Wihle einen endlichdimensionalen Unterraum Vy von V', wobei N = dim V. Bestimme
uy € Vy, sodass

a(un,vy) =l(vy) Yoy € Vy Galerkin-Verfahren (11.6)
beziehungsweise (dquivalent)

uy € Vy: J(uy)= min J(vy), Ritz-Verfahren.
vNEVN

Bemerkung. Die Aquivalenz dieser beiden Verfahren ergibt sich aus (i) < (iii) oben mit
Vy statt V.

Satz 2. FEs existiert genau eine Losung uny € Vy des Galerkin-Verfahrens (11.6)).

Beweis. Sei (¢1,...,¢nN) Basis von V. Gesucht:

N N
uy = Z/M(Pi €Vn, sodass a(un,vny)=1(v,) Yoy mitoy = Zujgoj e Vn,
i=1 j=1

d. h. wegen der Linearitéit von a und [

N N N
ZZMV]' alpi, ¢5) = ZVJ' Upj) V(v)il eRY.
j=1

i=1 j=1
In Matrixschreibweise:
vIAu=1v"p WweRN
) N N
mit A= (a(gpi,goj))l , b= (Z(g@))

ij=1 j=1"

Die Matrix A ist symmetrisch (wegen der symmetrischen Bilinearform a) und positiv
definit, denn

viAy =3 g alps,¢5) = “(Z”W"’ZW%) >0,
; i J

%

falls >, vip; # 0, d.h. v = (1), #0.

Setze nun v = ey, e; normierter Basisvektor im RY, und es ergibt sich

Au=10, lineares Gleichungssystem.
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§ 5 Finite Elemente (erste Einfiihrung)

A ist symmetrisch, positiv definit und daher insbesondere invertierbar. Daraus folgt,
dass genau eine Losung p des linearen Gleichungssystems existiert. Dann ist

unN =Y i
i
die eindeutige Losung von (I1.6)). O

Satz 3 (Céas Lemma). Falls uw € V' Lésung von (IL5), uy € Vy Ldsung von (IL6]), so
gilt in der Energienorm (||v||, = \/a(v,v))

Jux =l = min flox = ull

Bemerkungen. Die Galerkin-Approximation hat also in der Energienorm unter allen Ele-
menten des Approximationsraums Vy den kleinsten Abstand zur exakten Losung.

Die Fehleruntersuchung des Galerkin-Verfahrens reduziert sich somit auf die Frage, wie
gut sich die Losung in Vy anndhern lidsst (Approximationsproblem).

Beweis. Da Viy <V gilt laut (I1.5))

a(u,vy) =l(vy) Yuny € Vi
und laut
a(un,vn) =l(vy) Yoy € Vy .
Subtrahiert man nun diese Gleichungen voneinander, so erhélt man
aluy —u,vy) =0 Yoy € Vy
bzw. auch (ersetze vy durch uy — vy € Vy)

aluy —u, uy —ovy )=0 Yoy €Vy
——
uN —u+u—vN

< aluy —u,uy —u) = aluy —u,vy —u) Yoy € Vy

=llun —ull2 <Jlun—ula- o —ula
(Cauchy-Schwarz)
=  |luy —ulla < |lonv —ulle Yoy € VN . O

Problem. Wahl von Vy?
§5 Finite Elemente (erste Einfiithrung)

Finite-Elemente-Methode: Galerkin-Verfahren mit spezieller Wahl des Approximations-
raums V.  sei Polygon (oder angenihert durch Polygon).
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Kapitel II Elliptische partielle Differentialgleichungen: Einfithrung

Triangulierung von Q: Unterteile Q in endlich viele Dreiecke (,Finite Elemente“),
sodass ihre Ecken andere Dreiecke nur wieder in Ecken beriihren.

Beispiele.

(lokale Verfeinerung mdoglich)

Notation: Dreiecke K¢, (e =1,...

Ecken der Dreiecke im Inneren
von 2, nicht auf 0$2:

P = (zj,y), i=1,...,N.

Wihle Basisfunktionen o1, ..., @y stiickweise linear, stetig auf Q mit
L, i=y,
(P =
#ilFy) {0, sonst .

Beachte. e ; = 0 auf allen Dreiecken, die den Knoten P; nicht enthalten.

e ¢; =0 auf I', damit ist erfiillt, dass ¢; € V.

Waéhle Vi als den von ¢y, ..., N aufgespannten Vektorraum, Vy < V.
Suche N#herungslosung der Form

N
Uy = Zumi , beachte uy(Pj) =p; , un=0aufl.
i=1

Galerkin-Verfahren aus (1.6): uy erfiille

a(uN,vN) = l(UN) Yoy € Vn
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§ 5 Finite Elemente (erste Einfiihrung)

beziehungsweise dquivalent (siehe Satz 2, §4) die p; erfiillen das lineare Gleichungssystem

N
Ap=b mit A= (a(cpi, cpj)) - »Steifigkeitsmatrix“, symmetrisch, positiv definit,

INES
N
b= (K%)) i ,Lastvektor®.

Habe

oy [ (2909 Ovidp;
al] _a’(QOZ?gO]) _/S;(ax ax + 8y ay d(.’]},y)

— Z / ) (%) d(z,y) = ZC’@ (Fliiche von K°) .
%

iiber alle Dreiecke K¢ N——
die sowohl P; =Ce
als auch P; enthalten konstant auf K¢

Beachte. a;; # 0 nur, wenn 4, j Knoten eines gemeinsamen Dreiecks sind. Also ist A
schwach besetzt.

h=ilp) = [ fodwn) = 3 e

alle Dreiecke K€, ——
die P; enthalten i. A. ndherungsweise berechnet, z. B.

ersetze f durch >, f(P;)p;, j tiber
3 Eckpunkte, dann exakte Rechnung
des Integrals (quadratische Funktion)

Rechnungsorganisation: elementweises Zusammensetzen

global (in ) lokal (in finitem Element K°€)
Knotennummerierung 1 r

22 3
229 2

227 1

global < lokal: i°(r) = globale Nummer des Knotens mit der lokalen Nummerierung r
zu finitem Element e. r = 1,..., R® < 3, R® = #(innere Knoten von K°¢).

Einschrinkung der globalen Basisfunktion auf ein finites Element = lokale Basisfunktion:

ilge = 5 fiir i =i(r) .
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Kapitel II Elliptische partielle Differentialgleichungen: Einfithrung

Steifigkeitsmatrix:

[ (99i0¢; | Opi0y; e _ / Oy 095 | Oy 95
al]_/9<8x or oy Oy dlz,y), dns = Ke \ Oz Ox * dy Oy d(.y) -

Berechnung der Gesamtmatrix aus den Elementarmatrizen:
1. a;; =0Vi,j=1,...,N vorbesetzt.
2. Fire=1,...,E:
Firr,s=1,...,R® (<3):
Berechne ay,.
Setze i = i¢(r), j = i°(s) (wegen Symmetrie: nur fiir i < j, r < s).
Ersetze a;j := a;j + aj,.

Lastvektor:
b= [ feidwy). b= [ fede).
Q Ke

Berechnung des Gesamtvektors aus den Elementvektoren:
1. b; = 0 vorbesetzen.
2. Fire=1,...,E:
Firr=1,...,R° (<3):
Berechne b¢.
Setze 1 = 1°(r).
Ersetze b; := b; + 0.

Bleibt noch das groffe lineare Gleichungssystem Ay = b zu 16sen.
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Kapitel 111

Variationelle Formulierung
elliptischer Randwertprobleme

8§ 1 Schwache Losung, Lax-Milgram-Lemma

Erinnerung.

—Au=f inQ, ) 1 _ ]
Q stiickweise C*, f : 0 — R stetig.
u=0 aufl’'=00Q,

Falls die ,klassische* Losung u € C?(Q) N C(Q) existiert, ist u die Losung eines Variati-
onsproblems. Mit

ouv) = [ (wrva + ) diay) . 10)= [ fod(e)
Q Q
schreibt sich das Variationsproblem zu
a(u,v) =1lv) YveV

beziehungsweise dquivalent
J(u) =minJ(v),  wobei J(v) = ~a(v,v) —I(v) .
veV 2
Der Raum V kann auf verschiedene Weisen gewéhlt werden:
V ={vel*Q)NCQ)v=0auf 0Q}, (fiir klassische Losungen)

oder V = {v:Q — R stiickweise C*|v = 0 auf 9Q} ,
(sinnvoll fiir finite Elemente, Viy < V).

Situation: V Vektorraum mit Skalarprodukt a(-,-), also ein Préhilbertraum. Zugeho-
rige Norm
Flla : olle = Va(v, v) -

[ :V — R stetige Linearform (|I/(v)| < Clv]a) ,

() = %a(v,v) ) .
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Kapitel II1 Variationelle Formulierung elliptischer Randwertprobleme

Existiert v € V mit

J(u) = {)Iél‘lfl J(v) ?

(Vergleiche: Existiert ein x € Q mit (2% — 2)? = min?)
Sei (vn)n>0 Folge in V' mit

J(vp) — in‘f/ J(v) =: C (existiert immer).
ve

Konvergiert (v,,) gegen ein u € V7
Zeige: (vy,) ist Cauchy-Folge:

v — vmlla — 0 fiir n,m — oo .

Weif3:

T = —a(vp,vn) — l(vy) — %a(vmjvm) + l(vm)

Un + Um Up + Un
2 ’ 2

= —a(vy — U, Up — V) + @ <

— a(vp, vy) — 21 <vn—12—vm> + 2l(vp)

Up + Um

1
— 4||Un_vm||3+2j( )—2J(vm) )

Habe
v+ w
J(v
21 (%) < 900+ 700
wegen
a(v,v) + a(w,w) — v+w vrw +0=
2 2
1 1 1 1 1
=5 -2.2-—--= — — >0 .
2a( )+2a(w w) 2 2(1(11 w) = 2(1(1) w,v—w) >0

Erhalte mit inf ey J(v) =: C
klar

l
20 < 2J <””+”’”

> < J(vp) + J(vm) — 2C,

somit
J((vn +vm)/2) = C .
SchlieBlich bleibt
||Un - Um”?z — 0,

d.h. (vy,) ist eine Cauchy-Folge.
Falls V' Hilbertraum (vollstdndig: jede Cauchy-Folge konvergiert), dann:
(vn,) konvergiert gegen ein u € V, Losung des Variationsproblems.
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§ 1 Schwache Losung, Lax-Milgram-Lemma

Schwierigkeit: Im obigem Beispiel ist V mit a(-,-) kein Hilbertraum!

Idee. Vervollstindige V zu Hilbertraum V (analog Q zu R : (22 — 2)? hat Minimum in
V2 €R).

Es gilt

Hilfssatz 1. Sei V' ein Prdhilbertraum mit Skalarprodukt a(-,-). Dann existiert ein (bis

auf Isometrie eindeutiger) Hilbertraum V mit Skalarprodukt a(-,-), sodass V dicht in V
und @ly xy = a. (Schreibe wieder a statt @).

Beweis. Analog Vervollstindigung von Q zu R.
R = (Cauchy-Folgen iiber Q)/ ~ mit Aquivalenzrelation (z,) ~ (yy), falls

|xn_yn‘_>0'

Q identifiziert Aquivalenzklassen konstanter Folgen: Q 3 = = (z,z, z,...).

Hier: V = (Cauchy-Folgen iiber V)/ ~ mit Aquivalenzrelation (v,) ~ (wy), falls

v — wplla — 0.
y identifiziert Aquivalenzklassen konstanter Folgen,
Erhalte V' dicht in V. Details nicht vorgefiihrt. O

Hilfssatz 2 (Fortsetzung durch Dichte). Sei V' Hilbertraum, V dichter Teilraum von'V.
Dann lasst sich 1 : V — R stetig, linear (wobei statt R auch ein anderer vollstindiger

normierter Raum (Hilbertraum) stehen kann) in eindeutiger Weise zu stetigem, linearem
[:V — R fortsetzen (d.h. l|y =1). Schreibe wieder I statt (.

Beweis. Sei (v,) Cauchy-Folge in V C V,
Up — UV E V.

Dann ist {(v,) Cauchy-Folge in R und es existiert lim,, . l(vy,) in R.
Definiere

l(v) :== nlLr&l(vn) .

[(v) ist wohldefiniert (d. h. es héngt nicht von der Wahl der Cauchy-Folge (vy,) mit v, — v
ab): Falls auch (w,) — v, dann gilt

Wy —v, —0 in V.
l(wy, — vy) — 0 weil [ stetig, also
lim [(v,) = lim l(wy,) .
n—oo n—oo

[ linear und stetig. O
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Kapitel II1 Variationelle Formulierung elliptischer Randwertprobleme

Oft zweckméifig, eine zu ||-||, auf V' dquivalente Norm ||-|| zu wihlen: 3y, C' > 0:
Mol < lvlla < Cllofl -

Beispiel. Betrachte statt der Poisson-Gleichung nun z. B. Tug,+5uyy = f in {2 (ebenfalls
elliptisch wie die Poisson-Gleichung). Also nun

a(u,v) = /Q (Tuzvy + duyvy) d(z,y) statt ai(u,v) = /Q (Uzve + uyvy) d(z,y) .

Habe ||-[[q,1 ~ ||-][a. Wegen dieser kleinen Unterschiede soll keine neue Norm gewahlt
werden miissen.

Beachte. V hat beziiglich ||-|| und ||-||, dieselbe Vervollstindigung V. Eine Cauchy-Folge
beziiglich der einen Norm ist eine Cauchy-Folge beziiglich der anderen Norm.

Situation: V Hilbertraum mit Norm ||-||. @ : V x V — R symmetrisch, bilinear mit
(i) Ja>0vv eV :a(v,v) > afv||? und
(i) IM < oo Vu,v € V : |a(u,v)| < M||ul| - [Jv]|-

Ein solches a heifit V -elliptisch.

Bemerkung. Damit
Vvl < vlla < Cllo]l

mit a =%, M = C?. Die letzte Gleichheit gilt wegen
la(u, v)| < ulla - [[v]la -
Im folgenden Satz schreibe V statt V.

Satz 3 (Lax-Milgram). Sei V' ein Hilbertraum und a : V x V. — R eine V-elliptische
Bilinearform, 1 : V — R eine stetige Linearform. Dann hat das Variationsproblem

J(v) = %a(fu,v) — l(v) = min!

beziehungsweise dquivalent a(u,v) = l(v) Yv € V' genau eine Losung v € V.

Beweis. Zeige zundchst die Existenz, die aus der Vollstéandigkeit folgt.
Sei (v,) Minimalfolge

n inf .
J(v )—>1}2VJ(1))

(Vollstéandigkeit)
Gesehen: (v,) Cauchy-Folge. EN (vn) konvergiert gegen ein u € V
J(vy) — inf J(v)
veV
J stetig (weil beschrinkt) |

J(u) daher J(u)= 5%1‘1/1 J(v) .

60



§2 Sobolev-Riume

Zeige nun noch die Eindeutigkeit: Sei

a(ur,v) =1lv) YveV

= —u,v)=0Yv eV,
a(ug,v) =1(v) VUEV> alur = uz,v) Y

insbesondere auch fiir v = u; — ug. Also:

lur — w2z =0 = w=usp. O
Beispiel.
—Au=f in Q, ) 1 _ )
Q) stiickweise C*,  f: — R stetig. (I1L.1)
u=0 auf T,

Klassische Losung u € C?(Q) N C(Q) existiert nicht immer! (ohne Beweis).
Losung u € V von

;/ﬂ(vi + vg) d(z,y) — /va d(x,y) = min!

existiert immer (Lax-Milgram), heiit schwache Lésung von (I1I.1)).

§ 2 Sobolev-Riaume

Wie sehen die Hilbertriume V aus, die sich aus der Vervollstindigung der Riume zuliis-
siger Funktionen bei elliptischen Randwertproblemen ergeben?
Sei Q C R” stiickweises C'*-Gebiet, beschriinkt (Beweise oft nur fiir n = 2).

§2.1 Der Raum L?(Q)

L?(2) = Raum der quadratischen Lebesgue-integrierbaren Funktionen auf €

L) >3 f:Q—R mit /f(x)de<oo
Q
(Hierbei werden Funktionen f, g identifiziert (f ~ ¢), wenn sie sich nur auf einer Menge

vom Maf 0 unterscheiden.)
Beachte C(1) % L?(2) z.B. log € L?(0,1).

Es gilt (ohne Beweis): L%(Q) ist ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt

(f,9)0 = /Qfgdx :

Zugehorige Norm:

1l = /> o = (/Qﬂx)?dxf |
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Kapitel II1 Variationelle Formulierung elliptischer Randwertprobleme

Schreibe manchmal auch || f||o.q-

C>=(Q) ist dicht in L?*(Q) (beziiglich ||-||o). Damit auch C(Q).

Kann daher L?(Q) als Vervollstandigung von C*°(Q) (oder C(f2)) beziiglich ||-||o auffas-
sen (siche Hilfssatz 1, §1).

Schreibe auch H%(Q) := L%(Q): Sobolev-Raum der Ordnung 0.

Auf T' = 99 definiere analog L?(T") mit Skalarprodukt

(. 9)or = /F fgdo,  Norm ||fllor = < /F f2da>2 .

L*(T) ist ein Hilbertraum mit der zugehérigen Norm ||-||o.r.

§2.2 Der Raum H' ()
Betrachte die Vervollstindigung von V = C*(Q) (oder C*°(12)) beziiglich

" v\ 2
v2:/1)2d33+ /( ) dz .
it = [ a3 [ (5

Bezeichnung: V =: H'(2) Sobolev-Raum der Ordnung 1.
Wie sehen die Elemente von H'(Q) aus?
Sei (vx) Cauchy-Folge beziiglich ||-||; in C*°(£2), d.h.

||Uk—’[)[||1->0 fiir k,1 — oo,

d.h.
avk _ 81}1

— 0 furi=1,...,n.
0

|lve —villo — 0, ‘

Wegen der Vollstiindigkeit von L?(Q) beziiglich ||-||o

vk —vllo — 0
vy,
al’i

i) k— 00, 1=1,...,n.
- —0

0

Ju, 0,0 € L*(Q) : ‘

v ist die verallgemeinerte partielle Ableitung von v, schreibe v = ;v oder auch
wieder dv/0x;.
Damit H'(Q) charakterisiert als

HY(Q) ={ v e L*Q) | v hat verallgemeinerte partielle Ableitungen
owe L*(Q) firi=1,...,n}.

Man kann zeigen: Fiir Q ¢ R! ist H(Q) c C(Q). Fiir Q C R” mit n > 2 nicht richtig.
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§2 Sobolev-Riume

Beispiel (Gegenbeispiel fiir n = 2).

1
log /2% + 23

4
€ H'(Q) |
—_——

=r

aber nicht stetig wegen der Singularitdt bei 0.

Wollen Randwertproblem lésen, aber: Rand hat Ma8 0, fir f € L?(Q) ist f|p nicht
sinnvoll definiert.

Dennoch: Fiir v € H(Q) lisst sich Einschrinkung v|p (Spur von v auf T') wie folgt
definieren:

Satz 1 (Spursatz). Die lineare Abbildung

C*(Q) - CT) :v—olr
lasst sich in eindeutiger Weise zu einer stetigen linearen Abbildung
HY(Q) — L) : v A(v)
fortsetzen (,,Spur von v auf T'“). Schreibe wieder ~(v) =: v|r.
Einschub: Seien V, W normierte Vektorrdume mit Normen |||y, ||-[|lw. L:V — W
sei eine lineare Abbildung. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) L ist stetig,
(ii) L ist stetig in 0,
(iii) L ist beschriankt: 3C' < oo: Yv € V: || Lo|lw < C|lv]|v.
Beweis des Einschubs. Siehe Ubungsaufgabe 25. O
Beweis des Spursatzes.
(a) Zeige die Stetigkeit der linearen Abbildung also durch ihre Beschranktheit:

||U|F||0,p <(C- H'UHLQ Yv € COO(Q) (HI.Q)

fiir ein C' < 00, das nur von 4
2 abhéngt. Y
) stiickweise C'!, beschrinkt,
kann in endlich viele Elemen-
tardreiecke zerlegt werden:

a=]Jai, r:GrAi.
i =1
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Kapitel II1 Variationelle Formulierung elliptischer Randwertprobleme

Drehung und Verschiebung édndert

/ v do
Ca

nicht. Dann kann man ohne Einschrinkung annehmen, dass die Strecke ab auf der
x-Achse (y = 0) liegt.
Sei (z,y) € (=, ¢(x)) € Ta:

1
v(z,y)? = 1v(z,y)? — 0v(z,0)? = /0 % (tv(:c,ty)Q) dt

! 9 ov
0 dy

2ab < a2 + b2

l 01 ( (z,ty)? + < (z,ty)? + gz(:c,ty)2> ty) dt

/0 <v z,ty)? + —(m ty)? + (U(;C,ty)2 + ?;(x,ty)2> ty> dt
01<< v(@ ty)* y(fﬂt@/)>w>dt

<C1(2)
< C1(Q)/ ( (z,ty)* + av(x,ty)2> dt .
0 Oy

IA

Damit folgt

/Fszda—/b (2, p())? de@/ o(z, p(2))” da

< CQCl/ / x,tp(x S g;(az,tgo(a;))thdx

o [ < ; (ZZ)Q)d@:,y) -

Nach Summation iiber Elementardreiecke:

/FUQdJSC(Q)/Q <v + (g;) T (g"y})?) d(z,y) .

durch
Drehungen

Damit ist ([I1.2)) gezeigt.
(b) Fortsetzung durch Dichte wie in Hilfssatz 2, § 1:
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§2 Sobolev-Riume

Da C*(Q) dicht in H'(2), existiert zu beliebigem v € H'(Q) Folge (vx) in C*®(Q)
mit
Hvk - 1)”1 — 0.

(vg,) ist Cauchy-Folge in H(Q):
log — vl — 0 (k1 — o0) .
Wegen gilt
1

clorle —ulello < ok = vy — 0.
Dann folgt, dass (vi|r) eine Cauchy-Folge in L?(T) ist:

[oklr = vilrllor — 0.
L*(T) vollstindig: Jw € L*(T") mit |jvk|r — w|or — 0.
Definiere (v) := w. Zeige wie in Hilfssatz 2, § 1: v : H'(Q) — L?(T") wohldefiniert,
linear und stetig (nicht von Folge (vy) abhéngig). O
§ 2.3 Der Raum H_ ()

Nach Spursatz ist v|r wohldefiniert fiir v € H' (), setze
HY(Q) := {ve HY(Q)|v|r =0} .

Als Kern der Spurabbildung ist Hg () ein abgeschlos-
sener Unterraum von H'()) und damit selbst ein
Hilbertraum beziiglich ||-||;.

2

Es gilt (ohne Beweis):

C5°(Q) :=={v € C*(Q)|v = 0 in Umgebung von 002}

liegt dicht in Hg () (beziiglich |-||1).
Kann somit H}(2) auffassen als Vervollstindigung von V = C§°(Q), oder auch

V = {v stiickweise C'|v = 0 auf I'} , siehe §1 .

In §1 hatten Vervollstandigung beziiglich

(B4 =)

ol = [[vll§ + [vlf -

beachte:

Der folgende Satz zeigt, dass ||-[[1 und [|-|; &quivalente Normen auf H(Q) sind. H} ist
daher der im Beispiel von §1 betrachtete Hilbertraum V.

65



Kapitel II1 Variationelle Formulierung elliptischer Randwertprobleme

Satz 2 (Poincaré-Ungleichung). Es existiert eine nur vom Gebiet Q abhdingige Konstante
C=0C(Q) < oo, sodass

lollo < C-Joly Vo€ HY(®) |
(Damit [off < [Jo]2 = (Jo: + [ollo)? < (C2+ D}ol2.)

Beweis.

Sei Q in einem Rechteck R = (a,b) x (¢, d) enthalten.

Zeige die Ungleichung fiir v € C§°(2) (dicht in H}(Q)).
Setze v durch 0 auf Rechteck fort: v € C§°(R).

Schreibe mit der Ableitung nach dem ersten Argument dv/0x

v(x,y>=/ 1 e e (a<a<h).

C

Dann folgt weiter

Cauchy-Schwarzsche
Ungleichung

vew? < [t /m<8“(£,y))2d£
(b“‘)'/a (8”@@/) ¢ /%dxdy

Da die rechte Seite der Ungleichung unabhéngig von z ist, kann das Integral iiber z
einfach ausgefiihrt werden ( ff ldr = (b—a)):

R EE //( )dmdy:<b—a>2/ﬂ($>2d<x,y>,

damit

IN

[ollo < (b—a)|vlr,
C

zunéichst fiir v € C§°(Q).
Sei nun v € H{ (). Sei weiterhin (v,,) Folge in C§°(Q) mit |lv,, — v||1 — 0. Dann folgt

|, —v[1 = 0 und ||v, —vljo — 0,
= lvnllo < C - |vn|a

! !
[0]]o vl u
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§ 2.4 Sobolev-Riume hoherer Ordnung

Sei 2 C R™. Vervollstandigung von C'*°(2) beziiglich

1
2

ol = | 3 [ @) ds

la|<m
wobei o = (a1, ..., a,) € Nj Multi-Index,

- olaly
= iy 0= —(—————— .
|| ;a v TS
Bezeichnung: H™(£2).
Charakterisiert als
H™(Q) = {v € L*(Q)]|0" € L*(Q) fiir |a| <m},

0%v ist verallgemeinerte partielle Ableitung.
Schreibe [[o]2, = [[0]3 + [vf? + [v3 + -+ + [v]2, mit

=3 /Q(é?%)zdx.

|a|=k
8§ 2.5 Sobolev Einbettungssitze
Sei Q C R™.

H™(Q) cC™ Q) n=1

g (ohne Beweis)
H™(Q)cC™ Q) n=2,3

§2 Sobolev-Riume

mit stetigen Einbettungen (Inklusionen). (Dabei ist die Norm auf C*(Q) gegeben durch

max max|0%v| .)

la|<k Q
Zeige H?(Q)) — C(Q) stetig fiir n = 2, 3 (dabei bedeutet —
injektive Abbildung).
Genauer: Die Identitiit I : C®°(Q) — C°°(€) setzt sich durch
die Dichte zu einer stetigen Abbildung H?(Q) — C(Q) fort.
Fiir v € H?(Q) zeige Stetigkeit von v in zy € €. Sei ohne
Einschrankung xg = 0. Weiterhin (Stetigkeit): lokal ohne Ein-
schrinkung € konvex.

Fiir v € C™(Q) ist

1 1
v(x) =v(0) —i—/o 1 -—uv(tx) dt =v(0) 4+ Dv(z) - = — /0 t

! D2y(tx)-

dQ
Wv(tx) dt .

———
(z,x)=2T V%(tx) T

Hesse-Matrix
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Kapitel II1 Variationelle Formulierung elliptischer Randwertprobleme

Sei B eine Kugel um 0. Habe

/B(/()l U D2U(t$>'(fﬂa$)dt>2dm

tfoz,tlJra
Cauchy-Schwarzsch
du%ggleicgjszbc ¢ 1 1 <const
1 —_——~
< / / =2 dt-/ ¢2(1+a) || V20t )| dt dx
BJO 0 ~— \,/B
N— euklidische Norm ge

:Co<oo
fir a < %

Setze & = tx, d§ = t" dx:

1
<c . / 204e)n gy / V20(6)2de < Clol2 .
0 B
=C'<o0 fiir 2(14+a)—n>—1, d.h. 2a>n—3

Beispielsweise a =0 fir n =1,2, a = % fiir n = 3.
Erhalte dann fiir v(0) aus der urspriinglichen Gleichung:

2
/
B

1
v(0) = +v(z) — Dv(z) -z + /0 t- 2t V20(tx)z dt

mit Obigem:
0(0)2 / do < Clul2, fir v e O .
B

Daraus folgt |v(0)] < C||v]|3.

Damit auch (0 beliebig): )
max|v(z)| < C||lv| g2 -
x€N

=l
C>(Q) dicht in H2(): Sei v € H?(Q), (vy,) in C*°(Q) mit ||jv, — v|2 — 0.
[vn = vmllo@) < Cllvn —vmll2 — 0.
C(Q) vollstiindig:
Jw € C(Q) : v, — win C() , v =w fast iiberall (bis auf Nullmenge) , lwlleq) -

nllo@ < C - Unl|2

lonllom fonll
—lollz=lwl2

Wegen ||v;, — v|jo — 0 mit [Jw — v]|o folgt [(w —v)*dx = 0.

Il < Clhule.

(Wie beim Spursatz): H2(2) < C(f) stetig, linear.
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§ 3 Elliptische Randwertprobleme der Ordnung 2

§ 3 Elliptische Randwertprobleme der Ordnung 2

Anwendungen: stationire Feldprobleme in der Physik (elektrische, magnetische Feldstir-
ke, Temperaturverteilung, stationéire Stromung durch porése Medien, ... ).
In homogenem, isotropen Medium: —Awu = f, ansonsten Probleme der Gestalt

Au=f inQ, QCR"stiickweises C'-Gebiet , n=2,3, feL*Q)
+ Randbedingungen auf I' = 992 ,

wobei A elliptischer Differentialoperator 2. Ordnung mit variablen Koeffizienten:

9 ou
Au = — 1;1 oz <aijaxj> + apu
mit a;j, ag : 2 — R beschrdinkt:
lag(z)| , |aij(z)]| < M Ve eQ,
symmetrisch:
a;ij(z) = aj(x) Vi, j=1,...,n VreQ,

elliptisch:

Ja; >0:Ve € Qund V¢ € R" :

n

D a@)ég = any &

ij=1 i=1
Elaoiov.xefl ap(z) > ap .

§ 3.1 Homogenes Dirichlet-Problem

Au=f inQ,
u=0 aufl.

Falls die klassische Losung u € C?(Q) N C(Q) existiert, multipliziere mit v € Cg°,
integriere iiber €} und erhalte mit der Greenschen Formel

/< E aijauav—i—aouv>daﬂ:/f-vd:v Vv e C3°(9) .
2,j=1 ——
1(v)

a(u,v)
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Kapitel II1 Variationelle Formulierung elliptischer Randwertprobleme

Variationelle Formulierung: Losungsraum V = H}(Q) (Vervollstindigung von
Co°(2))-

Suche u € HE(Q), sodass a(u,v) = I(v) Vv € H} (),

Folgerung. Das homogene Dirichlet-Problem hat (in seiner variationellen Formulierung)
genau eine Losung u € HE(Q).

Beweis. Weise nach, dass die Voraussetzungen des Satzes von Lax-Milgram erfiillt sind.

e [ ist stetige Linearform auf H'(2) (damit auch auf Hj(Q)), denn

Cauchy-Schwarzsche
Ungleichung

1
=[(f;v)ol < |Ifllo- lvllo Vv € HY(Q) .
—~—
<C <ol

IMUH:=‘/gfvdx

Laut dem Einschub in §2 folgt aus der Beschrinktheit die Stetigkeit einer linearen
Abbildung.

e a ist beschrinkte Bilinearform auf H'(Q) x H'(Q):

- ou
otwo < [ (X Jool| e

=127

_ ov
8%,‘

+ |ao| ‘|ul - \v[) dx
~—
<M

Cauchy-Schwarzsche

Ungleichung
ou Ov
: + Jlullo - [[llo

| n
<M —
o (z_: 8.%']' 0 ox; 0~~~ —~~

WIF e~ ~—~—  <|lull1 <ol
<llully <llvllx

)SMw+mwwwm.

a ist Hi (Q)-elliptisch (im Sinne von §1):

Elliptizitit
von A

é/ af:<81)>2+04112 dzx
=/ 11':1 o1, 0

Poincaré-Ungleichung

= o W2+ o ||v)E > afjv]? fiir ein > 0 .
- -

>0 >0

Damit sind alle Voraussetzungen des Satzes von Lax-Milgram erfiillt und es folgt die
Behauptung. O

Bemerkung. Die Randbedingung (u = 0 auf I') geht hier in den Losungsraum Hg(Q) =
{v € HYQ) : v|pr = 0} ein (,wesentliche Randbedingung").
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§ 3 Elliptische Randwertprobleme der Ordnung 2

§ 3.2 Homogenes Neumann-Problem

Betrachte dasselbe Variationsproblem wie in § 3.1, aber jetzt auf ganz H!(f2):
Suche u € H*(Q), sodass a(u,v) = I(v) Yv € HY(Q) mit a, [ wie oben. Wegen
a(v,v) > 2 2 > mi 2
(v,0) = eafolf + aol[vlg = min(ao, o1 )Jvfly
>0
ist a H'()-elliptisch, falls g > 0.

Die Poincaré-Ungleichung (§ 3, Satz 2) gilt nur fiir v € H}(Q), nicht aber fiir v € H(Q!
Deshalb wirklich nur falls a9 > 0.

Folgerung. Es existiert genau eine Losung u € H'(Q).

Welche Randbedingungen entsprechen diesem Variationsproblem? Sei u hinreichend re-
gulir, z.B. u € C%(Q) N CY(Q), verwende die Greensche Formel:

- ou Ov
/Slfvd$_/51<iJZ:1aij(%j%+aouv> dx
9 du - ou
_/Q<—Zaxi<aijaxj>+aou>vdx—|—/r‘z <aija%ni>vda

0] ,5=1

=Au _. Ou_
T Ony

,2Konormalen-Ableitung zu A“

mit n = (n;)}_; duBere Normale.

(Falls A = —A, ist

ong

oz, on

ou zn: ou ou
i=1
Normalen-Ableitung.)
Folgerung. Sei u Losung des Variationsproblems und zudem u € C%(Q) N C1(Q), so gilt
Au=f in Q,

im klassischen Sinn).
ou 0 ot T (im ischen Sinn)
on

Beweis. Wahle zuerst v mit v = 0 auf I' mit n-dimensionalem Fundamentallemma:
Au=f in Q.
Dann v beliebig auf I', mit (n — 1)-dimensionalem Fundamentallemma:

ﬂ:O auf T . O
ona

Bemerkung. Die Randbedingungen treten in der variationellen Formulierung nicht auf.

Man nennt sie deshalb natdrliche Randbedingungen.

Du auf T st fiir allgemeine v € H'(Q) (ohne zusitzliche Regularitit) nicht definiert.

on g
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§ 3.3 Inhomogenes Dirichlet-Problem

Sei g : T' — R so, dass g = ug|r fiir ein ug € H'(Q) (ist z. B. erfiillt, falls g stiickweise
C*, ohne Beweis).
Lése

Au=f inQ,
u=g aufl.

Variationelle Formulierung: Suche u € H!(Q) mit u—ug € HJ (), sodass a(u,v) =
I(v) Vv € HL(SQ)
Folgerung. Es existiert genau eine Losung u € H'(Q).
Beweis. Setze u = ug + w. Aquivalentes Problem fiir w:

Suche w € H}(Q), sodass

a(w,v) = 1(v) — a(ug,v) Yo € HLQ) . (I11.3)

— )
Lineare Abbildung H(Q) — R : v+ a(up,v) ist stetig:
la(ug, v)| < M(n* 4+ 1)|luoll1 -||v]|x (frither gezeigt).

const

Wende Lax-Milgram auf (II1.3)) an. O

§ 3.4 Inhomogenes Neumann-Problem

Suche u € H(Q), sodass

a(u,v):/gfvdx—i-/rgvda Yo € HY()

—:l(v)

mit a(,-), f wie zuvor, g € L*(T).
Linearform [ ist stetig auf H'(Q), denn:

Cauchy-Schwarzsche
Ungleichung

1
‘/gvda‘ < g
T

Unter Voraussetzung von § 3.2 (ap > 0) erhalte mit Lax-Milgram:

Spursatz

or - lvlellor < ligllor-C-lvllie -

Folgerung. Es existiert genau eine Losung u € H'(Q).

Unter der Regularititsannahme u € C%(Q) N C(Q) erhalte wie in §3.2:
Au=f inQ, ﬂ:g auf I' .
ong

Bemerkung. Die Randbedingung geht hier in die Linearform [ der variationellen Formu-
lierung ein.
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Kapitel IV

Finite-Elemente- A pproximation

Erinnerung. Elliptisches Randwertproblem in variationeller Formulierung:
Suche u € V, sodass
a(u,v) =1(v) YveV (V=H"Q)oder H}(Q)) .

Soll mittels Galerkin-Verfahren approximiert werden:
Suche uy € Vi, sodass

a(uy,vn) =1l(vy) Yoy € Vv (Vy <V N-dimensionaler Unterraum) .

Praktische Wahl von V7?7
Finite Elemente: Vi ist der Raum der stiickweisen Polynome.

§ 1 Finite Elemente

Kenne bereits spezielle finite Elemente: q
3
Dreiecke mit Knoten (Ecken) ¢1, g2, g3.

Dazu Basisfunktionen 1, @9, (o3 linear mit

SOT(QS) =0ps -
4, 4,

Allgemeiner:

Definition. Ein finites Element (f. E.) ist eine kompakte, zusammenhéingende Teilmenge

K C R”, zu der das Folgende gegeben ist:

e Knotenpunkte ¢1,...,qr € K.

e P endlichdimensionaler Vektorraum bestehend aus Polynomfunktionen p : K — R,

sodass
Vep,...,cRr € RIpeP @ plg)=¢ (r=1,...,R)

d.h., p € P ist durch seine Werte in den Knotenpunkten eindeutig bestimmt.
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Kapitel IV Finite-Elemente-Approximation

Anders: Die Abbildung

P~RE . ps (p(qr))le

ist ein Isomorphismus.

Notwendig: dim P = R = #(Knotenpunkte)
Es existieren damit Basisfunktionen ¢1,...,or € P mit ¢,(¢s) = s (r,s=1,...
Jedes Polynom p € P lésst sich eindeutig darstellen als

R
p=>_pa)er .
r=1

R
Denn: p= Z aror  (J1ay, da @, Basis von P) |
r=1

R
p(qs) = ZQTSOT(qS) = 05 .
r=1

§ 1.1 Wichtige Beispiele in Dimension 2

Dreieckselemente

e Lineare Polynome: q
103

P = P; = Raum der Polynome vom Grad 1 ,
Pisa+pBx+vy,

dim(P;) =3,
. . ql q2
Basisfunktionen: z, y, 1 —x —v. S .
e Quadratische Polynome: 1
P = P, = Raum der Polynome vom Grad 2 ,
Py 3 a+ Bz + vy + 62 + exy + uy? |
dlm(PQ) =6 y
(%, %)
Basisfunktionen: 2z(zx — 3), 4zy, ... .
0 1
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§ 1 Finite Elemente

e Kubische Polynome:

P = P3; = Raum der Polynome vom Grad 3 ,
Py > a+ B+ vy + 0x% 4 exy + py?
+vad + nxty + Aoy® + Ky
dim(P3) =10,

Basisfunktionen: ... .

Rechteckselemente

e Bilineare Polynome:

P = (1 = Raum der Polynome, die beziiglich
jeder einzelnen Variablen x, y linear sind, also
@13 a+ fr+yy+ dzy
dim(@Q,) =4,

Basisfunktionen: zy, z(1 —y), (1 —xz)y, (1 —x)(1—1y)
(auf Einheitsquadrat).

e Biquadratische Polynome:

P = Q2 = Grad < 2 beziiglich jeder Variablen, also .
Q2 3 a1 + asx + asy + ayry + asx’® +

+ 046?42 + 0473323/ + 04890?/2 + 0499023/2 )
dlm(Q?) =9 ’

Basisfunktionen: ... .

e Bikubische Polynome (gleiches Vorgehen ... ).

§ 1.2 Wichtige Beispiele in Dimension 3

Tetraeder
e Linear:
P=P>a+0x+~yy+9dz,
dim(P;) =4,
Basisfunktionen: ... .
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Kapitel IV Finite-Elemente-Approximation

e Quadratisch:

P=P>...,
dim(P,) = 10 ,

Basisfunktionen: ... .

Quader

e Trilinear:

P=@Q132a+px+vy+dz+
+ exy + pyz + Exz +nryz ,
dlm(Ql):87

Basisfunktionen: ... .

§ 1.3 Transformation von finiten Elementen

Maochte ausgehend vom Referenzelement K weitere finite Ele-
mente K erzeugen:

Sei K finites Element mit Knoten G- und Basisfunktionen ¢,

und sei
F:K—-K

bijektiv.
Erhalte damit

Knoten auf K: ¢, = F(¢.) ,
Basisfunktionen auf K: ¢, = @, 0 F71 .

Habe dann
¢r(gs) = (&r 0 F71) (F(ds)) = @r(ds) = brs -

Damit ist K wieder finites Element (falls ¢, Polynome).

Praktische Wahl der Transformation F':
e F affin: F(&) = B% + b, B invertierbar.

e [ isoparametrisch: Gebe Knoten ¢, vor, setze

R
F(i) = Z%’@r(@) ) habe F(Qs) =4qs -
r=1
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§ 2 Zusammensetzen von finiten Elementen, globale Basisfunktionen

F

/\

Bijektiv, falls Verzerrungen
nicht allzu grof.

Vorteil: grofiere geometrische Flexibilitéit, insbesondere Gebiete €2 mit krummlinigem

Rand, rechnerisch ohne Mehraufwand.

§ 2 Zusammensetzen von finiten Elementen, globale

Basisfunktionen

Gegeben:

Finites Element K¢ (e=1,...,E)
mit Knoten Q° = (¢7,...

,qRe) und

Polynomrdume P°¢,  Basisfunktionen ¢f, ..., ¢%e .

Triangulierung von (2:

Zerlegung von

wobel

(i) K nKe =

(ii) und jede Seite (Fliche) eines finiten Ele-
ments ist entweder Seite eines anderen fi-
niten Elements oder ein Teil von 0.

Knoten
Kompatibilitdtsbedingung: Knoten stim-
men auf gemeinsamen Seiten {iberein.

QUNK =Q2nK' fir K'=K'NK®.

G

Nicht

v
v

Nicht
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Kapitel IV Finite-Elemente-Approximation

Globale Knotenmenge:

E
Q={a...a}=J @

e=1

Globale Basisfunktionen:
Pi : Q—R ’

definiert durch ;| .. = ¢¢, falls ¢; = ¢ (sonst 0).

Eigenschaften:

gol-‘ e Polynom in P,
vi(q;) = 0ij ,
; haben ,kleinen Trager:

@i(z) # 0 nur, falls  und ¢; in gemeinsamem finiten Element liegen.

Ohne eine weitere Zusatzannahme sind die ¢; auf gemeinsamen Seiten K’ = K¢ N K¢
nicht wohldefiniert, méchte aber ¢; :  — R stetig. (Damit ¢; € H({2), denn das ist
wichtig fiir die Konvergenz.)

Kompatibilititsbedingung: Einschrinkungen der Polynomriume stimmen auf ge-
meinsamen Seiten iiberein, d. h.

P =P, =P, fir K'=K'nNK?.

Es gelte die folgende Interpolationseigenschaft: Polynome in P’ sind durch die Werte in
den auf K’ liegenden Knoten Q' = Q¢ N K’ eindeutig bestimmt.
(Anders: K’ ist mit P’ und @’ ein finites Element niedrigerer Dimension.)
Damit:
;i 1 — R stetig.

Der Finite-Elemente-Raum:

P={p1,....1) ,
I

P>v= Zv(qi)gai stetig, stiickweise polynomiell.
i=1

§ 3 Aufstellen des Galerkin-Systems

Gegeben: Elliptisches Randwertproblem 2. Ordnung in variationeller Formulierung:

a(u,v) =1l(v) YveV, V = H}(Q) oder HY(Q) .
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§3 Aufstellen des Galerkin-Systems

wobei

a(u v)—/ ia‘-%@%—a wv ¢ dx
’ N Q ”695]-895,; 0

1,7=1

= / {VUT.AVU + aouv} dx
Q

mit Vu = (0u/0z;, . ..,0u/dx,)T und A = (az’j)ﬁj:p

l(v):/vadx oder l(v):/gfvd:c+/rgvda

mit Voraussetzungen wie in § 3, Kapitel III.

Gesucht: Galerkin-Approximation zu Approximationsraum Vy < V:
a(un,vy) =1l(vy) Yoy € Vi .
Wesentliche Randbedingungen:
V= HYQ) = {ve H'(Q) : v =0}, Vi=1(on....on) .

wobei ¢1, ..., pnN jene Basisfunktionen mit %‘F = 0.
Dies ist dquivalent zu einem linearem Gleichungssystem Ay = b mit

N
A= (a(%‘,%’)), 0 Hoteifigkeitsmatrix®,
Z7j:
N
b= (K‘Pz)) ) ,Lastvektor®,
1=
N
un = > i, pi=un( ¢ ).
; ~~

Knoten

Das Aufstellen von A und b erfolgt {iblicherweise in zwei getrennten Schritten:

(a) A, b fiir das Problem ,ohne* Randbedingungen (d.h. nur natiirliche Randbedin-
gungen).

(b) Beriicksichtige wesentliche Randbedingungen.
§ 3.1 Steifigkeitsmatrix

a(pi, pj) = /Q {Vo! AVe; + aopip; } dx

wie in Kapitel II, §5 berechnet aus Elementarmatrizen

aty= [ {(Vei)TAVLE + agplpt} da .
Ke
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Kapitel IV Finite-Elemente-Approximation

Annahme: 1
K€ sei auf das Referenzelement K riickfiihr-
bar.

=)

F¢. K — K°¢

bijektiv, lasse im Folgenden Index e weg.

0 1

Ars = / {V@;AVQDS + aocprgos} dz
K
= / {w%ws + dogﬁrgﬁs} |det DF|d#
K

wobei ¢, = ¢, o F' Basisfunktion auf K.
Kettenregel nxn
R AT T ~\T T
Vi, = (D4)" = (D(pr o F)) = ((Dpr) o F-DF ) = (DF)T(Vip,) o F
ag =apo F ,
A= (DF)™ (Ao F)(DF)™",
wobei DF~T = (DF~Y)T = (DFT)~! (gilt fiir alle Matrizen).

Berechnung von F' aus Knoten:
F affin: 5

—

F(&) = B2 +b

DF =8B, b=q, ¢€eR”, /\‘
q

B=(g2—q1,q3 — q1) € R¥?.

F' isoparametrisch: 0 1 q,
R
F(2) =Y aq¢n(),
r=1

R
DF =Yg D¢ (a)
r=1 .Y
ohnehin berechnet

Berechnung des Integrals im Allgemeinen nédherungsweise durch Quadraturformel (oder
exakt, falls A und ag konstant, z. B. bei der Poisson-Gleichung):

M
/ $di x> wnd(Em) -
K m=1
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§3 Aufstellen des Galerkin-Systems

Beispiele.
K T wy, exakt fiir Polynome in:
1
(%, %) % P, (lineare)
0 1
1
° (%,O) , (O, %) , (%, %) é P, (quadratische)
0 1
1
. (3:3) 1 O
0 1
1
L4 ° Gauf3-Knoten 1
141 14 1) 1 3
o o (2 + 2\/?;7 2 + 2\/5) 4 Q
0 1

8§ 3.2 Berechnung des Lastvektors b

bi:/fgoi dr aus Elementvektoren: /fgar dx:/ fgbAdetDF\d:E
Q K K

mit f = foF, ¢, = ¢, o F mit Quadraturformel wie bei Elementmatrizen. Bei

biz/fcpidwr/g%da
Q I

ist zusétzlich noch ein Integral iiber den Rand zu berechnen.

In 2 Dimensionen (n = 2): ~
Kurvenintegral iiber Finite-Elemente-Kanten. ~~

Riickfithrbar auf Integrale ~
1
/ Ydr .
0
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Kapitel IV Finite-Elemente-Approximation

Berechenbar z. B. mit Gau-Quadraturformel

1 1
/0 wdxmp(2>; Py,

1 1 1 1 1 1
oder: Nl —— |+ =+—=): Ps.
2" <2 2¢§> 2" (2 2\/§> ’

(Genau fiir Polynome P; beziehungsweise Ps.)

§ 3.3 Beriicksichtigung von Dirichlet-Randbedingungen (auf I'y C I')

Bezeichnung: Knoten q1,...,q; wie bisher.

Seien (1, . .., N jene Basisfunktionen, die auf I'y ver- r
schwinden: 301"1“0 =0, VN ={(p1,...,pN)-

Sei Jo = {N +1,...,I}, wobei j € Jy & ¢; € Io.
AuBlerdem sei die Voraussetzung erfiillt, dass I'g aus
vollsténdigen Seiten von finiten Elementen besteht.

Dirichlet-Randbedingungen:
u=g auf IgCT.
Losbar, falls g = uo |, fiir ein ug € HY(Q) (Kapitel III, §3).
Setze als Approximation
o =Y 9(¢))p; -
j€Jo
Damit:

o€ H'(Q) , dolg) =g(g;) Vi€ Jo.

(Dies gilt auf den Knoten! Im Allgemeinen gilt ndmlich ﬁo‘ro #4q.)
to(gi) =0 Vig Jo.

Approximiertes Problem: Suche uy mit uy — g € Vi, sodass
a(un,vy) =l(vy) Yoy € Vy
beziehungsweise dquivalent: Suche w, = uy — g € Vy mit
a(wy,vy) = l(vy) — a(tg,vy) Voy € Vy

beziehungsweise l6se das lineare Gleichungssystem

Ap=b— ( > g(qj)a(wj,sOi))N , meRY,

jedo =1
N I
un =wy +io =Y ppi+ Y 9(a)e; -
i=1 j=N+1

82



§ 4 Fehlerabschdtzung und Konvergenz: Vorbemerkungen

§ 4 Fehlerabschitzung und Konvergenz: Vorbemerkungen
Gegeben: Elliptisches Randwertproblem 2. Ordnung in variationeller Formulierung
a(u,v) = 1(v) YoeV (H&(Q) cVvc Hl(g))
werde mit Finiter-Elemente-Methode ,,approximiert®.
Fehlerquellen:
e Galerkin-Ansatz (V ersetzt durch endlichendimensionalen Unterraum V)

e numerische Integration in Steifigkeitsmatrix, Lastvektor

e Approximation des Gebietsrandes (bei nichtpolygonalen Gebieten)

Losen des linearen Gleichungssystems

Rundungsfehler

Konzentrieren uns hier auf den Galerkin-Fehler: Sei Vy = (p1,...,¢on) <V
Finite-Elemente-Raum und sei A der maximale Durchmesser eines finiten Elements der
Triangulierung von 2. (Der Durchmesser ist der maximale Abstand zweier Punkte.)
Betrachte nun Familien von Triangulierungen mit h — 0, schreibe im Folgenden V}, statt
Vn.

Galerkin: Suche u, € V}, sodass
a(up,vp) = U(vy) Yop €V, .
Erhoffe Konvergenz
up, —u firh —0.

Weifl nach Céas Lemma:

s~ ulla = min lon —ulla (Ilvll = V(o)) -

Weif: ||| dquivalent zur Sobolevnorm ||-||; (a||v\|% < a(v,v) < MHUH%),

daher

. M
lup, — ully < C - min |Jvp, —ul|; C=\/—.
vRLEVR «

Wihle speziell die Interpolation

N

vp, = pu = Zu(qi)goi eV,
i=1
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Kapitel IV Finite-Elemente-Approximation

in den Knoten ¢;. (Sie ist wohldefiniert, falls u stetig ist, z. B falls u € H?(2), n < 3
nach dem Sobolev Einbettungssatz.)

lup —u|l1 < C - |[Ipu —ul; , Interpolationsfehler.

Riickfithrung auf einzelne finite Elemente:

n o 2
M —ullig = [ (Mu—u)?d / Mu — d
=l = [ =t 3 [ (G o) e

E E
=Y Mceu = ulf e =3 [ %
e=1 e=1 Ke

n R
Hgeu = Hhu\Ke = ZM%)%’!KE = ZU(Qf) \‘PE/

i=1 r=1

mit

lokale Basisfunktion

Untersuche daher Interpolationsfehler auf dem finiten Element K (diam K < h):

werde zeigen
(unter zus#tzlichen Voraussetzungen)

1
M —ullxe < Cph¥ o fulpiik

falls der Polynomraum des finiten Elements alle Polynome vom Grad < k enthélt und
u € HFL(Q).

Erinnerung.
s = Y @i,
K a|=k+1
Zusammensetzen:
lup, —ull10 <C-Cj - hk|u|k+17g , falls u € H*H(Q).

Dabei ist h der maximale Durchmesser der finiten Elemente.
Zunachst fiir £ = 1:

§ 5 Fehlerabschitzungen fiir lineare finite Elemente

K Dreieck A P |[Igu —ul|, <7

Hilfssatz 1. K C R" kompakt, konvex, mit Durchmesser < h. (Der Durchmesser ist
wieder der mazimale Abstand zweier Punkte.)
Brauche Variante der Poincaré-Ungleichung (vergleiche Kapitel 111, § 2). Bezeichne

_ vad:z:

Mo = ledaj
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§ 5 Fehlerabschédtzungen fiir lineare finite Elemente

den Mittelwert einer Funktion v auf K. Dann gilt
lv — Mvlloxg <C(n)-h-|vi,xk Yve HYK) ,

(o woras)’ <emn( [ $5(2)' )

Beweis. Sei V = fK 1dz das Volumen von K. Dann gilt:

[ - ay= [ ( [ 1 (o) - vto) dx)QVidy

(v(y)V—VMv) ’

das heifst

Cauchy-Schwarzsche
Unglelchung

// vx dxdy

Mit v(y) —v(z) = fol Du(ty+(1—t)z)-(y—=z)dt und |y —z| < h, wobei |-| die euklidische
Norm bezeichnet, folgt weiterhin

Cauchy-Schwarzsche
Unglelchung

/// |Du(ty + (1 - t)z)|* dt da dy

euklidische Norm im R™

1
Teile das innere Integral auf: fol %= 2%+ [ ;1 %. Damit:
2

Symmctrlc

l 2
2h /// !Dv ty—i— (1—-t)x )‘ dt dz dy

Transformationssatz mit d§ = (1 — ¢)" da:

32‘};2/K/0§ /}(|DU(€)|2'(1—t)_"d€dtdy
_2‘/}12 /02(1—t)_”dt -/dy /|Dv () de
o

1
(a-ty=nt1 |2 _on-1_4 |U|1K
- —n+1 o n—1

2n —2
— 21,12
—n_lh‘U’17K. ]

——

C(n)?

85



Kapitel IV Finite-Elemente-Approximation

1

Sei K = Iﬁ das Referenz-Dreieck und ITv = II ;v lineare Interpolation in den Ecken.
0 1

Hilfssatz 2
lv—TIIv|, <C -l VYve H(K).

Beweis.

Mv(x1,x2) = x10(1,0) + 22v(0, 1) + (1 —x1 —x2)v(0,0) ,

‘%(to)d L(‘%> L cwm@y,

0
Iy = v(1,0) — -
v =uv(1,0) —v(0,0) N . .

8901

weil v € H?(K). Da wegen
¢ — konstante Funktion mit Wert ¢
N | N ~ A
L:HY(K) —2% L*(0K) — R — L*K)
Spurabbildung
linear, stetig

un—»fol 1-w(t,0) dt
stetig, beschrankt mit Cauchy-Schwarz

o (|
81}1 @:1:1 0

L linear, stetig, folgt

v 9 2

Le=c
Ve € R 2
I ov ov
K3 I I S
'(3331 C) <5f€1 C) 0
2
| u-1n) - (‘9” - c>
N—— 81‘1 0
beschrinkt: || I—L||<I
Operator-Norm von H! — 2
2 8'1) 2
<l lz=——-c Vee R .
T 1
Wiéhle speziell ¢ = M (0v/dx1), verwende Hilfssatz 1:
2 2 2 2
@_ :ﬁ_ —1—& §5ﬁ §5|U‘§7
8561 1 a$1 89:1 1 81‘1 1
Hilfsgtz 14. é,ijli
ebenso fir zo. Erhalte
ov o |2 ~
—H v) dz<5 —| | =.C% |3 O
v v / Z (8931 ox; v) v ( Oy 1 0xo 1> \5/-’ [vlz
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§ 5 Fehlerabschédtzungen fiir lineare finite Elemente

Hilfssatz 3. Sei K ein beliebiges Dreieck mit Durchmesser h und In- <\
kreisradius p. Sei Il lineare Interpolation in den FEcken von K. Dann .
ilt h
g 12 —
”U — HU‘LK < c.-—- ‘1)’27[( Yv € H2(K) .
p

Bemerkung. Falls noch h/p < const gilt, so folgt: Zu vermeiden:

v —Ilv|1,xk <C-h-|vl2K -
Beweis. Zuriickzufithren auf das Referenz-Dreieck K mittels F : K — K affin, bijektiv:
F(z)=Bi+b.
(a)

(9(11)1’5;971}2>
2 - 2 P | f ] .
v—Hv\LK—/ | Dv — DIy dx—/’Dv-B — DIlv - B - |det B| dz
K ~——— K

Euklidische Norm
B

o~ .
wobei 9 =vo F, Do = (DvoF)- DF und It = (Ilv) o F. Weiterhin
< / D — DI - B2 - |det B| di
K

< / |Do — DIIo|% dz - ||[B™Y||? - |det B|

K

Hilfsj/atzQ
< C? / |D%*0>  di-||B7Y||? - |det B|
K ~——
> a=2(0%0)?

~ ~ 2

< [ Do do- [BI* B = (€ loloas - |BI-[B71)"
K N N —
<h?/p*  <h/p
(b) Zeige noch ||B|| < h/p und durch Rollentausch von K und K auch |1B7!| < h/p.

Sei j € Rz’ Definition des
Inkreisradius
|Z|=p = 3Jg2eK:2=y—%.
Bi=Bj-B:=F())—F(3) eK = |Bi<h.
~—— =
eK eK
Damit B .
18] = max 12 2 .
izl=p P P

Hilfssatz 4. Unter den Voraussetzungen von Hilfssatz 3 ist

HU — H'UHQJ{ < Chz‘v’ZK Yv € HZ(K) .
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Kapitel IV Finite-Elemente-Approximation

Beweis. Ubungsaufgabe 34. O

Hinweis (fiir Ubungsaufgabe 34). Zeige die Behauptung zunéchst fiir das Referenz-Drei-
eck K, verwende dazu

1 1 2
v(z) —v(0) = /0 1- %U(tx) dt = Dv(x) - x — /0 t- %v(tm) dt

und dieselbe Formel auch fiir ITv. Beachte dann: v(0) = ITv(0). Erhalte damit:
Hilfssatz 2
v — ﬂv||(2)7f< <C%. |v— ﬂv\ik +C2 - |v ;K % C’2|v\§j< .
Daraus folgt die Behauptung fiir das allgemeine Dreieck wie in Hilfssatz 3.
Aus den Hilfssdtzen 3 und 4 folgt weiterhin:
v —To|l1xk <C-h-|vlax Yo€ H*(K) (h<const), falls h/p< const .
Erhalte aus den Uberlegungen in § 4
v —Thollia <C-h-|vjag Yve HX(RQ)
und damit
Satz 5. Es gelte:
(i) Die Losung u des elliptischen Randwertproblems ist in H?(£2).
(ii) Alle Dreiecke aller Triangulierungen haben h/p < const.
Dann gilt fiir die Finite-Elemente-Methode mit linearen finiten Elementen
lun —ull10 < Cr-h-ulaq .

Bemerkung (H?-Regularitit, ohne Beweis). Falls {2 konvex ist oder einen C2?-Rand hat
und nur Dirichlet- oder nur Neumann-Randbedingungen auftreten (also keine gemischten
Randbedingungen), so ist das Randwertproblem H?2-reguldr, d.h. die Losung u von

a(u,v)—/fvda: YoeV
Q

liegt in H?(Q) NV fiir jedes f € L?(Q) und |jullz < Ca/f|lo (C2 unabhingig von f).

Wissen aus Hilfssatz 4 .
Ipu — ullo < Ch?uls

habe auch

Satz 6. Voraussetzungen wie in Satz 5, Randwertproblem sei H?-reguldir. Dann gilt

[un = ullo < Ch?|uls .
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§ 6 Kompakte Einbettungen, Satz von Rellich

Beweis (mit Nitsche-Trick). Betrachte das Randwertproblem fiir ¢:
a(v,p) = /(uh —u)vdr YveV.
Q

Es ist auch H2-reguliir, also ¢ € H2(Q) NV und |||z < C - |lup — ullo-
Insbesondere fiir v = up, —u € V: alup, — u, @) = |Jup, — ul|3.
Habe

a(u,v) =1l(v) YveV

=  alup —u,vp) =0 Yo, €V, .
a(uh,vh) = l(vh) V’Uh € Vh}Vh<V

Somit:
alup, —u,p —vp) = |lup — uH(Q) Yo, €V}, .

Cauchy-Schwarzsche
Ungleichung

1
<M |lup—ullr-[le—vnllx
Waéhle vy, = IIj, ¢, erhalte

Hilfssédtze 3, 4 H2-reguléir
l |
I = neplly < Chlplz < COAJJup —ulo -

Damit

Juon —wll3 < M - Juy —lly - CCah- lun — ully < _C_H2 - fula - [u — wlo
—_——— ~~

Produkt aus
Sat<z 501h|u\2 allen Konstanten
Kiirze noch auf beiden Seiten der Ungleichung mit ||us — u/|o. O

Fiir finite Elemente hoherer Ordnung brauche:

§ 6 Kompakte Einbettungen, Satz von Rellich

Seien V', W Hilbertrdume (oder auch Banachriume). T : V. — W linear, stetig. T
heifit kompakt, wenn fiir jede beschriankte Folge (v,) in V' die Bildfolge (T'vy,) eine in W
konvergente Teilfolge hat.

Beispiel. T : V — W mit ImT endlichdimensional ist kompakt. Denn sei (v,) be-
schrankt in V' und T linear, stetig. Dann ist (T'v,,) eine beschrénkte Folge in Im 7" C W.
Da Im7T = R" endlichdimensional hat (7'v,) nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl
eine konvergente Teilfolge.

Hilfssatz 1. Seien V., W Banachrdiume, T,,, T : V. — W linear, stetig (n =0,1,2,...).
Weiterhin sei T,, kompakt (z. B. dimImT,, < co).

T,—-T .
T, —T|| = sup [T Jollw n—oo 0 = T kompakt.

veV\{0} [vlv
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Kapitel IV Finite-Elemente-Approximation

Beweis. Sei (vy,) eine beschrinkte Folge in V.

(T1v,) hat konvergente Teilfolge in W: (Tyvl) , ||Tivi —wi| < % )
(Tyvl) hat konvergente Teilfolge in W: (Tyv2) , || Tov2 — ws| < % ,
(TpvF~1) hat konvergente Teilfolge in W: (TpvF) , || TpvE —wyi|| < % .

Betrachte die Diagonalfolge vy, := v;..
Damit gilt fiir n, m — oo und n > m:

| T0n — T < || T0, — Tm@NU‘i‘ | TonBn — win|| + [ wm — TinOm || + | TonOm — TOm | -

<|IT = Tonl|- ||| <
——

—0 beschrankt

4

<m T =TI 0| —0

m

3=

Daraus folgt: (T'0,,) ist eine Cauchy-Folge, also konvergent. Somit ist 7" kompakt. O

Satz 2. Sei Q ein beschrinktes Gebiet in R™, stickweise C'. Dann ist die Einbettung
HY(Q) — L?(Q) kompakt, d. h. jede beschrinkte Folge in H'(Q) (beziiglich ||-||1) hat eine
konvergente Teilfolge in L?(Q) (beziiglich ||-||o).

Beweis. Unterteile  in endlich viele Elementardreiecke A; mit Durchmesser < 1/n.
Definiere T, : H'(Q) — L*(Q) durch Thv|a, = Ma,v Vj, wobei Ma,v den Mittelwert
von v auf A; darstellt.

T =inj: HY(Q) — L*(Q) .

Habe: T,, kompakt, da dimIm7,, < oo.
T, — T'|| — 0 fiir n — oo, denn:

Hllfssatz 1, 85

2
ITwo — Tol0 = ZHMA RN <Z < Lo, )

. C
22\ ia, < gllva, damit [|T, =T < — — 0.

\W_/

|U|%7Q
Mit Hilfssatz 1: T = inj : H*(Q) — L?(Q2) kompakt. O

Satz 3 (Satz von Rellich, ~ 1940). Sei Q ein beschrinktes stiickweises C1-Gebiet in R™.
Dann ist die Einbettung H™TH(Q) — H™(Q) fiir jedes m =0, 1, 2, ... kompakt.

Beweis. Fiir m = 0 folgt die Aussage aus Satz 2
H™ Q) ={v:0% € LX(Q) fiir |of <m+ 1} ={v: Pv e HY(Q) fiir |8] < m} .

Sei {8 € N§ : |8] < m} = {f1,...,0m} die Menge aller Multiindizes der Dimension n
mit || < m. Die Méchtigkeit dieser Menge sei M.
Sei (v,,) eine beschrinkte Folge in H™ 1,
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§ 7 Approximationssétze fiir Polynominterpolation

(8%1v,) beschriinkte Folge in H'(Q) "*£* J konvergente Teilfolge (8%1v}) in L2(Q),

Satz 2

(072v))  beschriinkte Folge in H'(Q) "2 3 konvergente Teilfolge (0%2v2) in L?(9),

n

Satz

(9PMyM=1) beschriinkte Folge in H'(Q) "** 3 konvergente Teilfolge (9°MvM)in L2(£2).
Somit: Es existiert eine Teilfolge () := (v) mit (9°,) konvergent in L2(Q) V|3] < m.

n

Dann ist (0;,) konvergent in H™(€2). O

§ 7 Approximationssitze fiir Polynominterpolation

Sei K C R", n = 2: Polygon, n = 3: Polyeder.
Sei weiterhin P, der Raum der Polynome vom Grad < k, also in Multiindexnotation:

p(x) = Z cox®, k>1, mitMultiindex @ und mit % = 27" ... 20" .
la|<k

Satz 1. Es existiert eine Konstante C' (nur abhingig von K, k), sodass
inf ||[v—plless < C- |l Vo € HYK) .
pEP

Beweis. (a) Sei R =dim Py und x1,...,2r € K so, dass

RE:p— (p(a:,,))R

e

Py

r=1
Zeigen in (b) verallgemeinerte Poincaré-Ungleichung:

R
lolloss < c(|v|k+1 n va) o e HV(K) (Iv.1)

r=1
v(x,) wohldefiniert, da wegen Sobolev-Einbettung
H"YK)c H*(K)Cc C(K) fir KCR", n=23.
Damit: Zu gegebenem v € H*+!(K) wiihle Interpolationspolynom p € P, mit
p(zy) =v(z,), r=1,...,R.
Mit folgt bep
Jo = plliss < Clo— pless +0 % Cloliar |
Dieser kurze Beweis sagt leider nichts iiber die Gréfle von C' aus.

(b) Zeigen (TV.I) indirekt: Angenommen, es existiert eine Folge (w,) in H**!(K) mit

R
lwalliss = - (Jwalisr + Y waar)l) . ¥neN.
r=1

Setze v, = wy/(||wnl/k+1), habe also:
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Kapitel IV Finite-Elemente-Approximation

() lloalletr =1 und
(ii) |vn|gs1 + Zf:1|vn(acr)| <1 0firn— oo
Nach dem Satz von Rellich ist H*+1(K) — H¥(K) kompakt und jede beschrinkte

Folge in H**! hat eine in H* konvergente Teilfolge. Damit existiert eine Teilfolge
(¥) von (v,), die in H*(K) (beziiglich ||-||x) konvergent ist.

Aus (ii) folgt |0p|k+1 — 0, da beide Summanden unabhingig voneinander gegen
Null gehen miissen. Somit ist (@) eine Cauchy-Folge in H*+1(K), denn es gilt ja
1R x = 107+ R -

Damit ist () konvergent in H*1(K).

Der Grenzwert v € H*(K) erfiillt |v|gy1 = 0, d.h. 0% = 0 Va, |a| = k + 1.
Damit ist v ein Polynom vom Grad < k. Auflerdem folgt aus (ii) |v,(z,)| — O,
daher v(z,) = 0. Somit v € Py, v(x,) = 0 Vr und daraus folgt v = 0.

Dies steht im Widerspruch zu (i): ||v||g+1 = limp||vn||k+1 = 1. O

Als Folgerung erhalte auf dem Referenzelement K

Satz 2 (Bramble-Hilbert-Lemma, ~ 1970). Sei IT : H*'(K) — H™(K) linear stetig,
m < k -+ 1. Es gelte llp = p Vp € Py (z. B. Finite-Elemente-Interpolation).
Dann ezistiert eine Konstante C (abhingig von K, k und m) so, dass

v —=TI|[ < C - olpyr Yo € HFFY(EK) .
Beweis. Fiir ein beliebiges Polynom p € P, gilt
o = ol = [lv=p =10 = p)lm = [T = I)(v = p)lm
I—11: HEHE & H™ stetig

< =Tl o - [[0 = pllita
=:C1
also noch mit Satz 1 |lv — v, < C1 inlg lv —=pllg+1 < C1-C - |v|j41 - O
PEL

Sei K ein aus dem Referenzelement K affin 1
erzeugtes finites Element mit Polynomraum

F
P und den Knoten ¢y, ..., qg. /—\
F(i) =Bi+b 7 W
(bzw. Tetraeder, Quader in Dimension 3). AN
1
Sei h Durchmesser von K, p Inkreisradius F

von K. 1 /\

Interpolation Tv(z) = S v(gr )@ ().

=
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§ 7 Approximationssétze fiir Polynominterpolation

Satz 3. Situation wie oben, P, C P, m < k+ 1. Dann gilt

hk—i—l
|v — |k < C -

o \U’kH,K

mit C' unabhdngig von K.

Beweis. Wie in Hilfssatz 3, §5 durch Transformation auf das Referenzelement. Wende
dort Satz 2 an. O

Falls h/p < const fiir alle finiten Elemente, erhalte daraus fiir den Interpolationsfehler
auf dem Gebiet €2

v — Mol < C-h* vk

Yo € HL(Q)
lo = Toflo.o < C-B* - Julii10

und daraus wie in §4 und §5
Satz 4. Es gelte:
(i) Die Losung u des elliptischen Randwertproblems sei in H*1(Q).

(ii) Fir alle finiten Elemente sei P, C P und h/p < const. Dann gilt fir den Fehler
der Finiten-Elemente-Methode

lun = ullo < C -k ulkria -
Falls das Problem H?-requldr ist, erhalte wieder (mit Nitsche-Trick)

u, — ullo,e < CAF M ulpi1q - O
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Kapitel V
Mehrgitterverfahren

Die Finite-Elemente-Methode fiihrt auf ein lineares Gleichungssystem:
Ap=0b inRV.

N ist sehr grof3:

e 2-dimensionales Randwertproblem: N ~ 104,

e 3-dimensionales Randwertproblem: N ~ 10°.
A ist symmetrisch, positiv definit und schwach besetzt.
Direktes (Eliminations-) Verfahren: Gauf8 (LR), Cholesky-Zerlegung (LLT).
,Fill in“: Auffiillen der Faktoren L, R mit Nichtnullelementen: Aufwand O(N3).
— Zu aufwéndig (insbesondere fiir 3-dimensionales Randwertproblem).
Iterative Verfahren:

e Konjugierte Gradienten (hier nicht)

e Mehrgitterverfahren (Fedorenko 1961, theoretische Untersuchungen. A. Brandt
1972, Hackbusch 1976)

Aufwand zur Losung des linearen Gleichungssystems bis zu einer Genauigkeit, die
grofer als der Fehler der finiten-Elemente-Methode ist: O(N) ~ 10-20N.

Betrachte Modellproblem:
Poisson-Gleichung auf Einheitsquadrat:

—Au=f inQ=(0,1) x(0,1)
u=0 auf ' =0T .

Diskretisierung mit linearen finiten Elementen oder finiten Differenzen:

-1
Ap=5b, -1 4 -1 Fiinf-Punkte-Stern
-1

und mit A wie in (IL.3]).
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Kapitel V' Mehrgitterverfahren

Brauche als Vorbereitung:

§ 1 Klassische Iterationsverfahren (Gauf3-Seidel, Jacobi)

Betrachte
Au=1b,

zerlege nun A = M — N, sodass das Gleichungssystem mit M leicht zu l6sen ist, z. B.
M = Diagonalmatrix mit Diagonalelementen von A,

A=D—(L+U)=\-N\+YN), Jacobi-Verfahren,
oder M = untere Dreiecksmatrix mit Elementen von A
A=D—-L)-UN+N)—\. GauB-Seidel-Verfahren,
Iteriere: Startwert u" (gegeben).
Au=b < Mu=Nu+b.

Lose fir k=0, 1, 2, ...
Mu*tt = Nu¥ + b

bis sich (hoffentlich) Konvergenz einstellt.
Klar: Falls u* — u, dann Mu = Nu+ b < Au = b, u Losung des Gleichungssystems.
Sei also weiterhin

A=D-L-U=\ -\ -YX.

§ 1.1 Jacobi-Verfahren (Gesamtschrittverfahren)
M = D:

Beispiel (Poisson-Gleichung).

-1 1
4
-1 4 -1, D=-—I.
h? °
—1 (z,)
.. . 1
uy; =0 fiir (z5,y;) € 090, z,jzl,...,n:E—l,
wobei b = 1/(n +1). 0 !
Fire,7=1,..., n
k+1 1 k k k k h2
Uij =3 (“i—l,j T Uiy T U1 “m‘+1> + b -
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§ 1 Klassische Iterationsverfahren (GauB-Seidel, Jacobi)

§ 1.2 GauB-Seidel (Einzelschrittverfahren)

M =D - L:
Beispiel (Poisson-Gleichung). Fir i, j =1, ..., n:
k1 _ L (kg k k1 k h?
Uiy~ =7 (ui—l,j t U T Ut ui,j+1> + zbij .
§ 1.3 Konvergenzverhalten von Iterationsverfahren
A=M—-N, MuF*tt = Nu¥ + b,
Mu=Nu+b.
Daraus erfolgt durch Subtraktion der Fehler e* = v — u:
MeFtt = Ne¥
bzw.
6k+1 — M*lN 'ek —_ Kek
=K
Iterationsmatrix
Falls K diagonalisierbar:
KUZ' = Az V;
—~
Eigenwert Eigenvektor
Zerlege eF = SN ek,
N N
A = Kel = KZ&fvi = Zef)\wi
N _k+1, . =1 i=1

= ftl = )P

K3 7

.., N.

Somit: e¥ — 0 fiir k — oo (fiir beliebige ") genau dann, wenn |);| < 1 Vi. Konvergiert
umso schneller, je kleiner max;|\;|. (Je feiner das Gitter, umso langsamere Konvergenz.)
Dies gilt auch, wenn K nicht diagonalisierbar ist. Verwende dann die Jordan-Zerlegung.

§1.4 Jacobi-Verfahren

A=D—(L+U), also Du"™' =(L+U)u"+0,
die Tterationsmatrix ergibt sich also zu: J = D Y (L4+U) .
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Kapitel V' Mehrgitterverfahren

Beispiel. Poisson-Gleichung auf Quadrat (siche auch in (II.3) fiir A speziell mit n = 4):

c -1 4 -1

1 |- —
A:ﬁ rc e RV*N | wobei C = b4 e R
e T U |

-1 C -1 4

und h=1/n+1und N =n% Mit D =4-1/h? & D~! = h%. I /4 folgt weiterhin

0 1 1 i
1 0
J:1 0 1 c RVXNV
41 0
- 1 O_

Bemerkung. Diese Matrix (abgesehen von Vorfaktoren) entsteht auch bei Triangulie-
rung des Einheitsquadrats in regelméflige Dreiecke im Finiten-Elemente-Verfahren fiir
die Poisson-Gleichung.

Wie lauten die Eigenwerte von J7

Beachte.
0 1
. 1 0 "
4J=1®B+B®I mit B= ,
S
1 0
wobei das Kronecker- bzw. Tensorprodukt wie folgt definiert ist:
XY XY - Xy,)Y
X oy - |X2Y XonY | _ plmp)x(ng) |
T~ . :
mxn pPXq . .
XmY XV - XY
Dann folgt
B I
1
g : I B
1
I B
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§ 1 Klassische Iterationsverfahren (GauB-Seidel, Jacobi)

Rechenregel: (X ®@Y)(v®@w)=(Xv)® (Yw)

Bemerkung. Falls v Eigenvektor von X zum Eigenwert X ist sowie w Eigenvektor von Y
zum Eigenwert pu, so folgt

(X@Y)(vew)=Avew)
= (v®@w) ist Eigenvektor von X ® Y zum Eigenwert Apu.

Hier: Falls w;, wy Eigenvektor von B zu Eigenwert 1, ux, dann ist w; ®@wy, Eigenvektor
von I ® B+ B ® I zum Eigenwert p; + p, denn es gilt

(I® B+ B&I)(w @wg) = (wj @ Bwy+ Bw; Qi) = (15 + p) (wj @ wy) -
~—

MWk Hjw;

Die Eigenwerte von
Yh=1/n+1
0 1
N=n?
p=|t Y ER™™ (V1)
1
1 0 Figenwerte:
. 24,
sind
HE COos n+1 ) ) y T2y
mit den zugehoérigen Eigenvektoren
( L ) ’
wy = | sin . .
ntl/;
-2

Eigenvektoren: k =1, k =2, sin(2rz):
Gitterweite von sin(rz), | - &
0 § Xz S 1: k; >
k=3, ..., o k=mne

K k

Je kleiner k£, um so weniger Oszillationen, um so ,, glatter.
Fasse zusammen:
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Kapitel V' Mehrgitterverfahren

Hilfssatz 1. Die Figenwerte von J sind

1 k l
— | cos T + cos T firk,l=1,...,n,
2 n+1 n+1

. n
. o . . . A kn
die zugehérigen Figenvektoren sind wy ® w; mit wy = (sm 7”'*‘1)]':1'

Betragsgrafster Eigenwert von J ist

1 1'7r+ 1.7 T 1 1 T 2
— | cos cos = cos ~1——= .
2 n+1 n+1 n+1 2\n+1

Er liegt nahe bei 1, falls n grof. Daraus folgt eine sehr langsame Konvergenz des Jacobi-
Verfahrens!
Brauche ~ n?/10 Iterationen, um den Fehler auf 1/10 zu reduzieren (siehe Ubungen).

§ 1.5 Gedampftes Jacobi-Verfahren

Sei 0 < w < 1 Parameter. Weiterhin

A:MfN:%Df[(éfl)D+L+U} .

Dann ergibt sich fiir die Iterationsvorschrift

1 1
—DuFtt = [( — 1)D+(L+U)} uP 4+ b
w

W

M N

und fiir die Iterationsmatrix J, = (1 — w)I + wJ. Ihre Eigenwerte sind

k l
1—u}+g cos —~ + cos T , k,l=1,...,n,
2 n+1 n+1
. n
mit den Eigenvektoren wy ® w; mit wy = (sin %) -
J:
Betrachte speziell w = 1/2:
. 1 1
k,l ~n = Eigenwert ~ 3 + Z(_l -1)=0
1 1
k,l ~0 = Eigenwert ~ 3 + Z(—H +1)=1.

Die Fehlerkomponenten zu hochfrequenten Eigenvektoren werden also im geddmpften Ja-
cobi-Verfahren stark reduziert, wogegen jene zu ,glatten” Eigenvektoren kaum reduziert
werden. Diese kénnen jedoch auch auf einem groberem Gitter gut approximiert werden.
Auf dieser Beobachtung basiert die Idee des Mehrgitterverfahrens.
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§ 1 Klassische Iterationsverfahren (GauB-Seidel, Jacobi)

§1.6 Gauf-Seidel-Verfahren

(D—L)u** = U u*+b.
~~
M N

Wie sehen die Eigenwerte der Iterationsmatrix G = (D — L) 71U aus? Fiige I ein:

G=D-L 'O Y ' Dlv=u-p'L)'D'U=(UI-1)"'U,
S—— S——

=1 AN N
wobei D™'L =: L die obere und D~'U =: U die untere Hilfte von J = D~Y(L +U) =
L+ ist.
Erinnerung. J =1® B+ B ® I mit B wie in (V.1)).

Die Eigenwerte von

1
0 4
0

H —TBT™',  wobei T = It

O®I=

n—1

I

7

sind unabhiingig von p, wie man direkt nachrechnet. (Die zugehérigen Eigenvektoren
sind Tw;.) Dann sind auch die Eigenwerte von

_ 1—
pL+-U=(I+TBT Yo (TBT'+1)=(TIT"'+TBT ") (TBT' +TIT™)
i

=(TeT)(I®B+Ba)(T'aT™) (V.2)

unabhingig von y. Damit:
det(M —G)=det A\ — (I —L)"'U) =det (I -L)"'- (NI -L)-T
=det(I — L)~! - det(VAI) - det <\fM — (VAL + 1U)>

\—1,_/ \7_z A
NE E—

. VA E2ger(var-(L + 0))

= A3 det(VA —J) . ——

Eigenvektoren: Fiir J gilt Jw = (L + U)w = pw wie zuvor. Sei noch T := T ® T. Dann:

1 _ o
(WL + ~U)Tw =pTw < (pPL+0U)v=pv
uo =~ ~~

v v

Multipliziere die Gleichung nun von links mit (I — L)™'

& (-0 W L+(I-L)'Uv=I-L0) v T
L — L) 'Po(I - L) = pPo

& (I-L0L)'Uv=(
v=vp U, v =Twg.

Damit wurde gezeigt:
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Kapitel V' Mehrgitterverfahren

Hilfssatz 2. Die Hilfte der Eigenwerte von G sind Quadrate der Eigenwerte von J, die
anderen sind 0.

Ttengy, . Das Gauf3-Seidel-Verfahren konvergiert
: . doppelt so schnell wie das Jacobi-Ver-
Te tiumn fahren (aber immer noch zu langsam).

M el Beachte (wie beim geddmpften Jacobi-
- > Verfahren). Es werden nur Fehlerkom-
o ponenten zu , glatten (niedrigfrequen-
ten) Eigenvektoren schlecht reduziert.

§ 2 Zweigitterverfahren

Elliptisches Randwertproblem: a(u,v) =1l(v) Vo eV,

Finites Element: a(up,vp) =l(vp) Yo, € V) <V = Apu=1by .
Starte mit u)).
Fiihre einige wenige (1-3) Iterationen des geddampften Jacobi- oder des GauB-Seidel-

Verfahrens durch.
Erhalte u;, = Zf\; 1 ;i bzw. Koeffizientenvektor 7.

Apup = by, ,Defekt”
=~

= Ap(fy, — =: Apep = 0y , Fehlergleichung.
A, = byt o } (B = pn) heh = O g g

(13

Idee. Da im Fehler e;, = uy — up nur noch , glatte
Fehlerkomponenten grof3 sind, kann die Fehlerglei-
chung gut auf einem groberen Gitter approximiert

werden:

h H=2h

Fehlergleichung: a(ep,v,) = a(tp,vy) — l(vp) Yo € Vy, fiir e, = @y, — up,.
Lose stattdessen auf groberem Gitter (Galerkin-Approximation der Fehlergleichung auf
Vi < V3): Suche ey € Vi mit

a(eH,vH) = a(ﬂh,vH) — l(vH) Yo € Vi,

d.h. 16se Agep = 0. Dies ist ein Gleichungssystem niedrigerer Dimension!
Ny
H N,
en =Y el en =) .
=1

Korrektur: ug) =Up — eqy.
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§ 2 Zweigitterverfahren

Rechnerische Durchfiihrung:
Seien go? € V;, Basisfunktionen des Feingitterraums und
seien <ij € Vi Basisfunktionen des Grobgitterraums.

Voraussetzung: Vi < Vi(< V), d.h. echte Ver- 5 /\
gréberung der urspriinglichen Triangulierung. nicht: _ '

Somit ! € V}, = ((p?>,

ol =) el mit g = (¢}) =psi, (r=p").

J
Habe
Ny,
r=(riy) € RNHXNn »Restriktion:  vom feinen auf das grobe Gitter, Ny[ 7 |

Ny
p = (pij) € RNw >N ,Prolongation“: vom groben auf das feine Gitter. Nh

Die Prolongation wird auch als Interpolation 0 0
bezeichnet,
% |
— T 3 ) (
r=p° ist schwach besetzt . 0 vem e
% |
0

Grobgittergleichung: (Galerkin-Verfahren mit Vj als Approximationsraum an V;,)
alem,vr) = a(Un, vi) — lvn) Yo € Vi

Schreibe einzelne Terme in Basisdarstellung:

Ny Ny Np
H h h
w=Y, o A=Y Y g = 3 (La)eh
=1 Knotenwerte auf =1 j=1 J i

grobem Gitter
(pv);

(pv); sind die Knotenwerte auf dem feinen Gitter.

eqg = Zakgof = ZZakrkup? mit e, = ey (qf?), ¢ff Knoten des groben Gitters.
k koo

up, = Zﬁl%alh .y =Tn(q)) -
1
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Kapitel V' Mehrgitterverfahren

Fiir die Steifigkeitsmatrizen gilt:

(€H,UH Zzé‘kvz <Pk 2 ) = UTAHE:‘

ko Steifigkeitsmatrix

fiir grobes Gitter: Ag

(A = a(ei, f") ZZTMTU algy 7%) (rAnr" ki

Stelﬁgkeltsmatmx
fiir feines Gitter

Somit: Ay = rApp Steifigkeitsmatrix fiir grobes Gitter.
Berechnung des Lastvektors:

Z'Uz 901 szzrm 90] =v ’I"bh

]

%,_/
=’UTbH

Somit: by = by, Lastvektor fiir grobes Gitter,
a(tp, ve) Z Z ZMWU a(gl’, @) = v rAn .

Damit Grobgittergleichung: v7 Age = v rAyu — v rby, Yo € RVH,
Daraus folgt ein Gleichungssystem fiir ¢ = (6k)fcvfl:

Ape =r(Aptt — by)

wobei Ay die Grobgittersteifigkeitsmatrix ist und r(by, — Apfi) der auf das grobe Gitter
restringierte Defekt. Dies ist ein Gleichungssystem kleinerer Dimension (Ny statt Ny).
Korrektur:

u(l)—ﬂ —
n —Unh —€H

Zﬁ ZZEk @) = Z(ﬁz - ZPlkEk)%
I I k

pk

Also: uh => ,u <,0 mit pM) =7 — pe.
Fasse zusammen:
Zweigitter- Algorithmus
1) Glattungsiterationen (geddmpftes Jacobi, GauB-Seidel): ugo) — Ty,
2) Berechne Defekt: oy, = Apny, — by,
3) Lose Grobgittergleichung Agey = 1o, (Ag = rApp)
4) Korrektur u,gl) =M, — PEH

Aufwand (mit Ausnahme der Grobgittergleichung): O(Np,).
Konvergenzrate (Fehlerreduktion je Iterationsschritt) < 1/10 unabhéngig von h.
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§ 3 Mehrgitterverfahren

§ 3 Mehrgitterverfahren

Idee. Lose die Grobgittergleichung nicht exakt, sondern niherungsweise durch ein oder
zwei [terationen des Zweigitterverfahrens zu Gittern H und 2H. Ebenso wieder auf Gitter
2H usw. rekursiv, bis auf dem grofitem Gitter das lineare Gleichungssystem so klein ist,
dass es gut direkt zu 16sen ist (im Extremfall: eine skalare lineare Gleichung).

Triangulierungshierarchie:

Ve S Vi SV <+ < Vi,
h0>h1>h2>"'>hL,

also eine geschachtelte Triangulie-
rung; auch eine lokale Verfeinerung
ist moglich.

Mehrgitterverfahren zur Losung von Ay, up, = by, kurz
Ay = by (A1 =rAp) (eigentlich auch r und p mit Indizes).
ugl) =MGV(l, bl,ul(o)) berechnet durch:
1) Glattungsschritt (ein bis zwei GauB-Seidel- oder geddmpfte Jacobi-Iterationen):

(0)

u; = U .

2) 0; = Aju; — by Defekt.
3) Restriktion ;1 = rd;.

4) Falls I > 1: -1 = MGV(l — 1,6;-1,0) (V-Zyklus, ein MGV) bzw. eventuell

D = MGV(-1
{61_1 GV(I = 1,0-1,0) (W-Zyklus, zwei MGV).

ci1 = MGV(l — 1,8_1,ef")
Falls | = 1: Lose Ageg = dg, eg = ZN:OI soyicp?.
5) Korrektur: El(l) = — pej_1.
6) Nachglédtten (ein bis zwei Gauf3-Seidel- oder geddmpfte Jacobi-Iterationen):

W M

u "~ — u
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Kapitel V' Mehrgitterverfahren

Schema Eine MGV-Iteration in 4)  Zwei MGV-Iterationen in 4)
=3
2

1

V-Zyklus® SW-Zyklus“

Konstruktion von Startwerten durch geschachtelte Iteration:
Lose Aou(] = bo (Al—l = TAlp, bl_1 = T‘bl).

(0)

Setze wu; = puo,

WV = MGV (1, by, ul™),

W = pu®,

ul) = MGV/(2, by, ul™),

ugO) _ pug)’

uf) = pugzl Lotartwert®,

u(Ll) = MGV(L, by, u(LO)) ,Endergebnis®.
Typisch: Fehler u(Ll) — uy, < Finiter-Elemente-Fehler uy — u.
Schema (fiir V-Zyklus im Mehrgitterverfahren):

(Aufwand: O(N)).

Konvergenzuntersuchungen der Mehrgitterverfahren: Finden sich in der Lite-
ratur, z. B. in [Braess92] oder [Hackbu93].
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§ 3 Mehrgitterverfahren

Rechenaufwand: MGV((), N; := dim V.
1) GauB-Seidel (gliatten) ¢N; Operationen (Modellproblem ¢ = 5)

2)  Defekt cN;
3) Restriktion Y
4) MGV(l-1)
5) Korrektur cN; C = 5¢(= 25)
6) Nachglitten cN;
Aufwand:

M; =CN; + M;_4 (V—Zyklus) s
M; =CN; +2M;_4 (W—Zyklus) .

My = Z CNi+ Mo (Ni=4Niy in 2D; Ni =8Np_1 im 3D Fall)

=1 Losung der f. E.-Gleichung
auf grobstem Gitter

geometrische

1 1 2 Relihe 1
SCNL<1++<> —|—>—|—M0—CNL 1—|—MO
4 4 1-1
4
:7CNL+ MO ’
3 o,

vernachlédssigbar

4
= ML S gCNL .
Aufwand fiir die geschachtelte Iteration:

Ap = Mo+ (CN1 + My) + (CNa + M2 Y+ -+ (CNL+ My )

%CN2+M0 <4CNp+Mo
4 4
< E+DMy + CNL = =CNp~ 3C
zu vernachléssigen 20N, ~T5
9

Mit diesem Aufwand wird u; mit einem Fehler kleiner dem Finiten-Elemente-Fehler
berechnet. Dieser Aufwand ist im Allgemeinen geringer als der fiir das Erstellen des
linearen Gleichungssystems (Steifigkeitsmatrix, ... ).
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Kapitel VI
Sattelpunktmethode

Minimierung unter Nebenbedingungen:

ME

A . .
.

z: Minimum in M N E.

§ 1 Stokes-System

Stromung einer viskosen inkompressiblen Fliissigkeit.

Navier-Stokes-Gleichungen
r = (z1,29,73)7 € Q C R? Gebiet, Q

u = (u1,u2,u3)’ € R? Geschwindigkeit, u = u(x,t).

3
ou ou
— = uAu—g uj— —grad p + f in Q,
ot e i—1 Oz ~~ L Navier-Stokes
Viskositit Druck duBlere Kraft
divu =0 in Q.

Randbedingung: v = 0 auf 912, Anfangsbedingung u = ug zu t = 0.
Vereinfachungen. Stationéres Geschwindigkeitsfeld: v = u(x). Setze p = 1.
Langsam, also ist die Geschwindigkeit u klein: Vernachléssige daher ) . u;0u/0x;.

Stokes-Gleichungen

—Au+gradp=f inQcR?, d=2,3,
d

divu = 8uZ:O in Q.
81‘2‘

i=1
Randbedingung: v = 0 auf 0Q. Gegeben: f = (f1, f2, f3)7.
Gesucht: v = (u1,uz,u3)’, p € R. p wird iiber die Normierung festgelegt: prdx = 0.
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Variationelle Formulierung: Multipliziere die obere Gleichung mit v € C$°(2)¢ und
multipliziere die untere (divu = 0) mit ¢ € C5°(€2). Integriere iiber 2, verwende partielle
Integration (Greensche Formel). Verwende das euklidische Skalarprodukt in R%:

d
/ZAuwwlx%—/Zvzdx—/waidx,
Q=1

erhalte mit partieller Integration beider Summanden auf der linken Seite

/ ZZ gﬁfj g;;; / avl - do = / Zfﬂ’z da . (VL1)

diV v

Betrachte V = {v € H}(2)? : divv = 0} ist abgeschlossener Unterraum von H{()<.
Daher: V ist Hilbertraum mit Norm (Poincaré-Ungleichung)

(9212
ol = /Z y
J

i,7=1

1

Betrachte Bilinearform auf V' x V:

ou; 8%
a(u,v) / Z Ox;j 8303

1,j=1

d
:/Q;fﬂ}ldl' .

Wegen a(v,v) = |v|] ist a V-elliptisch; mit Lax-Milgram erhalte

Linearform auf V:

Satz 1. Es existiert genau ein u € V- mit a(u,v) = l(v) Yv € V.

Galerkin: Brauche endlichdimensionalen Unterraum V,, < V. Aber: divv, = 0, vy, €
H(Q)4, wobei die vy, stiickweise Polynome sein sollen, ist nicht handhabbar.

Ausweg?

Beachte. u ist Losung eines Minimierungsproblems unter Nebenbedingungen auf V. Mit
J(v) = 3a(v,v) — l(v) gilt veV

J(u) = iréi‘r/l{J(U) cv e HY(Q)?, dive =0} .

Setze nun fiir eine iibersichtliche Notation X := H{ (Q)4.
Sei M = {q € L*(Q) : / gdz = 0} (Lagrange-Multiplikatoren) und b eine Bilinearform
auf X x M: .

b(v,q) = /Qdivv cqdx

Sei weiterhin ¢ Bilinearform auf X x X und sei [ Linearform auf X.
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§ 2 Gemischte finite Elemente

Variationelle Formulierung: Schreibe (VI.1) in dieser Notation:

b(u,q) =0 Vg e M . (VI.2)
Satz 2. Es existiert genau eine Lisung (u,p) € X x M von (VI.2).

Beweis von Satz 2. Ohne Beweis (schwierig: Existenz von p). O

Beachte. u ist Losung von Satz 1, denn b(v,q) =0 Vv € V.

Zusammenfassung.

u1 (1, 2, 23)
u = uz(xl,xg,a:g) s p= p(xl,:cg,xg) .
uz (1, v2, 73)
—Au+tgradp=f inQ |-v
divu=0 inQ |-q ‘/g
Randbedingung: ©w=0 aufl .

3
a(u,v) —/ Z auf (%ZA dz | / gradp - vdx = —/pdivvd:c =b(v,p) ,
0,57 97, 0z; Q Q

b(u,q)——/gdivu~qdm, l(’u)—/gfvdx.

3 3
a: (H&(Q)) X (H&(Q)) R, 1:HMQ)® R linear,
3
b (H&(Q)) X L2(9) R,
~——
=X ={q€L2(Q)‘ Jq qdz=0}=:M

wobei X und M Hilbertrdume sind und a eine X-elliptische Bilinearform.
Satz 3. Seiu € (C*() ﬂC’(ﬁ))d, u =0 auf O und seip € CH(Q)NC(Q), [opdz =0.

Es gilt: (u,p) ist genau dann klassische Losung der Stokes-Gleichung, wenn (u,p) Lisung
der variationellen Formulierung (V1.2)) ist.

Beweis. Ubung, mit partieller Integration, wie bei der Poisson-Gleichung. O

§ 2 Gemischte finite Elemente

Seien X, < X und Mj, < M endlichdimensionale Finite-Elemente-R&ume.
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Approximiere (VI.2)) durch: Suche (up,pp) € Xp, x M}, mit
a(un, vn) + b(vn, pn) = lvn) Vo, € Xp,

b(un,qn) =0 Van € Mj, . (VL3)
Rechnerisch: Sei (¢1, ..., p,) Basis von Xp, und (¢4, ..., 1) Basis von M},.
n m
up =y uipi ph =Y Ptk ,
i=1 k=1
und analog:
n m
vh =) v =Y aktr ,
i=1 k=1
u = (u;)i—1 , P = (Pr)r1 >
A= (a(SOi,SOj))?jzl , B =(blej,r)) j=1,.m » = (Ue)),,
= o, e
ji ki

m

n
Beachte. b(vp,pp) = Z Zpk b(wj, Vi) vy = p! Bv = vT BTp und a(uy,vs) = v' Au.
j=1 k=1 T
J

Erhalte aus (VI.2))
viAu+v'BTp=vTf WoeR",
g"'Bu=0 Vg € R™ .

Dann ergibt sich ein lineares Gleichungssystem:

Au+BTp=7f b <A BT) <u>_<f>
Bu =0 S \B 0/)\p) \0)°

Losbarkeit? Stabilitdt (der Diskretisierung)?

2 2 i 2
lunllt + llpello < C_ - 1 allo

unabhéngig von h!

Fehler |lup — ul1, |[pn — pllo?
Klar: Kann X; und M}, nicht beliebig unabhéngig voneinander wihlen.

Einschub: Singulirwertzerlegung

Satz. Zu jeder Matrix B € R™*"™ existieren orthogonale Matrizen U € R™ ™V €
R™ ™ so dass B =UXVT mit

Y = diag(oy,...,07) € R™*" |

Il =min(m,n) wund o1>09>--->0,>0.

Die o; heiffen Singularwerte von B. Die Matriz ¥ ist nur diagonal fir m = n (da
¥ € R™*™]) im nichtdiagonalen Fall wird sie mit 0-Zeilen oder 0-Spalten aufgefiillt.
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2
07
Bemerkung. BBY =Ux Vv 2T uT =U UT, falls m < n; d. h. die o,
mxm = =X 0'2

m
sind die Wurzeln der Eigenwerte von BBT. Falls m > n, so sind die o; die Wurzeln der

Eigenwerte von BT B.

Hilfssatz 1. Situation wie oben. Schreibe U = (uy,...,up), V = (v1,...,v,) mit uy,
ooy U € R™ sowie vy, ..., v, € R" (Orthonormalbasis).
Fallsoy > - >0y > 0pp1 =--- =0, =0, l =min(m,n), so gilt

RangB=r, KerB= (Uy41,...,0n), ImB = (uj,...,u.),

[Bo|2
[Bllz = o1 = sup ol 1BllF = /3520 25ty = [1Zlr = (ot + -+ a7

v#£0

Beweis. Ubung. O

Bemerkung (Niedrigrangapproximation). Anwendung bei Suchmaschinen, z. B. Google
(riesige Matrix, Zeilen = Begriffe, Eintrige = Ort des Dokuments).

Gegeben: Matrix B € R™*" (zu grof}).

Suche Matrix X vom Rang k mit ||B — X || minimal!

Erhalte X = Z?Zl Jjujva (wie im Hilfssatz).

Beweis des Satzes. Seien x € R", y € R™ mit ||z|| = 1 und ||y|| = 1 (euklidische Norm)
und Br = oy mit 0 = || B|| = maxj,|= || Bv||.

Sei Vi orthogonale n x n-Matrix mit x in erster Spalte.

Sei U; orthogonale m x m-Matrix mit y in erster Spalte. Damit:

g

0 g (.AJT 1
) N =~
0 1 n—1

denn fiir das (1,1)-Element gilt y" Bxr = yToy = oy’y = o|ly||> = o. Alle anderen
Elemente der ersten Spalte (k,1)k=2, ., miissen verschwinden, da alle Zeilen aufler der
ersten orthogonal zu y sind (da U; orthogonall).

Zeige weiterhin: w = 0.

2 T
By (Z)H = H(U +>|<w w)H > 02 +wlw =102 +wlw- Vo2 +wlw,
aber auch

Qs ()] -

Es folgt vo? + wlw < ¢. Damit muss w = 0 gelten.
Wende dasselbe Argument auf By an. Per Induktion folgt schliellich die Behauptung. [
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§ 3 Die inf-sup-Bedingung
Seien X, M Hilbertraume. Sei weiterhin

a: X XX — R eine symmetrische, beschriankte, positiv definite Bilinearform,
b: X xM — R eine beschrinkte Bilinearform,

f: X — R linear und beschrénkt,

qg: M — R linear und beschrankt,

V={veX:bv,q)=0Vge M} .

Suche (u,p) € X x M mit

a(u,v) +b(v,p) = f(v) YvelX,
b(u,q) = g(q) VgeM.

Satz 1. (VL4) hat genau dann eine eindeutige Lisung (u,p) € X x M, wenn « > 0 und
B > 0 existieren mit

(VL4)

(a) a(v,v) > aljv|% Yv € V (d.h. a|lyxyv V-elliptisch) und

(b) inf  sup _ bv.a) > 8 (Babuska-Brezzi- Bedingung).

0FqeM o£yeXx [vllx - llgllas

Zu (b) dquivalent:

b
VO#qge M: sup &_ﬁ
ozvex [lvllx - llgllas
b(v,q
& VO#QEMEIO#UEX:MV[_

Beweis nur fir endlichdimensionalen Full, wie fir finite Elemente bendtigt.
Sei (p1,...,pn) Orthonormalbasis von X und (¢1,...,,) Orthonormalbasis von M.

n
XBU:Zvicpi, v=(v;)i, €R" |

i=1

m
MBQZZQWim q = (qr)i= €R™ .
k=1

Da (¢;) und () Orthonormalbasen sind, gilt ||v||x = ||v|| und ||¢||ar = ||g||, wobei |||
die euklidische Norm bezeichnet.
(VI.4)) ist aquivalent zu

Au+BTp=f, f=(f) mit f; = f(ei),
Bu=g, g=(g) mit gr = g(¥r) .
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Sei ohne Einschréankung m < n (fiir m > n: tiberbestimmt). Lasse im Folgenden die

Fettschreibweise (Beispiele: u, p, f, g) weg.
n
. B = (b))

A= (a(SOi,SOj)). | L
7,7=1 T

1=
k=1,....m

U ¥ VT mit orthogonalen Matrizen U und V.

Singularwertzerlegung von B: B
mXn mXmmXnnxn

b(v,q) = ¢"Bv = (UTq)" £ (V) = > " opdrin ,
y ~— =

::QT =:
wobei
o1 0 010 0
s=|" | =)rm
0 :
0 0 om0 0
wobei o1 > -+ > o0, > 0. Weiter:
m
sup b(v,q) = sup > opdkin = max |opdel ,
llvllx=1 loll=1 = k=1,...m
inf  sup b(v,q) = inf max |op@x|>F <& 0, >0 <& X invertierbar
lallar=1 |lo| x=1 ldll=1k=1,...,m
aus erstem Term b
1 inf  sup (v, 9) )
M3q70 x 5020 0]l x - |l
Somit:
inf-sup-Bedi . . 1 _ 1
m Subpzw'e(kl)r)lgung & o >0 & X invertierbar & a = Hzl 1H < B .
Spalte auf:
a=vTy= (M) m p=U"p
’&0 } n—m’
A1 Ao )} m T <f1> . T
vIiAv = ., Vif=f=1(%), =U
<A01 Ago )} n-m r=7 fo g g
~—
m n—m
Damit:
Ay + Arotio+X1p = fi
(V14) < Ag1i1 + Agoii = f, (VL5)
=q.

Y1 Uy
invertierbar
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Berechne 47 in der untersten Gleichung und setze es in die oberen Gleichungen ein.
Berechne dann mithilfe der mittleren Gleichung 4y und setze es oben ein. Berechne
schliefllich mit der obersten Gleichung p. Also miissen nur 31 und Agg invertierbar sein,
um 16sen zu konnen.

A positiv semidefinit = Agy positiv semidefinit.

Daher: Agyg invertierbar < Ay positiv definit. Also:

_ 1
() € Admin(do) >a & |4y < .
Somit:
(VI.4) eindeutig losbar <« (VI.5) eindeutig losbar
< Y7 und Agg invertierbar
< 36 >0, o> 0mit (b), (a). O
Beachte.
[Al < A= sup  Ja(v,w)] < K .

[vllx=llwllx=1

Erhalte damit aus (VI.5):

1 1 1
Juall < gl IS =,
1 1 1
luoll < =([foll +K —llall) ,  llAg I < =
o\~ Om a
<if >
<3
1
ol < — (Al +Kul) -
Om NN~~~
<IIfIl

Weiterhin gilt noch [Ju|| < ||u1]] + |luol|-

Folgerung. (a), (b) = |[ullx + [Iplla < C (I fx + llgllar), wobei C nur von a, o, = A}
K abhéngt und

1fllxr = sup |f(v)] = Supl\waz-!: I£1
i=1

ol x=1 l[vll=

lgllar = sup |g(q)| = |lg]| -
llgllar=1

Bemerkung. (b) < Vg€ M Jv € X mit b(v,q) > Sllq] - ||v]|-

tErsetze o, durch 8, da gilt: 8 := inf sup % <Om, =— <

=
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§4 Ein Approximationssatz fiir gemischte finite Elemente

Seien X}, M}, endlichdimensionale Unterrdume der Hilbertraume X, M.

{ a(uh, Uh) + b(Uh,ph) = f(Uh) Yo, € Xy,

(VL6)
b(un,qn) = 9(qn) Van € My, .

Satz 1. Fir X, My seien mit o, B unabhdngig von h die Babuska-Brezzi- Bedingungen
erfillt. Dann hat (V1.6) eine eindeutige Losung (up,pp) € Xp X My, und

_ ol < ('f . inf g — )
lun, —ullx + |lpn —pllar < ¢ vhlgthvh UHXJrththth pllm

mit ¢ unabhdngig von h (vergleiche Céas Lemma,).
Beweis. a(u,v) + b(v,p) = f(v) Yo € X, insbesondere Vv € X, C X, und es gilt auch
a(up, vp) + b(vp, pn) = f(va) Vop € X .
Dabher fiir beliebige v, € Xy, Gn € Mpy:
a(up, — U, vp) + b(vp, ph — Gn) = alu — O, vp) + b(vr, p — Gn) Vo € X,

Ebenso
b(up — Onsqn) = b(u — Op,qn)  Van € My, .
Mit Folgerung aus §3 (in Xp,, Mp):
lun = @l + lon = Gall < C| sup la(w = 5, 0n) + blon,p = @)+ sup [bu = 5, )|

lonllx=1 llgnllar=1

a, b beschrankt
L ) )
< Cllu=nllx + Ip = dnlas
Erhalte die Behauptung mit der Dreiecksungleichung, angewendet auf die linke Seite:

lun —ull < flun = Onll + 100 —wll , llpw = oIl < llpw = @nll + llgn — pll - n

Kriterium fiir die Babuska-Brezzi-Bedingung in X, M},
Hilfssatz 2. Auf X, M gelte die inf-sup-Bedingung mit Konstante [3:

inf sup b(v. q)

— >03>0.
€M vex [[vllxllgllas

Falls es eine lineare Abbildung 1y, : X — X}, gibt mit

b(v — v, qp) =0 Vagp, € My, ,
[TThollx < collvllx  Yve X,

so 1st

nf sup b(vn, qn) _ﬁ_

ah€Mp v, eX), m €o
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Beweis. Inf-sup-Bedingung auf X, M,

b(v,q)
vl llqll

Vge M dve X: >0,

insbesondere Vqp, € My C M.
Habe IIpv # 0, denn sonst wére

b(’U, Qh) = b(’U - Hh?), Qh) =0

im Widerspruch zur inf-sup-Bedingung.

Damit:
b(Hhva Qh) _ b(U, Qh) > 1 b(vv qh) > ﬁ 0

T oll - llgnll — TIholl - llanll = co lloll - llanll = co

§ 5 Finite Elemente fiir das Stokes-Problem

Zweidimensionaler Fall

1. Versuch B ]L

Geschwindigkeit Druck
zwei Komponenten  skalar

up € Xp, pr € My,
(Pp)? P instabil!
ebenso (Py)? Py instabil!

2. Versuch (Pp)? Py instabil!

3. Versuch (Py)? Py stabil v/
Problem mit (P;)?, Pi: zu wenig Geschwindigkeiten in Xj,.
(Brauche Vg, € My, Jup, € Xp: bCvn, n) > f.)

%]l - 1%

Idee. Fiige zum Finiten-Elemente-Raum der Geschwindigkeiten ,,bubble functions“ hin-
zu: Die Bubble-Funktionen seien stiickweise kubisch und verschwinden auf allen Drei-
ecksseiten. 1

Fiir das Referenzelement iﬁ lautet die bubble function speziell

0 1 b1, 32) = 2182(1 — 1 — &2) .

Damit ergibt sie sich auf einem allgemeinen Dreieckselement K mit einer affinen Trans-
formation F': K — K zu

br(z) = b(z) fir == F(&),
1 2 2
Xh:{vhe (HO(Q)) L op| € (P & Rb) VKeTh},
Mh:{qh€L2(Q):qh}KEP1VK€Th, qn, stetig | /qhdx:O}.
Q

Das sogenannte Mini-Element ist stabil! Es erfiillt die Brezzi-Bedingungen gleichméfig
in h.
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Satz 1. Sei Ty, eine Familie von Triangulierungen mit hi /prx < const VK € Ty, Vh,
wobei hx den Durchmesser und px den Inkreisradius des Dreiecks K bezeichnet.
Dann erfillen die Rdume Xy, My des Mini-Elements die Babuska-Brezzi- Bedingungen
fiir das Stokes-Problem gleichmdf$ig in h. Es ist

lun — ulli + [[pr — pllo < ch(lul2 + |pl1) -

Idee. Wihle im Hilfssatz von §4 IIj als lineare Interpolation plus eine Korrektur mit
Bubble-Funktionen so, dass

b(v,qn) = b(Iyv, qn)  Van € My Yo € (HY(2))? .

Technische Schwierigkeit: H}(Q) ¢ C(Q) fiir @ C R?. Die Knotenwerte v(g;) sind
nicht definiert! Verwende stattdessen lokale Mittelung: Fiir v € H}(£2) setze

i d
RW—§:E“Px

fsz pi d
A,_/

statt v(g;)

und fiir v = (vy,v2) € (H&(Q))2 komponentenweise.

Hilfssatz 2

R <C
Bl <Cloh o oy
[Rpv —vllo < Chlv|y

Beweis. Unter (schwachen) zusiitzlichen Voraussetzungen an die Triangulierung:
Zu K € Ty, sei

UEK)=|J{K'eTh: KnK"#£0} .
Voraussetzungen: U(K)
U(K) sei konvex VK € Ty, (fir Hilfssatz 1, §5, Kapitel IV).
VK e U(K):cihg < hgr < Cihg  (mit Konstanten ¢;, Cp > 0).
(Die Triangulierung ist lokal quasiuniform.)
Damit ist der Beweis des Hilfssatzes mit fritheren Ergebnissen moglich.

Beachte. Fiir alle konstanten Funktionen ¢ € R gilt Ryc = c.
Habe VK € T}, und Ve € R

|Rpvlk = |Rpo — ¢l = |Ra(v —o)|1k

und es folgt mit Hilfssatz 2 (,,Inverse Abschitzung“), §5 aus Kapitel V (in diesem Se-
mester nicht in der Vorlesung vorgefiihrt) weiterhin

R}, beschréankt
(Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)
/

C C
< AR = ok <
K
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Wihle ¢ als Mittelwert von v auf U(K), verwende Hilfssatz 1, § 5, Kapitel IV:

v = cllo.rry < V2 - diam (U(K))|v|1 ok »
: —
somit C"hy
|Rpvli,x < Clolyux)
und damit (da jedes Dreieck K nur in endlich vielen U(K') enthalten ist)
|Rh’U|17Q < Clv

1,0 -

ZUdem: c ist Mittelwert

N 1.
|[Rpv —vllo,x = [[Rr(v —¢c) — (v —c)|lo,x < Cllv—clloum) < Chrlviu) -

Damit:
[Rrv —vllo < Clvlia -

Beweis des Satzes. Zeige, dass die Bedingungen des Hilfssatzes aus § 4 erfiillt sind. Brau-
che dazu I}, : X — X}, wobei X = (H}(Q))?, mit

(i) |[Hpv) < Clo|; Yv € X und
(i) b(v —IIpv, qn) = 0 Vo € X und Vg, € My € HY(Q).

(ii) bedeutet
|
—/ div(v — ITpv)gn dz =0
Q

fiir alle stetigen, stiickweise linearen Funktionen ¢; und mit der Greenschen Formel
(Randterme verschwinden)

i
= /(U —pv)grad qp de =0 .
Q H,—/
stiickweise konstant
Brauche also

/(U—Hhv)da::O VK €T, YvelX. (VL.7)
K
Definiere IT,v € X}, stiickweise durch

Hhv‘K:th‘K + ag IJ];( fiir ein ag € R.
——

~—
cpP; bubble

Klar: ITpv € X}, (stetig in Q, weil Ryv stetig und b = 0 auf OK).
Wihle a i so, dass (VI.7)) gilt:

Cauchy-Schwarzsche
Ungleichung

1
aK/ b (z) dx = / (v — Rpv)dz < |[v — Rpvlo K - </ ldaz)
K K K

>vhZ, (y>0) <C"hgk

=

*Die bubble function by ist nicht zu verwechseln mit der Bilinearform b!
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§ 5 Finite Elemente fiir das Stokes-Problem

Beachte. b = O(1), aab—; = O(hy') .

Zeige noch (i): |I,v]1 < Clvjy Yo € X = (HE(Q))2.

<Cv| 1 nach Hilfssatz

[Hpv[y < !thh ‘Zakbl(’
[Sawonf = 3 [ ok ( (2 )+ ()]
=0(hy*)

mit obiger
Ungleichung fiir o g

1 1 _ .
<) ||U_th|(2),K',72hK2'C/hK2'/ Ldz < Clo|?
K

K \—,—/
<(Chxlv|1)? <oz
= K

Damit: [II,v]; < Clol;.
Voraussetzungen des Hilfssatzes aus §4 erfiillt. Damit ist die Brezzi-Bedingung gleich-

maéafig in h erfiillt.
Nach Hilfssatz, §4:

up — ull1 + — <C{ inf ||lvp — ull1 + inf — }
lun = ully + [lpn = pllo < € inf llon —ully + inf [lgn = pllo
(P1)? C Xy,
PoCth,
<C (Clh‘u‘g + Cgh‘ph) . O
Die zweite Ungleichung folgt aus den Abschéitzungen in §5, Kapitel IV.

Bemerkung. Es existiert eine Vielzahl von stabilen finiten Elementen fiir das Stokes-
Problem und verwandte Sattelpunktprobleme (,,mixed finite elements®).

Literatur: [BrezFor91], [GirRav86].
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Kapitel VII

Eigenwertprobleme

Suche Eigenwert A € C und Eigenfunktionen u : 2 — R mit

—Au=Mu inQ,
¢ 50 (VIL.1)
u=0 auf o, Q c R? Gebiet.

Beispiel (Eigenfrequenzen einer Trommel). wu(z,t) Auslenkung am Ort z zur Zeit t.
Wellengleichung:

2
@:Au fireeQ, telR,
ot?

u=0 fiir z € 092 .
Suche Losungen der Form (stationdre Schwingung):

u(z,t) = w(z)p(t) .

Einsetzen in die Wellengleichung

w(z)e”(t) = Aw(x)p(t) |

d. h.
(1) _ Aw(a)
o)~ wla)

Lose (VILI) fiir w und ¢” + Ap = 0.

= —X, A= const, unabhingig von z,t.

Habe X > 0 (wird spiter gezeigt), erhalte mit \ = w?
Eigenfunktion aus (VILI)) w Eigenfrequenz

—~ = N
u(z,t) = w(z) (Cr coswt + Cosin“w t) .

Aleth+A287th

Fragen. Existenz, Eindeutigkeit von Eigenpaaren (Eigenwerte und Eigenfunktionen),
Approximation, Berechnung?
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Kapitel VII Eigenwertprobleme

§ 1 Spektraltheorie kompakter Operatoren

Sei H ein Hilbertraum mit Skalarprodukt (-,-) und Norm |-|, |v| = 1/ (v, v).

Im Folgenden oft: H separabel, d. h. H hat abzahlbare dichte Teilmenge oder dquivalent
(ohne Beweis).

H hat eine Hilbertbasis (en)n>0:

1 n=m
e ¢, orthonormal: (e,,€,,) = {0 ’ . ’
) sonst.

[e.o]

o v = Z(v,en)en YveH.

n=0

o [ =Y |(weea) s (anders: H =12 v = ((v,e0)) ).
n=0 -

T : H — H kompakt, falls fiir jede beschrankte Folge (v,,) in H die Bildfolge (T'v,,) eine
konvergente Teilfolge hat.

T : H — H linear.

Spektrum:

o(T) ={ A€ C: (T — A) nicht bijektiv } .
Punktspektrum:
op(T) ={ A€ C: (T — M) nicht injektiv }
={Ae€C:30#veH: (T-MN)v=0}
—_——
Tv=Mv
={ A e C: \ Eigenwert von 7'} .

Satz 1 (Fredholm (1900), Schmidt (1906), Riesz (1913)). Sei H Hilbertraum, T : H — H
kompakt, A € C, A\ # 0. Dann:

(a) Entweder hat (A — T) eine beschrinkte Inverse oder A ist ein Eigenwert von T.
(Mit anderen Worten: (A —T') surjektiv < (A —T') injektiv.)

(b) dimker(A] —T) < oo, Im(A — T) abgeschlossen.
dimker(Al — T) = dim (H/Im(A\ — T)).

Aeao(T)

Eigenwerte
(¢) Das Spektrum o(T) besteht aus hichstens

abzdhlbar vielen Elementen, die sich nur
in 0 hdaufen kénnen.

(d) Falls dim H = oo, so ist 0 € o(T") (0 muss kein Eigenwert sein).
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§ 2 Spektralzerlegung symmetrischer kompakter Operatoren

§ 2 Spektralzerlegung
symmetrischer kompakter Operatoren

Motivation: Sei A € R™*" symmetrisch. Dann hat der R™ eine Orthonormalbasis aus
Eigenvektoren von A. Zeige analoges Resultat fiir symmetrische kompakte Operatoren
auf Hilbertrdumen.

Situation: H Hilbertraum mit Skalarprodukt (-,-), Norm ||-||. 7 : H — H sei linear,
kompakt und symmetrisch, d.h. (Tu,v) = (u, Tv) Yu, v € H.
Klar: Alle Eigenwerte von T reell, denn: Falls Tu = Au mit Eigenvektor u # 0, so ist

T symmetrisch

Mu,u) = (Tu,u) 1 (u, Tu) = (u, \u) = Au,u) .

Charakterisiere im folgenden Hilfssatz den grofiten und den kleinsten Eigenwert (sofern
nicht 0) durch den Rayleigh-Quotienten:

(T'u,u)

(u,w)

R(u) = Rp(u) = , 0#ueH).

Hilfssatz 1. Falls A := sup, .o R(u) # 0 , so ist A der grifite Eigenwert von T'. (Ent-
sprechend: Ist A :=inf, o R(u) # 0, so ist A kleinster Eigenwert.)

Beweis. Betrachte symmetrische, positiv semidefinite Bilinearform a:
a(u,v) = (Au — Tu,v) .

Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ergibt sich

la(u,v)| < Va(u,u)\/a(v,v) Yu,ve H ,
d. h.

|(Au — Tu,v)| < /(Au — Tu,u)\/(Av — Tv,v) .
Fiir den zweiten Faktor der rechten Seite erhalte weiterhin

Cauchy-Schwarzsche Vertriglichkeit von
Ungleichung Vektor- und Matrixnorm

) ) l
V(A =T, v) < V(AL =T)o|| - [Jo]] < VAL =T - [Jo]| - /[Jo]] < C|lv]|

oben eingesetzt:
|(Au — Tu,v)| < Cv/(Au— Tu,u) - ||| -

Fir v = Au — Tu erhalte dann

|Au — Tu|?* < Cv/(Au — Tu,u) - ||Au — Tul|
& |Au—Tu| <Cv(Au—Tu,u) . (VIL.2)

Sei (uy,) Folge in H mit ||u,| = 1, sodass (Tun,u,) = R(u,) — A. Da T kompakt hat
(T'uy,) eine konvergente Teilfolge, ohne Einschrankung Tu,, — w.

T beschrankt
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Habe
[Aup — wl| < [[Aun — Tun|| + || Tupn — wl|
< Cv/(Aup — T, upn) = C/A — R(uy,) — 0 .

Damit u, — w/A =: u, ||ul| = lim||u,|| = 1, da ||u,| = 1.

Tu, — Tu

| Tu=Au, u#0,

also A Eigenwert.

w = Au

Falls A weiterer Eigenwert zu Eigenvektor v ist, so ist A = R(v) < A. O

Folgerung. Situation wie oben. Falls das Spektrum von 7" nur aus 0 besteht, so ist T' = 0.

Beweis. Nach Hilfssatz 1 ist R(u) =0V0 #u € H, d.h. (Tu,u) =0 VYu € H. Dann gilt
Parallelogrammidentitit
2(Tu,v) 1 (T(u + ), (u+ v)) —(Tu,u) — (Tv,v) =0
~—— H[)’—/

0
= Tu=0VueH, dh T=0. O

Satz 2. Sei H ein separabler Hilbertraum (d.h. H hat eine abzihlbare Teilmenge, die
dicht in H liegt) und sei T ein symmetrischer, kompakter linearer Operator auf H. Dann
hat H eine Hilbertbasis aus Figenvektoren von T

Beweis. Sei (A,)n>1 Folge der von 0 verschiedenen Eigenwerte von T, Ao := 0.
Setze E, :=ker(A,I —T), n > 0.
Weifl 0 < dim Ey < oo und 0 < dim E,, < oo fiir n > 1 (aus Satz 1).

(a) Die Rdume E,, sind paarweise orthogonal: Sei u € E,,, v € E,, m # n. Tu = A\yu,
Tv = A\pv.

symmetrisch

Am(u,v) = (Tu,v) 1 (u, Tv) = A\p(u,v) = (u,v)=0.
(b) Sei F' der von den (E,),>0 erzeugte Vektorraum.

F>v= Z Vn, Up€ E,.
endlich
Zeige: F dicht in H. Wegen H = F @ F- zeige F- = 0.
Klar: T(F) C F (wegen Tv = A\ fiir v € Ey).
Auch: T(F+) ¢ Ft, denn:

5 is ue Ft
5ymmjtr1>ch To € F

weFt, veF = (Tu,v):(u,Tv)éo.
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§ 3 Elliptische Eigenwertprobleme

(i) To := T‘ po ist symmetrisch, kompakt.

(ii) Tp hat das Spektrum o(7p) = {0}, denn: Falls A € o(Tp) und X # 0, so ist A
Eigenwert von Ty, d.h. 30 # v € F* mit Tou = Au = Tw. Dann ist 0 # A
Eigenwert von T' zum Eigenvektor u. Dann gilt aber 0 # u € F: Dies steht
im Widerspruch zu v € F*.

Aus (i) und (i) mit der Folgerung aus Hilfssatz 1: Ty = T'|,, = 0. Damit F*+ C
kerT = Ey C F = F+ =0.

(c) Ep = kerT ist ein abgeschlossener Unterraum von H, und damit ist Ey selbst
wieder ein separabler Hilbertraum.

Wihle in Ey Hilbertbasis, in E, (n > 1) Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von
T|, (dimE, < o).

Die Vereinigung dieser Basen ist Hilbertbasis von H aus Eigenvektoren von 7'. [
§ 3 Elliptische Eigenwertprobleme
Beispiel (Standardproblem). Laplace-Operator auf  C R¢ mit Dirichlet-Randbedin-

gungen:

—Au=Xu inQ, u=0 aufd.

Variationelle Formulierung (multipliziere mit v, integriere iiber 2):

< ou ov
. e 1
/Q Zg 02, Oz dz )\/qu dr Yve Hy(Q) .

Kurz:
alu,v) = A(u,v)g Yo €V = HYQ) .
——

Skalarprodukt zu H = L?(Q), V C H

Allgemeine Voraussetzungen: Sei V' Hilbertraum, a : V' x V' — R eine symmetri-
sche, V-elliptische Bilinearform (Skalarprodukt auf V). Sei H ein separabler Hilbertraum
mit Skalarprodukt (-,-), wobei V' C H dicht in H. Die Einbettung V' — H ist kompakt.

Erinnerung. HE(Q) C L?(Q2) kompakt (Satz von Rellich, IV, §6).

Bezeichnungen: ||-|| = y/a(:,-) Norm auf V, |-| = /(+,-) Norm auf H.
Habe |v| < C - ||v]]| Yv € V (aus der Poincaré-Ungleichung).
Weify (Lax-Milgram): Zu einem beliebigen f € H existiert genau ein u = Sf € H mit

a(u,v) = (f,v) YveV.
Die Linearform I(v) = (f,v) ist beschrankt durch

L) = [(f;0) < [f] - [o] < CIf]- vl YoeV.
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Habe auch ||ju|| = ||Sf|| < C|f| Yf € H. Erhalte damit beschriinkte lineare Abbildung
S:H—-V:f—u=S8f.

Setze T = S‘V Vo< H &l V. Damit T : V — V kompakt.
kompakt beschrinkt

Wegen u = T'f gilt fiir jedes f € V: a(u,v) = a(Tf,v) = (f,v) Vv € V.

Hilfssatz. Sei T : V — V definiert durch
a(Tw,v) = (w,v) YveV, weV.

Dann ist T ein kompakter linearer Operator auf V, symmetrisch beztiglich des Skalar-
produkts a(-,-) auf V:
a(Tw,v) = a(w, Tv) Yw,veV .

Weiterhin ist T positiv definit:

a(Tv,v) >0 YO#veV .

Beweis. T ist kompakt, da V' Jompakt 2 g V.
T ist symmetrisch und positiv definit, da
(-, ) symmetrisch a(-,-) symmetrisch
a(Tu,v) = (u,v) 1 (v,u) = a(Tv,u) 1 a(u,Tv) ,
a(Tv,v) = (v,v) >0 Yv#0. O

Damit §2 auf T" anwendbar.
Sei p Eigenwert von T zum Eigenvektor u:

(u,v) = a(Tu,v) = a(pu,v) = pa(u,v) Yo eV,

d.h. a(u,v) = ANu,v) Yo € V mit A =1/u (n # 0, da T positiv definit).
u ist dann Eigenfunktion zu a(-,-) zum Eigenwert A.

Satz 1. Voraussetzungen wie oben (insbesondere V.— H kompakt). Dann gibt es zum
FEigenwertproblem

a(u,v) = ANu,v) YveV
eine Folge von Eigenwerten 0 < A1 < Ao < A3 < --- — o0 und eine Hilbertbasis von

H aus Eigenvektoren wy, € V. Die Folge vy, = wy/+/ Ay bildet eine Hilbertbasis von V
beziiglich des Skalarprodukts a(-,-).

Beweis. Nach dem Hilfssatz ist T" ein symmetrischer, kompakter linearer Operator auf V.
Nach Satz 2 aus § 2 hat V' eine Hilbertbasis (v ) aus Eigenvektoren von T' zu Eigenwerten
(k) mit g — 0.

Nach dem Hilfssatz ist 1" positiv definit: pg > 0, also 0 < --- < pg < pg < py. Ohne
Einschrankung Tv, = pgvg, daraus

Definition von T'

a(Tvg,v) = a(prvy, v) = pra(vy, v) = (vg,v) Ywev.
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Also:

1 1
a(vg,v) = —(vg,v) YoeV, —:=x — +00.
HEk HE

Habe Hilbertbasis (vx) aus Eigenvektoren in V.
Zeige nun noch, dass die wy := v/ A\pvi eine Hilbertbasis von H bilden:

1 1, k=1,
(wi, wr) = VA v/ N vk, ) \/E\/xl)\ka(vkvﬂl):{

0, kE#1.
Der von den wy, erzeugte Vektorraum ist dicht in H, denn: Falls fiir f € H
(fywr) =0 V& = (f,o)=0 Vk = (f,v)=0 YoelV,
d.h. f € V. Aber: V dicht in H (d.h. V+ = {0}). Also ist f = 0. O
Da (wy) Hilbertbasis von H, habe fiir jedes f € H

F=Y (fwdwe, (£ =f7=D_(f wy)?

k>1 E>1

Da (vg) = (wg/+/Ax) Hilbertbasis von V, habe fiir jedes v € V

1
v = Za(v,Uk)Uk = Z Tka(vvwk)wk’ )

k>1 k>1
a(v,v) = Z a(v,vg)? Z —a v, wi)? = Z)\k(v,wk)Q
k>1 k>1 k>1

Rayleigh-Quotient R(v) = a(v,v)/(v,v). Habe

a(wy, wg)

Rlwe) = (wg, wy)

= a(wg, wg) = Mp(wg, wg) =X\ Vb >1.

Fiir allgemeines v = ), - aywy, wobei oy, = (v, wy,), habe

A1 kleinster
Eigenwert

> k1 Ako‘i ! D k>l )‘1‘)‘%

Rv)=——— > ————F =1, damit A\ = min R(v).
Zk21 ozi Zk21 oz% 0£veEV
Bezeichne V,,, := (w1, ..., wp,) (Aufspann)
Vi = {veV]alv,w)=0 YweVy,} (a-orthogonaler Unterraum)

={veV]alw,wg) =N(v,wp) =0, k=1,...,m}
={veV|(vw) =0, k=1,...,m} .

Firv= Zk>1 Wy € V 1 ist ag = = a1 = 0, also
Am kleinster Eigenwert
> Ao
E>m kO
R(v) = % > Am
Zkzm Qg
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und somit

Am = min R(v) . (VIL.3)
O;évEVJ- 1

Wichtigere Charakterisierung durch

Satz 2 (Minimax-Prinzip von Courant-Fischer). Unter den Voraussetzungen von Satz 1
18t
Am = min max R(v) .
Ey, m-dimensionaler  0#vEE,,
Unterraum von V'

(Hier wird die Bestimmung der Eigenrdume vermieden.)

Beweis. Betrachte zuerst R(v) fiir v € Vj,:

Am grofiter Eigenwert

v = Z apwg + R(v) = szmlkgk < A also o R(v) = Am
- k=1 Y% vEVm

Sei nun FE,, beliebiger m-dimensionaler Unterraum von V. Zeige:

Am < max R(v) .
0#veEEm
Habe E,, N V;- | # 0, denn:

Sei (o1, .-, (pm) Basis von E,,,, v = ZVZ('O’ e E,

=1
,UGVTT%—I g (ank)zo’ k‘=1,...,m—1,
m
= Z(‘Piawk)%‘:o, k=1,...,m—1.

i=1
Dies ist ein homogenes lineares Gleichungssystem mit m — 1 Gleichungen in m Unbe-
kannten. Es hat daher eine nichttriviale Losung v = (v;)1"; # 0.

Sei 0 # v € Ep, NV 4, mit (VIL3):

An = min R(w) < Rw) < max R(u).
n =, R(w) < RO)< o Rw)
Damit A, < max R(v). Also auch
O#UEEm
= inf max R(v) > A\, ,
E,, m-dimensionaler 0#£vEE,
Unterraum von V' = Behauptung. OJ
andererseits ~max R(v) = A\,
0£vEV,

§ 4 Galerkin-Approximation des Eigenwertproblems
(Rayleigh-Ritz- Approximation)

Situation wie in § 3.

(P) Suche A >0, 0# u €V mit a(u,v) = ANu,v) Yo € V.

Wihle endlichdimensionalen Unterraum Vj, C V' (z. B. Finiten-Elemente-Raum).
(Py) Suche A\, >0, 0 # up, € Vi, mit a(up, vp) = A\p(un, vp) Yop, € Vy
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§5 Konvergenz der Eigenwertapproximation

Weifl aus §3 mit V}, statt V und H:

Es existieren Eigenwerte 0 < A, < Agp <o < Ay (dimVy, = N).

Vi, hat eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren (vy ;) beziiglich a(-,-) und aus Eigen-
vektoren (wy.p) = (\/Ak,nVk,n) beztiglich (-, -). Aus Minimax-Prinzip erhalte

Am,h = min max R(v)
m m-dimensionaler  0#veE,,
Unterraum von Vj,

> max R(v) =\, .
E,, m-dimensionaler  0#£vEE,,
Unterraum von V

Also: Ay, > Ay Ym =1, ..., N.

Berechnung? Sei (¢1,...,¢n) Basis von Vj,. Suche A > 0, up, = Zf\il 1ipi, sodass

N n N N N
a(z,uitpz‘, Z Vj‘Pj) = A(ZM%‘, Z Vj%‘) Vup, = ZVjSOj €V,
i=1 j=1 i=1 j=1 j=1

d.h. vTAp = WP Mp Vv € RN, wobei v = (I/j)é-vzl, p= ()Y, und

N
A= (a(gpi,@j)) . Steifigkeitsmatrix,
/L?]:
N
M = ((901‘780]‘)), . Massematrix.
z?-]:
Suche A > 0 und 0 # p € RY mit
Ap=X-Myuy , verallgemeinertes Eigenwertproblem im RV .

Sei M = LL" Cholesky-Zerlegung. Schreibe #quivalent

LA L y=)-LTu .
—_— ~—~—~
A 3 3
Dies ist ein gewdhnliches Eigenwertproblem im RY: Suche A > 0, 0 # ¢ € RY mit
A€ = X¢. (QR-Algorithmus: iteratives Verfahren mit Aufwand ~ O(N3).)
WeiB: A, < A -
Mochte: A\, 1, < Ay + €(h), wobei e(h) — 0 fiir A — 0.

§ 5 Konvergenz der Eigenwertapproximation

Situation wie zuvor: V, CV. C H,dimV}, — oo fir h — 0 (z.B. V = H}, H = L?).

kompakt
o]l = [[v]le = Va(v,v) Energienorm auf V,
[v| =/ (v,v) Norm auf H.
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Approximationsannahme:

Vu eV  lim inf |jop —ul|=0. (VIL4)
h—0 Uhe‘/h

(Elemente in V sind beliebig genau durch Elemente in V}, approximierbar, wenn h — 0.)
Bei finiten Elementen: ||| ~ ||-1 H'-Norm, V = H}(2) (oder H'()).
Gezeigt (in Kapitel IV): Fiir u € H?(Q) N H (Q):

inf th — qu S Ch’u‘g .
v EVY

H?(Q) N H () dicht in H}(Q): Es existiert eine Folge (u,) in H2(Q): |lu, — ully < L.
1
Interpolationsfehler: I — un|l1 < Chluy|a < —  fiir h < hy, (geniigend klein),
n
2
Vn 3h, >0 Yh <hy: |Hpup + (up —up) —ul] < — —0.
N n

eV
Satz 1. Voraussetzungen wie in § 3, § 4. Die Approximationsannahme (VIL.4) sei erfiillt.
Dann:

A
Vm>1 3hy >0 Yh<hpy: ogxm,h—xmgz;ngfmh,
1
m
wobei efn’h = Zvilel{:/huwz —wp|* = 0 fiir h — 0 nach (VIL4), w; Eigenfunktionen mit
i=1

\wi] =1.
Beweis. In zwei Schritten.

Erinnerung. Ritz-Projektion P}, : V' — V},, orthogonale Projektion beziiglich des Skalar-
produkts a(-,-), d.h. Pyu € V}, definiert durch a(Pru,vp) = a(u,vp) Yoy, € V.
Bemerkung. Fiir a(u,v) = l(v) Yv € V, also u Losung eines

elliptischen Randwertproblems, ist cucV

orthogonale
Projektion

a(up,vp) = l(vy) Yop €V

Finite-Elemente- Approximation, hier Pyu = up.

Habe [|u — Ppu| = v;rg/hHu — vy (siehe Céa).

A
Hilfssatz 2. A\, , < O_Tm, wobei oy, = vler%/f |Ppol|, falls opp >0, Vi = (w1, ..., wp).

m,h [o]=1

Beweis (von Hilfssatz 2). Minimax-Prinzip:

Amh = min max R(v) .
’ E,, m-dimensionaler 04v€Em,
Unterraum von Vj,

Wihle E,, = P,V C Vi
Amp < max R(v) .

vEE,
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§5 Konvergenz der Eigenwertapproximation

Zeige zunéchst: dim E,,, = m.
Indirekt: Nehme an, dass dim E,,, < m (weil dim V;;,, = m). Dann ist P,V,, — E,, keine
Bijektion, d.h. es existiert 0 # v € V;;, mit P,v = 0. Da aber o, = 0 ausgeschlossen,

ist dies ein Widerspruch. Es muss also dim F,, = m gelten.
, v a-orthogonale
H’l’i’é f;’{/:l o Projetktisn
Aon < max a(vp,vp) L e a(Ppv, Pyv) p2 e a(v,v)
i = 0#vp€EEm (Uh,’Uh) 0#£vEV, (Ph'U, th) T 0#£veEVy, (th, th)
- a(v,v) (v,v) ) 1 A 0
< max : Poo Py M PP — 2
0#4vEVim (V,0)  0#veVin (Pyv, Pyo) infosyer; IZT o2
S~— m )
A ~
l/afn h
p 2 ’
. 2 “ o N2 =1 222
Hilfssatz 3. o;,, > 1 — N ZHwZ Prw;| 1 N Emh -

i=1
Beweis (von Hilfssatz 3). Sei v € Vi, [v| = 1. Habe v = > 1%, ayw;, 1= |v|> = 310 a:
1 — |Pyw* = [v]* — |Pyl* = (v — Py, v + Pyo) = —|v — Pyo)? + 2(v — Pyo,v)
—_——

und damit =0
|Pyol> > 1 —2(v — Pyo,v) . (VIL5)
Habe
m w; EigenTnktionen m
o
(v— Ppo,v) = Zai(v — Pyu, w;) = Z)\—Z (v — Ppo, w;)
i=1 i=1""
a(v — Ppv,vp) =0 Vo, € Vp,,
wihle vhl: —Ppw; m a'
= Z)\—z‘a(v — Pyv,w; — Pyw;)
=17
damit: !
Cauchy-Schwarz
m
(v = Pyv,v) < — Y o] - [lv = ool - lwi — Py
13
Cauchy-Schwarz
aufl]le m m
N lv—=Puol| | D a2 | D llwi — Pywi?
—_——— ‘ -
(Berechnung folgt) =1 =1
1
m m m
lv = Proll = D ailw; — Pawi)| < 4[> a2 | llws — Pawi® .
i=1 i=1 i=1
1
Damit:
1 & Eoh
(v = Ppo,v) < 3~ > llwi — Pwi||? = VR
| 1
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Kapitel VII Eigenwertprobleme

Durch Einsetzen in (VII.5|) folgt die Behauptung. O
Beweis von Satz 1.

Hilfssatz 1 Hilfsatz 2 geometrische

Reihe
A A ! 4
o 1 ofmh A ™
) Al
Dabei galt fiir die geometrische Reihe
1 9 . 1
=l+z+z°+--- <1422 fir z<~-.
1—=2 2

&2
Fiir h geniigend klein ist 2 ;\n’h

1
< 5 (wegen ey, ,, — 0 fir A — 0 nach (VIL4)). O
1

Anwendung des Satzes auf finite Elemente: V = H{}(Q), a V-elliptische Biline-
arform. V}, Finiter-Elemente-Raum mit

inf [Ju—vil10 < CihFlulgrra Yu € HH(Q) . (VIL6)
h

Vp,
Siehe Kapitel IV, §7, Satz 3: Gilt, falls h/p < const, P, C P.

Satz 4. Falls fiir die ersten m Eigenfunktionen wy, ..., wy, € H*1(Q) gilt und (VILE)
erfillt ist, so ist

m
0< Aph—Am < Chzk/\mZ\wi\iHQ . (Doppelte Konvergenzordnung)
i=1

m
Beweis. gfn,h = Zsz - Phwilli )

=1
P}, a-orthogonale
Projektion (Céa)
hw =Pl = inf Jlw— o2

v EVY

Norméquivalenz
zwischen 1- und Energie-Norm

1 .
< M- inf |[w—w|q<M-C}- th\w!iHQ :
vaVh ’ ’

(VII.6)

Finsetzen in Satz 1 und es folgt die Behauptung. ]

§ 6 Konvergenz der Eigenvektoren

Situation wie gehabt, A, sei (algebraisch) einfacher Eigenwert: A\; # A, Vi # m. Eigen-
funktionen wyy,, |wp,| = 1. Eigenfunktion w,, ;, zu Ay, 4, |wm n| = 1. Setze
Am h—0 Am
Pm,h 1= Max Pm = Max

i#=m |)\i,h_)\m| i#m |)\z _)\m’ '
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§ 6 Konvergenz der Eigenvektoren

Satz 1. Voraussetzungen wie in § 5. Sei Ay, einfacher FEigenwert. Dann gibt es fiir ge-
niigend kleine h > 0 Eigenfunktionen v, mit

‘vm,h - wm’ < (1 + pm,h)’wm - Phwm‘ .

Beweis.

Sei wy,, Eigenfunktion zu A, mit |wy,n| = 1.
Betrachte Orthogonalprojektion beziiglich (-,-) von
Prwy, auf R - Wy, p: U = (PhWim, Win,h) Wi, p- Habe

N \
Pty — U = Y (Patm, wi p)wi Y w
S m,h
%Z%
da (wj ) Orthonormalbasis von Vj, beziiglich (-, ).
| Potwm — Umnl> = Y (Pawm, win)® (VILT)
w;, p Eigenfunktion Py, a-orthogonale Wy, Eigenfunktion
ianh 1 Projelktion 1 iniV )\
m
(Pzgm,wz‘,h) = )\i,ha(Phwmawz‘,h) = )\i’ha(wm, win) = m(wm,wi,h) -
h ev

Daraus:

()\z’,h - )\m)(Phwmy wi,h) = )\m(wm — Pywpy, wi,h)
= (Pywm,win) < pmp|(Wm — Prwm, w;p)| -

In (VIL.7)) einsetzen:

N
| Prtwm — Umonl> < Pl > (W — Potwm, win)® < php Y (Wi — Phtwm, wip)®
i#m =1

Wm — Phwm|2

2
= pm7h
< |Phwm - Um,h| < Pm7h‘wm - Phwm| .

Dreiecksungleichung:

’wm - Um,h| < |wm - Phwm| + |Phwm — Um,n| < (1 + pm,h)|wm - Phwm| . 0

In Satz 1 gezeigt:

sino = Wi — Ump| < (14 prh) | Wim — Prwn] sin o

Klar: Falls sina < %, ist

Wi — Wi | < 2|V — Wi -

135



Kapitel VII Eigenwertprobleme

Hilfssatz 2. Situation wie zuvor. Dann gilt

||wm,h - wm||2 = >\m|wm,h - wm|2 + ()\m,h - )‘m) .

Beweis.
[wmn —wml* = Jwnpl®  + Jwml® = 2a(wnp, win)
N——
a(We by Win 1) a(Wp,, Wy,
Am,h (wm,hu wm,h) Am (w’m7 U)m)
N——
w 2 |wi, | 2
‘ m,h| 1m
1
= )‘m,h + A — 2)\m(wm,ha wm) .
Andererseits:

|wm — Wm,h 2 = |wm,h‘2 + |wm|2 _Q(wm,ha wm) =2~ Q(wm,ha wm)
—_——  ——
1 1

Multipliziere die Gleichung mit A,,. Dann folgt die Behauptung.

Anwendung auf finite Elemente (V = H}(Q), H = L*(Q).)
V3, sei Finiter-Elemente-Raum mit

inf {th —vllo.q + hlon, — vym} < C B oy Yo € HFY(Q) .
vRLEVR

(VILS)

(Kapitel IV: Gezeigt, falls Finiter-Elemente-Raum Polynome vom Grad k enthélt).

Satz 3. )\, sei einfacher Eigenwert. Fualls die ersten m Eigenfunktionen wq, ...

H*Y(Q) und falls (VILY) gilt, ist

Wi h — w10 < Cmh® .

» Wy €

Falls zusdtzlich das elliptische Randwertproblem a(u,v) = (f,v), f € L?, H?*-reguldr ist,

so gilt )
me,h - meO,Q S thk+1 .
(Crny Crn unabhingig von h.)
Beweis (nach Hilfssatz 2).
[[wim,h — wm”% < Cplwm,n — wm”% + (Amp = Am)

nach Satz 1 und Bemerkung danach:

lwim.h — wimllo < Cpyllwm — Prwmlo VIS

< Opllwn = Puwnls < G, inf lwm — wally < Crih®

Nach Satz 2, §5: Ayp — Am < Ch2%. Dann gilt ||wp, p, — w1 < CLV RE.

Nach Satz 1: Nitsche-Trick
Satz 1 H2—Regularitﬁt

l -
me7h - meO < 07/71me - Phwm”o < C%hme - PhmeI < thk+1 .
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