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1 Schnelle Fourier-Transformation

1.1 Diskrete Fourier-Transformation

Wir betrachten endliche Folgen = = (zq,...,zy_1) € CV perdiodisch fortgesetzt auf belie-
bigen ganzzahlige Indizes (bei Bedarf). Wir setzen also xp = xy, falls k = ¢ mod N.

1.1 Definition (diskrete Fouriertransformation)
Die Abbildung Fy : CV — C wird definiert durch Fyz = & mit

N-1
N kj .
Ty = E Wy T
=0

wobei wy = N die primitive N-te komplexe Einheitswurzel ist, d.h. w% = 1.

1.2 Bemerkung
Ist klar, um was es sich bei N handelt, schreiben wir auch nur w fiir die Einheitswurzel.

1.3 Bemerkung (Rechenaufwand)
Zur direkten Berechnung der diskreten Fouriertransformation benétigt man etwa N2 Ope-
rationen (an Multiplikationen und Additionen).

Wir werden spéter sehen, daf die schnelle Fouriertransformation (FFT) etwa N logs N Ope-
rationen benétigt, falls N = 2 ist.

1.4 Hilfssatz (Orthogonalitétsrelation der diskreten Fouriertransformation)
Es gilt:

N-1 _
Z M_km:{N, {=m mod N

WNWN
par 0, sonst

BEWEIS
Sei w=w"!. Firl=m ist

i

B
Il
o
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2 Numerik IT

sonst ergibt sich

N-—1 N-—1 l—m\N
1
T Wt = 3 k) = (w 4 ™ o
1 —wtm
k=0 k=0 0

1.5 Satz (Parseval-Gleichung)
Sei CN mit der euklidische Norm versehen. Dann gilt:

1
Hfo =|z| VzecCV

VN

d.h. dies ist eine Isometrie/unitdre Abbildung.

Ausgeschrieben heifit dies:

BEWEIS
Wir rechnen

&[] = Edy

Womit die Gleichheit gilt. O

1.6 Notation '

Wir haben die Abbildung Fy : CV — C¥ linear mit der Matrix (w,]z] ),i\f]_:lo Analog dazu
fithren wir die Abbildung ein: ' '

Fn : CN — CY mit der Matrix (wfvf)kN];lO = (wy)
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1.7 Satz (inverse diskrete Fouriertransformation)
Es ist

bzw.
PN
_ R A
- N > Wy
k=0

fiir j=0,...,N —1

BEWEIS B
Wir wissen aus dem Hilfssatz, dafl F - Fy = N - Iy oder direkt:

N-1 N-1
Z w_kj Z w%:vg Z Ty Z kajw% = Nz;
£=0

1.8 Definition (punktweises Produkt)

Wir betrachten nun die Multiplikation von Folgen z,y € CV als punktweise Multiplikation:

(- Yk = Tryk

1.9 Definition (Faltungs-Multiplikation)
Wir definieren fiir Folgen z,y € CV, die N-periodisch fortgesetzt sind, die sog. Faltungsmul-
tiplikation = * y € CV:

N-1

(T* Yk =D Thejy;
=0

1.10 Satz (Faltungssatz)
Die Fouriertransformation tberfiihrt die Faltung in ein punktweises Produkt, d.h.

Fn(z*y) = (Fnz) - (FNy)

BEWEIS
Wir betrachten die m-te Komponente der linken Seite:

k—1
(.FN x*y Z w™ Zxk_jyj
j=0

Kapitel 1
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Fiir eine Indexverschiebung: k — j =: ¢ erhalten wir:

Pllﬂz

Z m(€+] Toy;

da die Folgen N-periodisch sind, erhalten wir:

N—-1N-1
w™E+) eryj
7=0 ¢=0
N—1 N—
]:U /=0
= UmT
= (]:Ny (Fnz)
womit die Behauptung folgt. O

1.11 Korollar (Rechenregeln fiir die Faltung)
Da das punktweise Produkt kommutativ und assoziativ ist, ist die Faltung ebenfals
kommutativ und assoziativ.

1.12 Korollar (direkte Berechnung der Faltung)
Es ist

1
TxY = N]:N (Fnz - FNY)

was uns eine geschickte Berechnung fiir die Faltung ermoglicht, wenn man die Fourier-
transformation bereits kennt.

1.13 Bemerkung (Betrachtung des Rechenaufwands fiir die Faltung)
Eine direkte Berechnung der Faltung braucht etwa N? Multiplikationen und Additionen.

Mit der FFT benétigen wir je IV - logy N Operationen, fiir die punktweise Multiplikation
benétigt man lediglich V Operationen. Fiir die inverse FFT bendtigen wir ebenfalls N -log, N
Operationen.

Damit benotigt man mit der FFT lediglich 3N logy N 4+ 2N Operationen.
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1.2 Schnelle Fouriertransformation (FFT)

Wir haben einen Vektor z = (zo,...,zy_1) € C gegeben und méchten & = Fya berech-
nen.

1.14 Satz (Reduktionsformel)
Wir teilen den Vektor x auf in zwei Vektoren in u und v, wobei u die geraden und v die
ungeraden Indizes sind, also

T = (Up, V0, U1, V1, - -+, UN/2-15 UN/2—1) € c
Dann gilt fir k=0,...,N/2 —1:

(Fnz)e = (Fajowk + wh (Fy20)k
(FNT)iin/2 = (Fnjaw)k — wi(Fajav)k

BEWEIS
Wir berechnen den k-ten Eintrag von Fyu:

N-1

(.FNzk—Zwag
=0
N/2-1 N/2-1

Z wk2]u]+ Z 2]+1)

Hierbei ist zu beachten, dal W3 = Wi/2 und damit ergibt sich:

N/2—-1 N/2—-1
= Z wN/z“J‘HUN Z wN/QUJ
7=0

= (Fnjouwk + wN(]:N/QU)k

Wegen der Periodizitét gilt dies fiir alle £ und damit folgt aus der Bedingung

E+N/2 N/2
die zweite Gleichung. O

1.15 Bemerkung
Falls Fy/ou und Fp/pv bekannt sind, braucht man % Multiplikationen und N Additionen
zur Berechnung von Fyzx.

Kapitel 1
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1.16 Historische Notiz
Diese Formel geht auf Cooley-Tukey, 1965 zuriick.

Ahnliche Ideen fand man ebenfalls bei Danilson und Lanzos, 1942, Runge 1925, GauB und

Caesar ,divide et impere®.

1.17 Bemerkung (zum Algorithmus)
Falls N = 2% ist, so kann man den Vektor L-mal zerlegen, bis man Vektoren der Linge 1
erhélt.

Dabei erhélt man einen Rechenaufwand von L - % Multiplikationen. Dabei ist L = log, N.

1.18 Satz (Rechenaufwand der FFT)
Fnzx 1Bt sich fir N = 2% berechnen mit %N logy, N komplexen Multiplikationen und
N logs N komplexen Additionen.

1.19 Bemerkung (Reihenfolge der Elemente)
Die Reihenfolge der Elemente wird bei der Durchfithrung des Algorithmus vertauscht.

Wir betrachten nun die Bindrdarstellung der Elemente, um einen Trick zu erhalten, dies zu
sehen:

Input dezimal Input bindr | Output bindr Output dezimal
0 000 000 0
1 001 100 4
2 010 010 2
3 011 110 6
4 100 001 1
5 101 101 5
6 110 011 3
7 111 111 7

Wir erhalten also die Reihenfolge durch Spiegeln der Binédrzahlen.

1.20 Bemerkung (Vergleich zur direkten Berechnung)
Wir halten nun verschiedene konkrete Werte, die fiir den Vorteil der FFT sprechen, in einer
Tabelle fest:

N N?  NlogN | Quotient
22=32 103 160 6,4
210 ~ 10 106 104 100

220 ~ 10 102 2-107 50.000
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1.3 Fourier-Reihen

1.21 Definition (Fouriertransformierte)

Sei (¢n)nez eine absolut summierbare Folge komplexer Zahlen, d.h. 3>, 7 |c,| < 0o

o0
Z ce™ teR

n=—00
heifle die Fouriertransformierte der Folge (¢p,)nez

1.22 Proposition (Eigenschaften der Fouriertransformierten)
Die Fouriertransformierte ¢(¢) hat die folgenden Eigenschaften

1. ¢ ist 2m-periodisch.
2. ¢ ist stetig.

3. Es gilt die Orthogonalitdtsrelation
2m
1/6—2nt€2mt dt = 1’ m=mn
27 / 0, m#n
4. Es gilt die Umkehrformel:
2m
1 —wnt »
cn=— [ e "™e(t)dt
27
0
5. Es gilt ebenfalls wie bei der diskreten Fouriertransformation die Parseval-Gleichung
3 el = / o(e) d
n=—oo
6.

Seien (c¢y), (dy,) absolut summierbar. Dann gilt fiir die Faltung
(cxd)y Z Cn—jd
j=—00

als Faltung definiert und es gilt der Faltungssatz:

(cxd)(t) = &(t) - d(t)
BEWEIS

2. Y0y ene™ — ¢(t) ist gleichméBig konvergent fiir N — oo wegen

§ : Cpe 'mt

< Z len] — 0

[n|>N

und diese Konvergenz ist unabhéngig von ¢ und damit ist ¢ stetig

Kapitel 1
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1.23 Definition (Fourierkoeffizient)
Sei f eine 27-periodische stetige Funktion gegeben. Dann ist fiir n € Z

2
e = 1/f(t)e_mt dt

2
0

der n-te Fourier-Koeffizient von f und wir bezeichnen ¢, = f (n).

1.24 Satz (Berechnung der Fourierkoeffizenten und Abschitzung)
Sei f 2m-periodisch und p-mal diffbar, f®) absolut integrierbar (es wiirde geniigen, wenn
f € Wplist). Dann gilt:

1. Der n-te Fourier-Koeffizient von f®) ist (1n)? - c,,.

2. ¢, =0O(|n|7P), d.h. |cp| < M - |n|7P mit

27
1
- (p)
M 27T/yf (8)] dt < o0
0

BEWEIS
1. Wir erhalten iiber (mehrfache) partielle Integration:

2T 2T
2i / FO (t)emt dt = —2i FED @) (—m)e ™ dt
™ ™
0 0
2T
= (zn)p;Tr/f(t)emt dt
0

wobei die Randterme aufgrund der Periodizitdt wegfallen.

2. Durch den obigen Beweis erhalten wir mit Betragsbetrachtungen:

27 2

1 o 1
eal ol = |5 [ 19w de) < o [ 110 0] ar

0 0

1.25 Bemerkung
Insbesondere gilt, da8 (c,) absolut summierbar ist, falls f € C? (oder auch f € W21!).

Mit groferen Aufwand kann man auch sagen, da8 f € C! geniigen wiirde.
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1.26 Satz (Faltungssatz)
Seien f, g stetig und 27-periodisch. Dann ist die Faltung von f und g, definiert durch

(Fe9)®) =5 [ 1= n)g(r)ar

wieder 2m-periodisch und stetig.

Fiir die Fourierkoeffizienten der Faltung gilt:

—

frgn)=f(n) g(n), nez

BEWEIS
Die Periodizitét ist klar und die Stetigkeit sind klar nach Analysis II.

Wir rechnen nun

27 2T
— 1 1 —mn
(Feom =y [ o [ #e= gy dr-cai
T 2T
0 0
21 21
1 2
=5, ft— T)e_m(t 7) cg(m)e """ dtdr
T
0 0

fir s :=¢ — 7:

= /f Je ™ ds / (T)e™""" dr

= f(n) - 4(n)
womit die Behauptung gilt. O

1.27 Bemerkung (Verallgemeinerung)
Die Fouriertransformation ist auch fiir n € R definiert und hierfiir gilt ebenfalls der Fal-
tungssatz.

1.28 Bemerkung (Ausblick)
L&t sich eine stetige Funktion f aus deren Fourierkoeffizienten zuriickgewinnen? Gilt also
Ft) =300 cne™?

n=—oo

Wir werden sehen, dafl ohne zusétzliche Voraussetzungen an f die Folge (¢y,) nicht absolut
summierbar ist. Selbst wenn (¢,,) absolut summierbar ist, gilt dann f(¢) = é(¢t)? Wir werden
im Folgenden sehen, daf} dies richtig ist.

Kapitel 1
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1.29 Satz (Fejer, 1904)
Sei f: R — C stetig und 27-periodisch mit Fourierkoeffizienten

2m
1 —1n
(Cn)nGZ = % /e tf(t) dt
0

Dann gilt:
S || ) Kt
1 o (2
E < 1) ke — f(t)

k=—n

gleichméfig in ¢.

BEWEIS
1. Wir betrachten die Faltung mit dem Faltungssatz

27
(emT % f)(t) _ % /em(tT)f(T) dr = emtcn
0

Damit gilt wegen Linearitét

n

> (1= ) ety = (e )00

j=-n

mit dem sog. Fejer-Kern K, fiir den gilt:

n

Ku(t) = z:<1—nﬂl)éﬂ

j=—n

2. Wir zeigen, dafl die Reduktionsformel gilt:

. 2
Ko (1) = 1 (sm ('2:115))

n+1 sin (5)

Dies zeigen wir iber die Definition des Sinus, indem wir verwenden, daf} gilt:

t 1 1 1 1
sin? (2) = 5(1 —cost) = —Zeﬂt + 3~ Ze’t

Durch direkte Rechnung ergibt sich dann die Identitét, denn es gilt:

1, 1 1 n) - < |7 ) it 1 ( 1 _ 1
Ll 11 1 Wt _ L e L
( ¢ T 2. nt+1)¢ T ax1\ 1 *3

j=—n

e (U

1

4

6z(n—l—l)t)
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3. Wir betrachten nun einige Eigenschaften:

a) Es ist wegen der Orthogonalitétsrelation:

Kapitel 1

1 27 n ’_’ 1 27
J it
— [ K, (t)dt = 1-— Wdt =1
27?/ n(t) _Z< n+1)27r/€
0 J=—n 0
——
=650

b) K,(t) >0 VtVn wegen der Rekuktionsformel.
c) Vo € (0,m) ist

2 —4
nangO K,(t)dt =0
/
wegen
1 1
K,(t) < —0
L (sin (3))°
4. Es ist:
1 21
(nx 1)(0) = £0) = 5 [ Kalr) (1t = 1)~ £(0) dr
0
und damit:
2 )
/ Kn(r)(F(t —7) — £(1)) dr = / Ka(r)(F(t —7) — £(1) dr
0 —0
=:I;
2m—0
4 / Ko(7)(f(t—7) = £(1) dr
)
=1
und damit
17 1
B < wax £t =) = £(0)] - 5 /5 r)ar < 5 [ Kalryir =

Den anderen Teil schitzen wir wie folgt ab:
1 27 —4§
< . .
I, < o 20219&%>§ﬂ|f(9)\ / K, (1)dr

1)
N——
—0
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Damit gilt fiir n — oo:
limsup (K, + £)(0) = F(0)] < max| (¢~ 7) = S(0)] ¥ € (0,7)

und fir § — 0 geht der Term gegen 0 wegen der Steitigkeit. Weil f gleichméflig stetig
ist, konvergiert dies auch gleichméfig.

Also konvergiert K, x f(t) — f(t) gleichméBig in ¢. O

1.30 Bemerkung
Es sei festzuhalten, dafl

Z (1 - n|—i—’1) e = n+1 Z ( Z ckelkt)

k=—n m=0 \k=—m

das arithmetische Mittel aller Partialsummen ist, wobei die Partialsumme nicht unbedingt
konvergieren muf3.

1.31 Satz (Eindeutigkeitssatz)
Seien f, g 2m-periodisch, stetig mit denselben Fourier-Koeffizienten. Dann ist f = g.

BEWEIS
Es ist

f(t) = lim i ( - U’) cje’t = g(t) vt

n+1

1.32 Satz (Darstellung mittels Fourierkoeffienzten)
Sei f 2m-periodisch und stetig. Falls die Fourier-Koeffizienten absolut summierbar sind,
dann gilt:

f(t) = i cpe™ Vit

n=-—oo
BEWEIS
f und die Reihe haben dieselben Fourierkoeffizenten und damit stimmen nach dem Eindeu-
tigkeitssatz beide Funktionen iiberein. O

1.33 Bemerkung
Dies ist insbesondere erfiillt, wenn f einmal stetig diff’bar ist (f € Wh! wiirde auch geniigen).
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1.34 Satz (Interpretation des Satzes von Fejer)
Jede stetige 2m-periodische Funktion kann gleichmafig durch trigonometrische Polynome
approximiert werden.

BEWEIS
Dies ergibt sich direkt aus der Aussage des Satzes von Fejer. O

1.35 Satz (Weierstraf3scher Approximationssatz)
Jede stetige Funktion auf einem kompakten Intervall g : [a,b] — R kann gleichméaBig
durch Polynome approximiert werden, d.h.

Ve > 03 Polynom p: max |p(z) —g(z)| <e
z€la,b]

BEWEIS

Wir nehmen 0.B.d.A. an, daB [a,b] = [—1,1] und setzen f(t) = g(z) fir x = cost, genauer
t = arccoszx € [0, 7).

Weiter setzen wir f als gerade Funktion 27-periodisch fort, also f(—t) = f(t). f ist stetig.

Wir sehen, dafl bei geraden Funktionen c¢_,, = ¢, ist, denn:

27 0 27
1 1 1
cn=ge [empar = [ e feryar= oo [ on) ar=c,
2w 2w —_— 2w —_—
0 S (R

aufgrund von Variablentransformationen und der 27-Periodizitédt. Weiter wissen wir mit dem
Satz von Fejer:

n

‘j‘ > jt = ( k )
E 1- et =co+2 E 1-—
( 1 cje co ] ¢k cos(kt)

j=—n k=1

Wir wissen, dafl der linke Term gleichméBig gegen f(¢) konvergiert.
Weil cos(k arccos z) = Ty (x) das k-te Tschebyscheff-Polynom ist, gilt damit:

co + ZXTL: (1 - nf—1> Tk (x) = g(x)

k=1
Falls (c) absolut summierbar ist, dann ist dies gerade gleichméBig konvergent. O

1.36 Bemerkung
Die Konvergenz im letzten Satz kann beliebig langsam sein. Sie wird schneller, wenn die

Koeffizienten rasch abfallen (dies ist inbesondere der Fall, wenn die Funktion oft diff’bar
ist).

Kapitel 1
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1.4 Approximation von Fourierkoeffizienten, trigonometrische
Interpolation

1.37 Bemerkung
Wir moéchten den Zusammenhang zwischen der diskreten und kontinuierlichen Fouriertrans-
formation kléren:

Wir haben die Fourierkoeffizienten fiir eine 2m-periodische, stetige Funktion f:

2
A 1

fn)=en=g- [ e (o) dr

0
Wir approximieren das Integral durch die Trapezregel mit h = N I und erhalten:

() = o= (5™ (0)+ e~ 0) ..+ he IR — 1)) + e () )

Wegen der Periodizitét ist %e_mof(()) = %e"Nhf(Nh) (Also féllt die Trapezregel hier mit
der Rechtecksregel zusammen). Damit erhalten wir insgesamt:

—ni2 1N —nj
fN(n):N' e "IN f(ty) = ﬁz I(t;)

wobei t; = jh = j2Z. Dieses fn(n) ist damit N-periodisch als Vektor.

Damit ist
fv = F(F) !

was wir mit FFT berechnen konnen.

1.38 Satz (Aliasing-Formel)
Sei (f(n))nez absolut summierbar. Dann ist

fy(n) = f(n)= 3 fln+eN)

0£L€Z
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BEWEIS

Wir wissen aus dem letzten Kapitel, dafl bei der absoluten Summierbarkeit der Fourierkoef-
fizienten gilt:

f&)y =3 flk)ye

k=—o00

Wir betrachen nun:

. 1 N-1 i o o2
() =5 2o wy™ >0 fk)eI N
7=0 k=—00

© 1 N-1 _—
S SRS S
k=—00 7=0

1, k=n mod N

- { 0, sonst

= f: f(n+EN)

{=—o00

Fiir £ = 0 ist dies gerade f (n) und damit ergibt sich die Behauptung. O

1.39 Korollar (Fehlerabschitzung fiir den numerischen Fourierkoeffizienten)
Sei f p-fach stetig diff’bar (mit p > 2) und 27-periodisch.
Dann gilt fiir |n| < &

A

In(n) = fm)| <C-N77

mit
1 27
- (p)
¢ =5 [170)de
0
BEWEIS

Wir wissen aus dem vorherigen Abschnitt, dafl
[f(n)] < Cln| 7

andererseits ist mit der Aliasing-Formel:

A

fu(n) = F)| < X 1fn+EN) €3O n+ NP
040 00

Kapitel 1



16 Numerik IT

Es ist [n + ¢N| > & fiir [n| < &
Also ist |n +¢N| < N fiir hochstens ein ¢ # 0. Dies ist:

/) -1, n>0
B 1, n <0
Zu jedem Intervall I = [N,2N),[2N,3N),... und (—2N, —N],(—=3N, —2N], ... gibt es genau
ein ¢ so, dafli n + /N € I. Damit ergibt sich insgesamt:

N o0

S i+ NP < () 123 (mN) P <y NP
2 —

L#0 m=1

mit der Konstante ¢, der sich aus den konvergierenden Summen ergibt. Damit ist C' = ¢, M
und die Behauptung folgt. O

1.40 Bemerkung
Fiir den Spezialfall n = 0 ergibt sich fiir die Gitterweite h = QW”:

N—1 1 2m
h ) f(tj) — o= [ f(t)dt = O(h?)
jZ:%) J 27r0/

Die Ordnung der Trapezregel hiangt also von der Glattheit der Funktion ab, d.h. die Trapez-
regel ist sehr genau fiir glatte und periodische Integranden.

1.41 Satz (trigonometrische Interpolation)
Das trigonometrische Polynom

interpoliert f in den Punkten ¢; = jQW” mit 5 =0,1,...,N — 1.

BEWEIS ‘
Wir wissen, dafl wegen der Periodizitét gilt (insbesondere ist e = wil):

N-1

Ity =" fn(mwy

n=0

Dabei haben wir insbesondere verwendet, daf3 der linke und rechte Randterm gleich sind,
wodurch die 3 verschwindet.
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Diese Formel bedeutet, daf3

U)X = F (vm) = FvE )N = (F)

Damit interpoliert fx(t) bereits die Gitterpunkte t;.

1.42 Notation

5" bedeutet, da8 der erste Term und der letzte Term jeweils mit dem Faktor % genommen
werden, d.h. fiir unsere Summe ergibt sich gerade:

3 = i ()« () e (50) i 3)

Dies ist die Interpolation in den Knoten ¢; = j%r.

Es wére ebenso erlaubt, stattdessen eine der folgenden Summen zu bilden:

¥ e
2 2 2
n:—%-ﬁ-l n:—% n:—%—&-k

und mit dieser Methode konnten wir ebenso den Satz beweisen.

Wir werden jedoch sehen, dafi unsere Variante aus Symmetriegriinden die am wenigsten
oszillierenste ist.

1.43 Algorithmus (trigonometrische Interpolation)
Wir nehmen f als 27-periodisch. Dann gehen wir wie folgt vor:

1. Wir berechnen f(t;) fir j=0,...,N—1undt; =j- QW”

2. Wir berechnen mit der FFT fy = Fy'( f(tj))ﬁ-vz_ol mit einem Aufwand von
O(N log N) Operationen.

3. Wir erhalten das trigonometrische IPP wie im vorhergehenden Satz.

1.44 Satz (Fehlerabschitzung bei der trigonometrischen Interpolation)

A

Falls (f(n)), absolut summierbar ist, gilt:

v = fOl <2 >

N
|”|27

f(n)|

Kapitel 1
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BEWEIS
Wir verwenden die Aliasing-Formel und erhalten:

N0 = FOI=| 3 e = 3 Fmen

N n=-—00

N
2
— Z / ( f(n + fN) emt . /f(n)eznt
=% \tA0 >
< TFm)l+ > I ()]
m|> % n|>%
<2 'If ()]
In|>%
womit der Satz folgt. O

1.45 Bemerkung
Falls f € CP mit p > 2. Dann gilt bekanntlich, da§ f(n) = O(|n|™P).
Also ist |fn(t) — f(t)] = O(N7P)

1.5 Inverses Faltungsproblem, Regularisierung, Filter

1.46 Motivation (Problemstellung)
Ein Eingangssignal u = u(z) fir z € R geht in einen Apparat und es wird ein Signal b
gemessen, was nicht mehr dem Eingangssignal entspricht.

Wir treffen die folgende Annahme:
1. u +> b sei linear.
2. u + b sei verschiebungsinvariant

Wir wissen, daf} jene Abbildungen Faltungen sind.

1.47 Bemerkung
Diese Problemstellung tritt in vielen Bereichen, etwa der Bild- bzw. Signalverarbeitung auf.

1.48 Konstruktion (Modell des Apparats)
Wir betrachten das folgende Modell:

o0

/ a(z — y)uly)dy + <(x) = blx)

—00
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wobei u(y) das unbekannte Eingangssignal ist, b(z) das beobachtete Signal und der Term
a(x — y) sei die Apparatfunktion, wihrend der Term &(x) die Storungen des Modells be-
schreibt.

In e(z) gehen Mefifehler, Rundungsfehler und Modellfehler ein. Dieses Rauschen ist natiir-
lich unbekannt. Wir kennen jedoch evtl. eine Schranke fiir die Stérungen so, dafi |e(z)| < M
punktweise oder im quadratischen Mittel, d.h. [ |e(z )|? < M oder dhnlich, ist.

Kapitel 1

Wir méchten aus dem beobachteten Signal das Eingangssignal u rekonstruieren.

1.49 Bemerkung (Reduktion des Problems)
Im Allgemeinen haben a,u, b einen kompakten Tréger so, dal suppa = {x : a(z) # 0}.
Nach Variablentransformation kann man ohne Einschrdnkungen erhalten, daf

C{ T 7[':| C[ T 77}
supp a -, = supp u -, =
ppa & 2 9| ppu & 29

Damit ist
supp(b —¢) C [—, 7]

denn falls b(x) # e(z). Dann 3y : a(z—y)-u(y) # 0und dann ist z—y € [-F, 5],y € [, F]
und damit z € [—7, 7.

Wir setzen nun auflerdem a,u, e, b 2w-periodisch auf R fort.

Damit haben wir unser Problem auf ein neues reduziert:
/ a(z —y)u(y) dy + e(x) = b(x)

fir x € [—m, ], woftr wir kurz schreiben koénnen:
axu+e=0>
bzw. fiir den linearen Operator Au = a * u:

Au+e=b

1.50 Bemerkung

Der iibliche* Losungsweg besteht darin, dafl z.B. das Lineare Gleichungssystem Au+¢e =10
in R™ so gelost wird, dafl die Stoérung vernachléssigt wird und wir Av = b mit den Standard-
Methoden 16sen.

Dann gilt fiir den Fehler v — u = A~ 1e, sofern ||A~e|| < |lv||, was nicht unbedingt gegeben
sein muf, falls die Matrix schlecht konditioniert ist.
Leider ist dies hier der Fall.
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1.51 Erinnerung (Faltungssatz)
Es ist @ * u(n) = a(n)a(n)

1.52 Bemerkung (Schlechte Kondition des Problems)
Fiir die Fourierkoeffizienten gilt:

a(n)a(n) +&(n) =b(n) neZ

Damit ist

Dabei 16st 9(n) die Gleichung a(n)a(n) = b(n).

Da aber die Fourierkoeffizienten von € etwa konstant bleiben, aber die Fourierkoeffizeinten
von a rasch abfallen (falls a glatt ist), wird der hintere Ausdruck den Term dominieren,
wodurch sich dann ergibt, daf

[e.e] o) e}

u(z) = Z a(n)e™ = Z B(n)e — Z ?;Egemm

n=—oo n=—0oo n=—0oo

Wir erhalten fiir grofie n eine katastrophale Fehlerverstarkung, also ist das Problem tatséch-
lich schlecht konditioniert.
Man spricht auch von einem schlecht gestellten Problem oder einem sog. ill-posed problem.

1.53 Bemerkung (Anderer Zugang (Minimierungsproblem))
Wir méchten ja nicht Au = b 16sen, sondern wir mochten verlangen, daf8 [[Au — b|| < |||
wird, d.h. falls ||e|| = § bekannt ist, fordern wir, da8 ||Au —b|| <4

Im Allgemeinen gibt es unendlich viele solche u, die dies erfiillen. Wir moéchten unter all
diesen das u wéhlen mit ||u”| minimal (wie etwa beim kubischen Spline).

Alternativ kénnte man auch |lu|| minimieren. Wir suchen also ein moglichst ,, glattes* oder
moglichst , kleines* v und erhalten damit ein Minimierungsproblem.

1.54 Bemerkung (zur Norm)
Wir méchten festlegen, dafi wir in diesem Fall, falls nicht anders gesagt, als Norm die L?
Norm betrachten, also:

2

91 = 1l = | 5 [ 17 do
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1.55 Satz (Allgemeine Form des Minimierungsproblem)
Wir mochten ||Lu|| minimal erhalten und fordern nur, daf§ L linear ist, z.B. Lu = u”.
Zusétzlich soll die Nebenbedingung ||Au — b|| < § gelten.
Das Minimum wird angenommen fiir
|[Au —b|| =6
BEWEIS
Angenommen, dies gelte nicht, d.h. || Lu| sei minimal fiir v mit ||Au — b|| < 4.
Wir betrachten nun fiir ein ¢ > 0 mit @ = (1 — g)u. Weil L linear ist, gilt:
[Lal| = (1 = o) || Lul| < || Lul
und fiir es gilt:
[Ad = bl| = [|(1 — 0)(Au — b) — ob]| < (1 — 0)||Au — b|| +ol|b]| <6
<4
womit fiir ein geniigend kleines p auf einen Widerspruch gefiihrt ist. O

1.56 Bemerkung

In der Praxis hat man meist zusétzliche Einschrankungen, z.B. daffl man nur Lésungen, die

monoton oder positiv sind, beriicksichtigt.

1.57 Bemerkung

Es ist eine sinnvolle Annahme, daB ||b|| > ¢, sonst wére das beobachtete Signal schwécher

als das Rauschen.

Daraus folgt direkt, dafl u # 0 ist, wodurch das Problem nicht trivial gelést werden kann.

1.58 Definition (Tychonoff-Regularisierung)
Wir betrachten ein festes a > 0 als sog. Regularisierungsparameter.
Wir 16sen dann das Minimierungsproblem ohne Nebenbedingung, d.h.

|Au — b||* 4+ o Lul|* = min

Fiir « — 0 ergibt sich, dal ||Au — b|| = 0. Damit wird aber ||Lul|| beliebig gro8.
Fiir @ — oo ergibt sich, da ||Lu|| = 0. Damit wird ||Au — b|| beliebig grof.

Das optimale « ist so zu wahlen so, daf ||Au — b|| = ||¢||, falls dies bekannt ist, sonst mufl

man dies sehr lange ausprobieren, bis ,das Bild schén wird*.

Kapitel 1
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1.59 Bemerkung
Wir kléren nun den Zusammenhang zwischen dem Minimierungs- und dem Regularisierungs-
problem:

Wir beschrianken uns auf ein endlich-dimensionales Problem, also b € R™ und u € R™. Dann
sind A, L Matrizen und || - || sei die euklidische Norm. Dann ist

|Lul> = T LTLu,  ||Au—0|? = (Au— b)T (Au —b) = uT AT Au — 20T ATb + b7
Die allgemeine Losung f(u) = min und g(u) = 0 erfiillt:
flu)+g'(@)™x=0,  gu)=0
wobei das A ein Lagrange-Multiplikator ist. Hier erhalten wir dann die beiden Bedingungen:
2L Lu+ (2AT Au —2ATH)T A =0 NeR,  |JAu—b|>-8*=0

also gilt: (LTL + AAT A)u = AT'b. Fiir ein festes \ ist dies die Losung eines Minimisierungs-
problems ohne Nebenbedingungen:

1
| Lu||? + A||Au — b||* = min, also fiir o = X gilt dann: ||Au — b||? + || Lu||* = min

1.60 Satz (Tychonoff-Regularisierung)

Wir setzen Au = a * u und nehmen Lu = u(®),

Die Loésung des Minimierungsproblems fiir o > 0 als gegebenen Regularisierungspara-
meters

laxu— b3 + afu® |2, = min

fiir u eine 2m-periodisch mit quadratisch-integrierbarer p-ten Ableitung ist gegeben durch
die Fourier-Koeffizienten

_lamP k) S
i(n) = { EP+an® " am)” a(n) # 0
0, a(n) =0

Dabei definieren wir den Regularisierungsfilter ®,,(n):

ja(n)]”

P, = ——a
() la(n)|? + an?P
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BEWEIS
Nach der Parseval-Formel gilt ist das Regularisierungsproblem dquivalent zu

>

n=—oo

an)a(n) - b(n)| + an2pa(n)|2> — min

=:An

Dabei haben wir den Faltungssatz benutzt und die Tatsache, daf 7];)(71) = (m)Pa(n).
Der Ausdruck wird minimal, falls jeder einzelne Summand minimal wird.

Fiir den n-ten Summanden, A, rechnen wir:

Ay = la(n)? - a(n) | — a(n)a(n)b(n) — a(n)a(n)b(n) + b(n)* + an®|a(n)|?

= |a(n)|* + an® -|a(n)|> —2Re | @(n) a(n) - 6(71) + ]3(71)\2
—_———— —— —~— ——— ——

= —.,2 =z =:s
Damit muf} gelten:

r|z|> — 2Re(Zs) = min bzw. fiir ¢ = ; gilt dann: |z|? — 2Re(Z¢) = min
aber es gilt wegen quadratischer Ergénzung:

|2 — 2Re(2q) 2 |2|* — 2|2| - |a| + |q* — |a* = ~|af?

d.h.

1.6 Numerische Ent-Faltung, Glatten von Messdaten

1.61 Motivation (Problemstellung)

Wir haben die gleichen Voraussetzungen wie im letzten Paragraphen und wir haben das
Problem a * u + ¢ = b gegeben, wobei a,u und b 27-periodisch sind. und ||e]|72 ~ 0.

Wir haben die Bedingungen, daf

Ju® ]l = min,  Jaxu—bl <6

b wird nun in diskreten Punkten z; = %T J gemessen.
Wir ersetzen also b durch das trigonometrische Interpolationspolynom by und fithren dabei
die Bedingungen auf die folgenden zuriick:

[P 2 = min,  Jla*uy — byl <6

Kapitel 1
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1.62 Definition (Regularisierung)
Wir wéhlen o > 0 und erhalten das Regularisierungsproblem, daf

la* un —bx|| 22 + af|ul? |22 = min

unter allen trigonometrischen Polynomen

b (n) NN
v

1.63 Algorithmus (Praktische Berechnung)
Wir haben b(z;) fiir j =0,..., N — 1 gegeben sowie a(x) bzw. a(n).

1. Wir berechnen mit der FFT wie im Paragraph 4

(BN(n)):jV__lg ]—"N (b))

mit insgesamt N logy, N Operationen.

2. Die Fourierkoeffizienten der Apparatefunktion a(n) sind entweder gegeben (oft ist
sogar nur a(n) und nicht a) oder wir approximieren ays(n) mit M > N, evtl. sogar

M > N.
3. Dann berechnen wir:
. a(n)b(n) N N
=0 =——, ..., ——1
i) = e Eran® T 22

4. Danach berechnen wir mit N logy N Operationen die diskrete Fouriertransforma-
tion tiber FFT:

(un (@) = F (i (n))

S

1.64 Bemerkung (Wahl des Regularisierungsparameter)
Wir wollen wissen, wie man zum Regularisierungsparameter o kommt bzw. wie man ihn
relativ gut approximiert.

Falls die Schéitzung (dieser Term wird auch Streuung genannt)

(}V.Ng ) = el
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bekannt ist, dann beginnen wir mit irgendeinem « und berechnen (mit der Parsevalformel):

NP4

Kapitel 1

N
2
A2 =llaxuy —byllia = Y la(m)an(n) —by(n)P = > (1= ®a(n)?|by(n)?
N=-& N

Wir wahlen dann « so, dafl d, ~ §.
Wir beachten, daf§ « — d, monoton wachsend ist, d.h. wir kénnen diesen Vorgang relativ
einfach iterieren.

Bei einem optimalen a berechnen wir 4y (n) und mit FFT dann uy(z;).
1.65 Bemerkung

Falls die Streuung unbekannt ist, dann macht das Verfahren keinen Sinn. Hier gibt es jedoch
statistische Verfahren, die einen optimalen Regularisierungsparameter zur Wahl von « finden.

Dies kann man in der Literatur unter , generalized cross validation® finden.

1.66 Bemerkung (Glitten von Daten)
Wir haben gemessene Werte b(x;) und eine Streuung des MeBfehlers, die etwa ¢ grof ist.
Wir suchen also ein trigonometrisches Polynom uy mit

N-1
1 . .
lun —bllfe = 5 D fuw(e;) = be) <8 =min,  [u]z, = min
j=0

womit wir nach unserer Formel dann dies direkt berechnen koénnen.

Fiir den Spezialfall a(n) =1 Vn ist dann a * u = u, was der Faltung mit der Dirac-Masse
entspricht.

Wegen p = 2 ergibt sich dann:

i 1 7
T ltrant N

(n)

an(n)

Wir beachten, da$ die hochfrequenten Anteile von by (n) (fiir die der Betrag von n groB ist)
durch diese Formel herausgefiltert werden, was eine Glattung bewirkt.

Durch die inverse Fouriertransformation erhalten wir schliellich das gewiinschte u .

1.67 Bemerkung (Vorgehen bei nicht-periodischen Daten)
Falls die Daten nicht periodisch sind, so ziehen wir hiervon eine Ausgleichsgerade ab derart,
dafl diese um ein Niveau schwanken und setzen diese dann periodisch fort.

1.68 Bemerkung
Fine andere Moglichkeit wére, dies mit einem Spline zu glatten statt mit Fouriertransforma-
tionen.



26 Numerik IT

1.69 Bemerkung (Differentiation gestorter Daten)
Wir mochten die Ableitung von Daten suchen, d.h. u = ¥/, also ist

/0 " u(t) dt = b() — b(0)

Ist 4(n) = wnb, also

1

m
~—

=:a(n)

a(n) = b(n)

Damit erhalten wir ein neues Minimierungsproblem:

1 R 2
S [ Raw) by <8 e = min

Fiir den Spezialfall a(n) = L ergibt sich dann:

-2

n ~

m

T 1+ anb BN(n)



2 Eigenwert-Probleme
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Wir moéchten fiir eine gegebene n x n Matrix A (€ R™*™ oder € C"*™) Eigenwerte A € C
und 0 # v € C™ suchen so, dal Av = \wv.

2.1 Grundlagen

2.1 Motivation
1. Es gibt vielfdltige Anwendungen, in denen Eigenwerte verlangt werden.

In der Mechanik (Physik) interessiert man sich z.B. fir die Eigenschwingung von Mem-
branen. Wenn u(z) die Auslenkung auf einem Gebiet 2 ist, dann fordert man, daf§

—Au = Au in €, u=0 auf dQ
Fir ein Gitter iiber € erhalten wir die Diskretisierung
Av =)

2. Suchmaschinen: ,, The 25.000.000.000 Dollar eigenvalue problem®, auf das wird spéter
bei der Betrachtung des Google-Mechanismus eingehen werden.

2.2 Wiederholung (Charakteristisches Polynom)

Es ist Av =M <= det(A—X-I)=xa(N) =0.

Man konnte daran denken, zuerst das charakteristische Polynom zu berechnen und dann
dessen Nullstellen, um an Eigenwerte zu kommen.

2.3 Beispiel (Beispiel fiir schlechte Kondition)
Sei A = diag(10,11,...,16) eine 7 x 7 Matrix.
Hier ist klar, was die Eigenwerte sind und das char. Polynom ist:

xa(N) = =\T+91X6 — 3535)\5 + ... — 31813200\ + 57657600

Falls man die Nullstellen von x4 mit einem ,, guten“ Algorithmus berechnet
(z.B. CO2AEE der Nag-Bibliothek), ergibt sich bei Rechnung in einfacher Genauigkeit (d.h.
eps = 107%):

9,952,  11,31+10,47, 13,65,  14,26+140,51, 16,23

27
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Dies entspricht nicht den wirklichen Eigenwerten. Das Problem ist, daf§ die Berechnung der
Nullstellen eines Polynoms ausgehend von dessen Koeffizienten ein schlecht konditioniertes
Problem ist.

2.4 Bemerkung (Theoretische Betrachtung der schlechten Kondition)
Wir haben ein Polynom

n
p(\) = Z ap\”, ay = ap(l + ), lex] < eps
k=0
und wir betrachten ein gestortes Polynom

" €
p(Xeps) =Y | ax + eps- ake?ks AF = p(X) + eps - q(\)
k=0 N ,

=:by,
mit g(\) = 37 b A mit |bg| < |agl.
Wir untersuchen nun die Nullstellen A(¢) von p(A,€) = p(A) + eg(A) in Abhéngigkeit von e.

Sei A(0) = A* eine einfache Nullstelle von p. Wir betrachten p(A(¢),e) = 0 fiir alle ¢ mit
le] < ep und wissen, dafl dies nach dem Satz tiber implizite Funktionen differenzierbar ist
und damit ist:

Op Op B
5()\(5)7@ +a*5()\(5)75) =0
=p'(A())N(e)+O(e) =q(X\(g))
Damit ist:
%)
Ny = I ) A eN(0
(0) VO (e) (0)

Damit ist der relative Fehler:

(Ae) = A" IAO) -ef _ | ‘ q(\")
A A% AP (A)
————

Der markierte hintere Ausdruck kann unter Umstdnden sehr grofl werden.

In unserem Beispiel ist fiir \* = 10 dann |g(A\*)| ~ 10° und [p/(A\*)| = 720 und damit ist
der relative Fehler bereits bei ¢ - 10°, womit wir bei Maschinengenauigkeit bereits sehr viele
Stellen verlieren.

Daher ist es numerisch nicht sinnvoll, die Koeffizienten des char. Polynom zu berechnen.
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2.5 Proposition (Erhalten der Eigenvektoren bei Ahnlichkeitstransformationen)
Falls B = T~ Y AT ist, dann ist

Av =X v <= TBT 'v =X < B(T ') =\XT'v)

Damit haben B und A dieselben Eigenwerte und v ist genau dann ein Eigenvektor von A,
wenn T~ 1'v ein Eigenvektor von B ist.

2.6 Definition (unitidre Matrix) )
U € C™ ™ heifit unitéir, wenn U*U = I, wobei U* = U”, also U™ = U*.
Falls U reell ist, dann ist U orthogonal, d.h. U* = UT = U1,

2.7 Satz (Schursche Normalform)
Sei A € C™*™. Dann gibt es ein U unitéir so, dafl

)\1 * *

viau = | 0 A
L
0 0 A,

also eine obere Dreiecksform hat. Diese Form heifit Schursche Normalform.

BEWEIS

XA(A) hat eine Nullstelle \; € C, welche der Eigenwert von A ist.

Dann gibt es also einen Eigenvektor 0 # vy € C" so, dal Avy = Ajv;. Wir kénnen ohne
Einschrankung annehmen, da8 ||vi]|2 = 1. Wir konstruieren nun (nach Gram-Schmidt) eine
Matrix Vi = (v1,v2,...,0,) so, daB ve, ..., v, so gewdhlt sind, dal vy, vs,...,v, eine ONB
des C" sind, d.h. V*V; = I eine unitére Matrix.

Wir betrachten nun

. . )\1 *
AVl—(A'Ul,A'UQ,...,A’Un)—‘/l (0 A)

Wir verfahren nun mit der Matrix A genauso. Wir erhalten dann:

)\1 * e *
AVi- V=AU =| 0 B VA 7
T . . . . * N 7U* J
0 0 A\, -

Damit folgt durch Invertieren und die Tatsche, daf die Inversen von unitdren Matrizen wieder
unitér sind, die Behauptung. O

Kapitel 2
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2.8 Historische Notiz
Dieser Satz geht auf Schur, 1909, zuriick.

2.9 Definition (normale Matrix)
Eine Matrix A heifit normal, wenn AA* = A*A.
Dies ist insbesondere der Fall, wenn A = A*, d.h. A ist hermitesch bzw. A ist symmetrisch,

wenn A reell ist.

Fur A = —A* heifit A schiefhermitesche.

2.10 Satz (Hermite)
Sei A € C™*™ normal. Dann gibt es ein U unitar so, dal U*AU = diag(\1, ..., \,) eine

Diagonalmatrix ist.

BEWEIS
Nach der Schurschen Normalform gibt es U unitdr mit U* AU =: R eine obere Dreiecksma-

trix.

Falls A normal ist, dann ist R normal, denn (aufgrunddessen, daf§ A normal ist):
R*'R=U"A"UU*AU =U*A"AU = U"AA*U = U*AUU*A*U = RR"

Jede normale obere Dreiecksmatrix ist bereits notwendigerweise diagonal. Dazu betrachten
wir, dafl R*R = RR* gilt:

)\1 12 ... T1in 5\1 0 e 0
0 )\2 . ) 12 5\2
: ' ' Tn—1,n . _O
0 0 )\n r11 fn—l,n )\n
MO 0 A1 T2 T1in
TR . : Y
. . . _0 U P
Pl oo Tnin An 0 ... 0 A

Es ist (erste Zeile mal erste Spalte):
‘)\1‘2 + ‘7’12’2 + ’T13|2 +..0+ ’T1n|2 = ’/\1’2 = rpe=...=7r1,=0

dies fiihrt man induktiv fort und erhélt die Behauptung. O
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2.11 Satz (Jordan-Normalform)
Zu jedem A € C"*" gibt es eine invertierbare Matrix T' mit

Iy (A1) 0 0
0 (q]
T AT = J = 5
0 'E_
0 0 Jnk(Ak) ©
X

A 0
1 A
Ji(A) =10
- 0
0 0 1 A
BEWEIS
Lineare Algebra II. ]

2.12 Bemerkung
Auf der Nebendiagonalen eines Jordanblocks kénnen auch Eintrége € # 0 stehen anstelle der
Finsen.

2.2 Kondition des Eigenwertproblems

2.13 Motivation (Problemstellung)
Sei A = (a;j) eine gegebene Matrix. Wegen Rundungsfehlern kénnen wir nur mit einer
gestorten Matrix A = (a;;) arbeiten, also @;; = a;;(1 + &;;) mit |;;| < eps.

Damit kénnen wir schreiben:
A=A+eps-C, lcij| < agj]
Wir betrachten nun A(e) = A 4 eC fiir ein kleines e.
Wir moéchten fiir die Eigenwerte eine Abschitzung finden wie:

IA(e) — A(0)] < const - &

Ist dies iiberhaupt moéglich, wenn ja, mit welcher Konstante?

Wir werden mit dem folgenden Satz sehen, dafl dies abhédngt von einer Konstanten, die von
A abhéngt.
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2.14 Definition (Konditionszahl eines Eigenwerts)

\uTlvl heifit die Konditionszahl des Eigenwerts .

2.15 Bemerkung

Wir werden im folgenden Satz sehen, daf je hoher die Konditionszahl ist, desto schlechter
verhélt sich die ,,Stetigkeit® der Eigenwerte.

2.16 Satz (Fehlerabschitzung bei einem einfachen Eigenwert)
Sei A eine einfache Nullstelle von des charakteristischen Polynoms, y 4.

Fiir ein kleines ¢ erfiillt ein Eigenwert von A(e) = A + C die folgende Relation:

u*Cv

u*v

Me)=A+e + O(e?)

wobei v ein Eigenvektor zu A ist, d.h. Av = Av, und " ist ein Linkseigenvektor von A,
also u*A = \u* <= A*u = lu.

Wir wihlen «* und v normiert, also ||ullo = ||u*||2 = [|v]|2 = 1.

BEWEIS
1. Esist x4(A) = 0 und x/4(A) # 0. Der Satz tiber implizite Funktionen liefert lokal die

Existienz von ¢ so, dal x 4(c)(A(€)) = 0 ist.
Damit ist € — A(e) stetig diffbar. Es ist also (mit der Taylorentwicklung):

Me) = A +eN(0) + O(e?)
2. Esist Av = \v mit ||v||3 = v*v = 1. Dann ist
(A(e) = M) )v(e) =0, [o@E)lz=1  v(0)=v

mit dem Satz iiber implizite Funktionen erhalten wir auch hier: v(e) = v + v/(0) +

O(£?).
3. Esist (A(e) — Ae)I)v(e) =0, d.h.

(A+e0)(v+ev' +0(E?)) = (A +eX +0(E%)) (v +ev’ + O(e?))
Wir multiplizieren dies aus und vergleichen die Potenzen von e:

eV Av = o, el Cv+ Av = ' + N
d.h. wir erhalten: (A — A\I)v' = —C'v + XNv. Durch Linksmultiplikation mit «* erhalten
wir wegen u*(A — AI) schlieflich:

u*Cv

0=—uCv+Nuv = N =
u*v O
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2.17 Beispiel
1. Falls A normal ist, dann sind die Links- und die Rechtseigenvektoren identisch, weil
U*AU = diag(A1,...,\n) < U"A =diag(A1,...,\,)U"

und es ist AU = U diag(A1, ..., A,), d.h. wir erhalten, dafl
1

o]

falls © und v normiert sind.

Kapitel 2

In diesem Fall ist das Problem gut konditioniert.
Wir kénnten hier sogar zeigen, dafl nicht nur
[A(e) = Al < el - [v™Cv]
gilt, sondern sogar:
IA(e) = Al < [ell[Cll2

2. Falls A nicht normal ist, kann uw*v beliebig klein sein, z.B.

1 « 1 . 1
AZ(o 2)7 v:<0>, “:ﬁ(l ~a)

Fiir ein sehr grofles « ist u fast der zweite Einheitsvektor und es ist dann:
1
= —=—>0

V14 a2

Hier ware das Problem sehr schlecht konditioniert.

2.18 Bemerkung (Betrachtung fiir mehrfache Eigenwerte)

Wir kénnen den Beweis nicht {ibertragen, da die Voraussetzungen an den Satz fiir implizite
Funktionen nicht gewéhrleistet sind.

Wir betrachten hier als Beispiel die Matrix mit mehrfachen Jordan-Blécken:

A1 0 0
0 A

A= 0
: A1
0 0 A

welche ein Jordan-Kasten der Grofie n x n darstellt.
Wir betrachten das charakteristische Polynom von A + eC'. Dieses erfiillt:

Xa+ec(N) = (A = 2)" + e(=1)""epy + O(e?) + O(e(A — 1))
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Ist nun A ein Eigenwert von A+ eC, dann gilt (unter Vernachléssigung der verschwindenden
Terme):

k2w

A=2)"=e(=1)"caa+... = Ae)= Aten - |cn1\% el

wobei €' 2n  die n-te Einheitswurzel ist.

Das Problem ist also nicht gut konditioniert. Hier ist es schwer, Eigenwerte zu berechnen.

2.19 Algorithmus (QR-Algorithmus (einfache Version))
Wir moéchten von einer Matrix A alle Eigenwerte berechnen. Wir betrachten dazu die
einfache Iteration:

1. A() =A

2. Wir berechnen dann fur alle £k = 0,1,2,...: Ay = QiR mit der QR-Zerlegung und
setzen anschliefend Ax11 1= RiQy.

Im Wesentlichen gilt dann, dafl Ay — R konvergiert, wobei das R eine rechte obere
Dreiecksmatrix auf Schurscher Normalform ist, denn es gilt:

A=Q'RQ mit Q" =...-Q3-Q2-Q1-Qo

2.20 Bemerkung
Wir werden im Folgenden Hilfsmittel kennenlernen, mit denen wir die Konvergenz beweisen
koénnen.

2.3 Potenzenmethode

2.21 Algorithmus (Algorithmus zur Potenzenmethode)
Zur Berechnung von einzelnen Eigenwerten und Eigenvektoren einer Matrix A betrachten
wir das folgende Verfahren:

Wir betrachten die Folge der Vektoren gy € R™ oder yy € C” beliebig und setzen:

Yk+1 = Ayp

fir k=1,2,..., d.h. y; = A*y,.
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2.22 Definition (Rayleigh-Quotient)

Sei A eine Matrix und gy wie im Algorithmus zur Potenzenmethode. Dann definieren wir
den Rayleigh-Quotient durch:

YAy
YiYk

2.23 Satz (Konvergenz des Verfahrens)

Sei A diagonalisierbar und T 'AT = diag(\1,..., ) und T = (vy|...|v,) und Av; =
)\UZ'.

Es gelte auflerdem, dafl [A1| > [Aa| > |A3| > ... > |\l

Falls y,, = ajv1 + aova + ... + apv, mit g # 0, dann gilt fir yi1 = Ayg:

)

Wir beachten, dafi dann /\—lkyk gegen den Eigenvektor v; konvergiert, der zum grof3-
1
ten Eigenwert gehort.

1. Es gilt fir yg:

A
yk:/\]f <a101+(’)<2

A1

2. Fir den Rayleigh-Quotient gilt:
A Ao |F
yk* Yk _ M40 A2
YUk
Falls A normal ist, dann gilt:

* A A 2k
yk*yk:/\1+o<2 )
YrYk

BEWEIS
1. Sei yg = aqvy + agve + ... + apvy, mit ag # 0. Dann ist:

y1 = Ayo = a1 A\1v1 + avAavs + ... + @ AnUn
und iterativ erhalten wir:
ye = A¥yo

= al)\’fvl + agx\lgvg + ...+ ozn)\,'ivn
A2\ F A\
:)\’f 041111—1—(342(2) 02+...+an<n> Un,
)\1 )\1

2. Es ist (Wir beachten, dafl wir 0.B.d.A. ||v1]| = 12 wéhlen):

viuk = [a[*loa? vivr +2Re (@100008) + a2 ha Pusus + .
~—~—

=1

Kapitel 2
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Dann ist:

YR AYL = Yrygs1 = |a1\2|/\1]2k)\1 +2-Re (&1;\’fa2)\§+1vi‘v2> + \a2|2|)\2|2k)\2 + ...

Dann ist:
k
T ] :A1(1+0<‘A2k>>
" k
YrYk ’al|2‘)\1|2k (1_,_0(;\? )) A1

Bei normalen Matrizen fallt der Term vive = 0 weg (da die Eigenvektoren orthogonal
sind) und es folgt auch fiir diese Matrizen die Behauptung. O

2.24 Beispiel

Wir haben
2 10
A=1|1 2 1
01 2

und es ist A} = 2 4+ /2 = 3,4142 der grofite Eigenwert.
Wir bekommen fiir einen Startvektor gy die folgende Iteration:

1 3 10
vo=11], n=1_41, y=|141,...
1 3 10

und der Rayleight-Quotient ist dann:

* * 1
vidy _yiye 16 g,

viyi oy 34

2.25 Bemerkung
Um einen Overflow zu verhindern (die Zahlen werden immer grofier als die Maschinenzahl),
setzen wir (wobei (2x+1)max die betragsgrofite Komponente von zgyq ist):

1
21 = Ayg, Yk+1 = ( Zk41

Zk+1 )max

2.26 Bemerkung (Anwendung der Potenzenmethode (Google))

Was Google ausmacht ist ein Algorithmus, der eine geeignete Reihenfolge der Ergebnisse
liefert, der sog. Page-Rank-Algorithmus, bei dem es darum geht, die Wichtigkeit von Web-
seiten zu charakterisieren.

Google bestimmt den Rang r(P) einer Seite P dadurch, daf3

Q)
r(P) =
h= 20



Numerik IT 37

wobei B, = {alle Seiten, die auf P verweisen }, und wobei |@Q| die Anzahl der Verweise von
@ (egal auf welche Seite!) sind.

Dies ist eine rekursive Definition. Wir iterieren dann:

rr+1(P) = Z (&)

(o]
1@ =
>
und wir setzen %
X

ri(Pr)

Yk = :
7k (FPn)

Dann ist mit der Potenzenmethode y;41 = Ay mit A = (a;;), definiert durch

L falls P; verweist auf P;
i — 4 1Bl
ij

0, sonst

Die Spaltensumme ist 1, damit ist 1 der betragsgrofite Eigenwert.

Zu diesem Problem gibt es einen Artikel 25,000,000,000 Dollar eigenvalue problem: The
linear algebra behind Google von Bryan und Leise (2005) und Langville und Meyer (2006) in
SIAM Review.

2.27 Motivation (Konvergenzgeschwindigkeit)
Die Potenzenmethode konvergiert langsam, falls :\\—f ~ 1 ist, was uns sehr traurig stimmt.

Dies bringt uns zur inversen Potenzenmethode, der sog. Wielandt-Iteration

2.28 Algorithmus (Inverse Potenzenmethode (Wielandt-Iteration))
Sei eine Approximation p an einen gesuchten Eigenwert A; bekannt, welcher nicht not-
wendigerweise der grofite Eigenwert sein muf3. Sei nun

=M < |p—XN| Vi=2,...,n

und damit ist dann auch:

Lo
=M1l 7 = Al

Aber M})\j sind die Eigenwerte der Matrix (uI — A)~!, d.h. wir wenden die Potenzen-

methode auf (ul — A)~! an (ohne diese Matrix zu berechnen). Wir berechnen nur das
LGS dieser Matrix.
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Sei also yg ein Startvektor und wir l6sen dann im k-ten Schritt:

(ul — A)ypy1 =y k=0,1,2,...

Wir benotigen hier nur eine LR-Zerlegung fiir alle Iterationsschritte (da die Matrix fiir
jeden Schritt dieselbe ist).

2.29 Bemerkung (Schitzung des Eigenwerts und Eigenvektors)
Wir koénnen z.B. mit der normalen Potenzenmethode den Eigenwert und Eigenvektor relativ
gut schétzen.

2.30 Beispiel

Sei
2 10
A=11 2 1
0 1 2
1
Sei p = 3,41 und wir wahlen yg = | 1,4 |. Wir erhalten:
1
(il — A)~! 1 1
Vil — A7y ViY2 _ o7 5988707 ~
Yi yiv =X\

womit wir dann \; ~ 3,414213562 erhalten und alle angegebenen Stellen mit dem groéfiten
Eigenwert, 2 4+ v/2, iibereinstimmen.

2.4 Simultane lteration und QR-Algorithmus

2.31 Motivation
Im Folgenden sei A eine reelle Matrix, fiir deren Eigenwerte gilt, dafl

IA1] > A2 > [A3] > ... > A

d.h. insbesondere, dafl A diagonalisierbar ist und falls A reell ist, sind alle Eigenwerte auch
reell.

Wir mochten nun auch den zweiten, dritten, usw. Eigenwert berechnen.
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2.32 Wiederholung (Potenzenmethode)
Sei yo beliebig und yi+1 = Ayx. Wir wissen, dafl gilt:

wobei wir annehmen, dafl v, ein Eigenvektor ist mit |[v1[je = 1.

Damit ist % — w1, falls A > 0 und es ist: (—l)k”z—’;” — w1, falls Ay < 0.

Allgemein also (sgn Al)kHz—ZH — 1.

A
yk:)\]f <a1v1+0<2

A1

2.33 Algorithmus (Erweiterung des Algorithmus)
Sei qo beliebig mit ||go|l2 = 1.

Wir betrachten die Iteration Agqp = A
sgn q%Aqk. Falls k sehr grof} ist, ist dies bereits sgn Aq.

(k+1)

Wir wissen, dafl g — v1 konvergiert und )\gk) — A1 mit der Konvergenzrate |2

N2
A1

: kel
P41 mit gegalla = 1 und sgn A =

2.34 Idee (Berechnung des nichsten Eigenwerts)
Seien nun A1, v; bekannt und wir moéchten Ay, vo berechnen.
Wir betrachten das orthogonale Komplement zu Ruvy:

V = {u € R"vlu =0}
Wir wissen dim V' = n — 1. Weiter betrachten wir die folgenden Abbildung:
Li:=PoAy:V->R"'>V

wobei P eine orthogonale Projektion: R” — V ist.

Wir haben also R" 3 ¢ = aw; +u, wobei v € V ist. Dann ist v{ ¢ = o, womit wir a erhalten,

wobei wir beachten, daf§ ||v|| = 1 ist.

Dann ist Pq =u = ¢ — avy; = (I —v1v])q. Damit ist fiir u € V:

Li(u) = (I —viol)Au

Mit dem néchsten Hilfssatz erhalten wir, dafl Ly gerade die restlichen Eigenwerte von A hat.

2.35 Hilfssatz (Eigenwerte von L1)
Die Eigenwerte von Lq sind Ag, ..., Ay,.

Kapitel 2
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BEWEIS
Nach der Schurschen Normalform wissen wir, daf§ sich fiir die Matrix A ergibt:

Al x x
U'AU=|¢ . +|=R
0 0 X\
Wobei U = (uq] ... |u,) eine unitdre Matrix mit u; = vy ist.

Die Vektoren (ug, ..., uy) bilden eine ONB von V. Dann ist

Ll(uz) = (I — vlvlT)Aui
= (I — Ulv?) (vlru + ...+ Ui—1T5—1,i + ul)\l)

= UaT2; + .. F U115 + U

Aus dieser Formel kénnen wir die Darstellungsmatrix von Ly beziiglich der Basis (us, . . .

ablesen, welche folgendermafien aussieht:

Ay * ok
0o . %
0 0 M\

Und diese Matrix hat gerade die Eigenwerte Aa, ..., Ay.

2.36 Algorithmus (Berechnung des zweiten Eigenwerts)
Um A9 zu berechnen, wenden wir die Potenzenmethode auf L an:

Damit ist )\gk) — X9 und pr — ug usw. und wir erhalten die Schursche Normalform.

Sei pp beliebig mit ||po||2 = 1 und po_Lv1, weil pg € V. Dann gilt mider Potenzenmethode:

k1 . k1
(I —vivl)Apy, = )\é  Drs1 mit ||pri1llz = 1, sgn Aé ) sgn pr L1(pk)
—— — ————
=Apr—(v] Ap)un =p]} Apy,

2.37 Algorithmus (Abanderung des Algorithmus)

A1 und Mg, wodurch wir den folgenden Algorithmus erhalten:

Seien go, po beliebig und ||goll2 = ||poll2 = 1 und go_Lpp. Dann berechnen wir:

k41 k+1
Agy = Vg llarallz = 1sgn A = sgnof Ag,

Wir berechnen nicht zuerst A1 und vq, sondern vernwenden die simultane Iteration fir
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und es ist

k+1 k+1
1@%:(#;ﬁmw%%1:Ag+M%HW%HHZlﬁmAg ) — sgnpf Apy

wobei g1 v1 darstellt und wir haben dann wieder, dafl pg1 Lgry1 gilt.

2.38 Bemerkung (Alternative Schreibweise fiir die simultante Iteration)
Wir schreiben alternativ, aber dquivalent zu oben:

/\(k+1) Qi1
A (g, pk) = (Qk+1, Pr+1) (k+1)
—_— —— 0 )\2

=Ug =Uki1

Kapitel 2

=Rk11

Dies ist gerade die QR-Zerlegung einer Matrix.

2.39 Algorithmus (Verallgemeinerung des Algorithmus)
Wir wihlen fiir Uy eine beliebige orthogonale Matrix (z.B. Uy = I).
Wir betrachten die Iteration:

AU = Ugp1 Ry 1

Dies stellt gerade die QR-Zerlegung dar, dann konvergiert

)\1 * *
Re—=1o0o . «
0 0 A
und es konvergiert ug — (u1,...,up).

Wir erhalten also die Schursche Normalform.

2.40 Algorithmus (QR-Algorithmus)
Wir setzen wie oben: Qf := U,z_lUk.
Dann ist:

Qri1Ri1 = Ul U1 Rey1 = UL AU, = UE AU, Q1 = RiQ,
UnR
kivk

Damit erhalten wir den folgenden Algorithmus:
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1. Ag = A = QoRy (QR-Zerlegung im letzten Schritt)
2. Ay = RyQo = Q1R (QR-Zerlegung)
3. Ay = R1Q1 = Q2R (QR-Zerlegung), usw.

2.41 Historische Notiz (QR-Algorithmus)

Der Algorithmus geht zuriick auf Rutishauser, 1958, der allerdings die LR-Zerlegung ver-
wendet hatte. Der QR-~Algorithmus, den wir hier betrachten, geht zuriick auf Francis, 1961
und Kublanosvkaya, 1961.

2.42 Motivation (Ausblick)

. Die Konvergenzgeschwindigkeit ist sehr langsam, etwa ’)\—1‘

1. Die QR-Zerlegung einer beliebigen Matrix ist mit O(n?) Operationen ist zu aufwendig.

Wir transformieren daher in Zukunft A zunschst in Hessenberg-Form, also QT AQ = H
(welche auf Dreiecksform ist und eine Diagonale unterhalb der Hauptdiagonalen hat),
was etwa so aufwendig wie eine QR-Zerlegung ist.

Falls A symmetrisch ist, dann erhalten wir fiir H eine Tridiagonalmatrix.

Fiir eine die QR-Zerlegung einer Hessenberg-Matrix benétigen wir nur O(n?) Ope-
rationen bzw. O(n) Operationen, falls A symmetrisch ist. Dann sind alle A wieder
Hessenberg-Matrix, was wir im néchsten Kapitel sehen werden.

A2
Wir betrachten die Idee, dafl wir die Matrix A shiften, d.h. wir betrachten Ay — ugl,

wobei wir den Parameter ui so wahlen, dafl die Konvergenz beschleunigt wird. Dieses
Verfahren werden wir im sechsten Kapitel betrachten.

. Wir haben noch keine komplexen Eigenwerte erfasst. Wir konnen im Fall von komple-

xen, nicht reellen Eigenwerte Ay nicht gegen reelle obere Dreiecksmatrix konvergieren
lassen. Dann konvergiert A gegen eine Matrix in Schurscher Normalform mit einem
2 x 2-Block auf der Hauptdiagonalen, der dessen Eigenwert

< av(”ﬁ") av(”ﬁ“)-‘,-l )
k k
a7(“+)1,7‘ a£+)1,r+1

Dies konvergiert gegen den Eigenwert o103, was wir im siebten Kapitel sehen werden.

2.5 Transformation auf Hessenberg-Form
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2.43 Satz (Transformation auf Hessenberg-Form)
Sei A € R™ ™. Diese Matrix kann durch (n — 2) Householder-Transformationen auf
Hessenberg-Form transformiert werden:

* ok *
QTAQ =H=1|" % %
0o *

wobei QQ :=Q1-...-Qnound Q; :=1— 2uiuiT Householder-Transformationen sind.

Falls A symmetrisch ist, ist H tridiagonal.

BEWEIS
1. Wir wihlen Q = I—2uju! (mit ulu; = 1 als eine (n—1) x (n—1) Householder-Matrix)
so, daf3
as1 *
Q| @ |= ’
an1 0

Dann erhalten wir:

%
%

* *
1 0 1 0
o= (0 Q1> and AT =QUAQE= 0 (0 Ql) 0
0 0

2. Wir wihlen Qg := I — 2dyad eine (n —2) x (n — 2) Householder-Matrix. Wir erhalten:

* *
ey * * ok
- 3 0 I, 0 0 %
Q|- | = Q2=(02 Q) = A® =Q,AVQ] = o | *
n2 0 R
0 0

3. Wir fahren so induktiv fort und erhalten:
QTAQ=H
mit Q7 = Qn_z-...- Q2 Q1.

4. Fiir symmetrische Matrizen bleibt unter Householder-Transformationen die Symmetrie
erhalten und daher muf3 die Householdermatrix tridiagonal sein. O

Kapitel 2
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2.44 Bemerkung (Betrachtung des Rechenaufwands)
Es sind etwa %nS Operationen zu machen fiir ein allgemeines A und fiir symmetrische Ma-
trizen sind es %n?’ Operationen.

2.45 Satz (Vererbung der Hessenberg-Form)

Sei H = QR eine QR-Zerlegung, wir setzen H := RQ. Ist H eine Hessenberg-Matrix, so
ist auch H eine Hessenberg-Matrix.

Ist H tridiagonal und symmetrisch, so ist auch H auch wieder tridiagonal und symme-
trisch.

BEWEIS
Durch eine Householdertransformation erhalten wir (fiir die QR-Zerlegung):

*
*
0 *
Q1H = *| und Q1 :=1— 2u1u1T mitu; =1 0
0 0
Dann ist:
* ok ok *x ok 0 * ok ok
RQ1 =10 % = * % =|x *
0 0 = 0 I, o 0 0 =

d.h. wir erhalten eine obere Dreiecksmatrix mit einem Eintrag auf der Nebendiagonalen. Per
Induktion erhalten wir schliefilich die Behauptung. O

2.46 Algorithmus (Modifikation des QR-Algorithmus)
1. Wir fithren eine Vortransformation durch, d.h. wir bringen QTAQ = H, auf
Hessenberg-Form. Hierfiir brauchen wir O(n3) Schritte.

2. Anwenden des klassischen QR-Algorithmus auf Hy, also Hy, = Qi Ry. Dies benétigt
allgemein O(n?) Operationen, im symmetrischen Fall nur O(n) Operationen.

3. Hyy1 = RpQy, was ebenfalls allgemein O(n?) Operationen benétigt und im sym-
metrischen Fall O(n) Operationen.
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2.6 QR-Algorithmus mit Shift

2.47 Motivation
Wir wollen nun stets voraussetzen, dafl A nur reelle Eigenwerte haben, welche paarweise

verschieden sind, also |[A;| > [Aa] > ... > |\,|. AuBerdem arbeiten wir auf der Hessenberg-
Matrix H = QT AQ.

Wir moéchten nun die Konvergenzgeschwindigkeit mit einer Shift-Idee verbessern.

2.48 Idee (Shift)
Wir erwarten nach dem vierten Kapitel, dafl wir die Konvergenzrate

)

haben. Dies kann unter Umsténden sehr langsam geschehen.

k) | _ Ait1
=0

Wir betrachten nun die geshiftete Matrix H = H — ul, welche die Eigenwerte \; — p hat.
Wenden wir nun hieraus den QR~Algorithmus an, erhalten wir:

k
(k) Aig1 —
lhial=0 (‘M’ )

Dies konvergiert dann sehr rasch, wenn p & \;y1 ist.

2.49 Bemerkung (Konvention)
Wir kénnen im Folgenden 0.B.d.A. annehmen, daf3 H eine nichtreduzierte Hessenbergmatrix
ist, d.h. fiir alle ¢ gilt: h;11,; # 0. Ware ein Element Null, so hitte die Matrix die Gestalt:

o H1 *

und dann sind die Eigenwerte von H die Eigenwerte von H; und Hs.

2.50 Hilfssatz

Sei H nichtreduzierte Hessenberg-Matrix und p ein Eigenwert von H.

Sei H — ul = QR die QR-Zerlegung. Wir betrachten H := RQ + ul.

Dann ist ﬁnm = p und ﬁnm_l = 0, d.h. die Matrix zerfillt nach einem QR-Schritt.

Kapitel 2
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BEWEIS
Wir betrachten H — pf mit h;y1; # 0 Vi. Dies impliziert, daf§ die ersten n — 1 Spalten
dieser Matrix linear unabhéngig sind, d.h. wir kénnen schreiben:

QT(H — puI) = (R’al * > — R

Tn,n
Dies ist die QR-Zerlegung, welche immer existiert und R,_; muf} invertierbar sein. Also ist

H — pl singulér.
Damit ist r,,, = 0, also auch die letzte Zeile von R(Q). Damit gilt:

H=RQ+ul =

2.51 Algorithmus (QR-Algorithmus mit Shift (fiir reelle Eigenwerte))
Sei ohne Einschrénkung Hy eine nichtreduzierte Hessenberg-Matrix. Wir betrachten Hy—

h,(fq)zf = QrpR; und Hyyq := RpQr + hgf%[ fir £k =1,2,... solange, bis

k k
h5) 1 < eps (In) + RS, 1)

n,n—1 n—1n—1

(k)

wobei eps die Maschinenegenauigkeit ist. Dann akzeptieren wir hy,n als Eigenwert.
Dann beginnen wir von Neuem mit der Submatrix (h(k))zj;ll,

ij solange bis wir zu einer
1 x 1-Matrix kommen.

2.52 Bemerkung (Konvergenzgeschwindigkeit)

Sei
* * * * X * * * * %
* * * X * * *  *%
H_hn,nI: * k% :>an2'@7173'--~'@1']{: * ok ok

M
o o
(LR
o o>

wobei () die Form wie oben erldutert hat, dafl wir eine Einheitsmatrix haben und einmal
einen 2 x 2-Block auf der Hauptdiagonalen. Aulerdem bleiben £ und b (nach Konstruktion)
unverdndert.

Wir sehen, dal € unverdndert bleibt. Im symmetrischen Fall ist auBerdem O(¢).
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Wir miissen also noch die QR-Zerlegung von <C€L b) berechnen. Es ist:

0

a b _ 1 a —¢ Va? + e2 \/aan?
e a 0 —be
Va2+e?

:5Q =R

Dann ist

RO= * *
T \#Ee

Wir untersuchen nun:

H_hn,nI:Ql"-"Qn—lR
S
-0
Und es ist:
* * * * *
. * * * *
H:RQ‘th,nI: * * *
*
_be?
a?+¢e?

Wir sehen, daf3 das linke Element immer kleiner wird und sobald dies unterhalb der Maschi-
nenegenauigkeit ist, akzeptieren wir dies als FEigenwert.

]F‘alls_s2 < a®. Dann erhalten wir quadratische Konvergenz, d.h. aus hy,,—1 = O(g?) folgt,
daB hy, -1 = O(e2).

Fir symmetrische Matrizen erhélt man sogar kubische Konvergenz (wegen b = ¢), d.h. aus
hnn—1 = O(g) erhalten wir, da8 h,, ,—1 = O(&3).

2.53 Bemerkung (Stabilitdtsbetrachtung des QR-Algorithmus)
Wir erhalten schlieBlich, da8 QT AQ = R die Schursche Normalform ist.

Der QR-Algorithmus ist stabil im Sinne der Riickwértsanalysis, d.h. wenn R = QTAQ die
Schursche Normalform einer gestorten Matrix ist, dann ist:

A=Al < C-eps-|[Al2,  QTQ =1+ F mit ||F|ls < c- eps

BEWEIS
Wilkonson: The Algebraic Eigenvalue Problem, etwa 1970 O

Kapitel 2
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2.7 Berechnung komplexer Eigenwerte

2.54 Motivation

Wir untersuchen nun komplexe, nicht reelle Eigenwerte von reellen Matrizen A € R™*", die
in Paaren von konjugiert komplexen Eigenwerten auftreten. Hierzu werden wir iterativ die
reelle Schursche Normalform berechnen.

2.55 Satz (reelle Schursche Normalform)
Sei A € R™*™. Dann gibt es eine orthogonale Matrix @ € R™*" mit:

Rll R12 e le

QTAQ — R22

Rmm

Dabei ist jedes R;; entweder eine reelle Zahl oder eine reelle 2 x 2-Matrix mit konjugiert
komplexen Eigenwerten.

BEWEIS

Wir fiithren eine Induktion iiber die Anzahl der Paare komplex konjugierter Eigenwerte, k.
Falls £ = 0 ist, hat A nur reelle Eigenwerte, kann man in der Schurschen Normalform Q = U
reell wihlen, wie im fritheren Beweis.

Fiir den Induktionsschritt argumentieren wir: A hat ein die folgenden konjugiert komplexe
Eigenwerte, d.h. Wir haben einen Eigenwert A = o + 18 und A = o — 18 mit § # 0.

Dann gibt es die linear unabhénhigen Eigenvektoren v = x + 2y und v = x — 2y (denn aus
Av = Jv folgt, dafl Av = \v).

Es ist Av = Mv = (a +18)(x + 1) = (ax — By) + 1(ay + Bz). Andererseits ist auch Av =
A(z + 1y). Durch Koeffizientenvergleich ergibt sich:

Az = (ax - By),  Ay=ay+pr, also: A(z,y)=(z,y)- (féﬁ ﬁ)

Da v, v linear unabhéngig sind, sind es auch x,y.miissen auch x,y, denn es gilt:

(0,0) = (2,9) (1 _12)
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x und y spannen einen zweidimensionalen Unterraum des R™ auf, den A in sich abbildet.
Sei nun (u1,us) eine ONB dieses Unterraums, welche wir zu einer ONB (uy, ..., u,) des R"
erginzen. Wir setzen U := (uq,...,u,) € R™" was eine orthongonale Matrix ist. Es gilt:

. Rn *
o ()

wobei Rj; eine 2 x 2-Matrix mit einem Paar konjugiert komplexer Eigenwerte ist.

Kapitel 2

Nach der Induktionsvoraussetzung gibt es Q so, daB QT AQ die Blockdreicksform hat, womit
die Behauptung sofort folgt. Wir setzen schlief3lich:

_ (L2 0
o= (5 &) D

2.56 Idee (QR-Algorithmus fiir komplexe Eigenwerte)
Wir setzen betrachten ein komplexes py die folgende Iteration:

Hy — ppl = Qi Ry, Hyy1 = RpQp + prd
Hi 1 — fipd = Qi1 R4, Hiyo = Ry 1Qp1 + il

Hierbei ist ) natiirlich nicht orthogonal, sondern unitar.

2.57 Hilfssatz
Wenn Hj, reell ist, dann kann man die QR-Zerlegung so wahlen, dafl Hy o wieder reell
ist.

BEWEIS
Wir wissen, daf} gilt:

Hy1 = RiQp + i = Qi(Hy — pie D) Qe + i = QrHpQp,

und analog erhalten wir:

Hyyo = Qi1 Hyp1Qut1r = (QrQig1) Hy(QrQrt1)
Es geniigt zu zeigen, dafl Q; Q1 reell ist. Wir rechnen nun mit Hilfe der obigen Rechnungen:

QrQri1Rer1 Ry = Qr(Hyy1 — finD) Ry, = Qn(RiQr + pixd — jixd) Ry,
= (QrRr)* + (u — fr)QrBy = (Hi — pn)® + (i — i) (Hy — pi)
= (Hy — 1) (Hy, — ped + pd — g 1)
= Hj —2Re(u,) - Hy, + ||’ T =: My
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und wir sehen, dafl M reell ist. Weil Ry, Ry eine Dreiecksmatrix ist und QpQx+1 eine
unitdre Matrix ist, haben wir die QR-Zerlegung von M} berechnet. Wir kénnen die QR-
Zerlegung nach der Bemerkung so wéahlen, dal die Diagonalelemente von Ry, Riy1 reell
sind, erhalten wir aus der Eindeutigkeit, dal auch Qj - Q11 reell ist. O

2.58 Bemerkung (Eindeutigkeit der QR-Zerlegung)
Die QR-Zerlegung ist eindeutig bis auf Multiplikation mit einer Diagonalmatrix an Q.

2.59 Bemerkung (Rechenaufwand)

Wir méchten Hyo ausgehend von Hj nur mit reellen Operationen berechnen:

Wir berechnen die Matrix M, und deren QR-Zerlegung M), = QR (fiir Q = QxQk+1). Dann
berechnen wir Hy o = QT H,Q. Diese Berechnung von M, erfordert O(n?) Operationen.

Wir zeigen nun, dafl wir Hy o aus Hy in O(nz) reellen Operationen berechnen kénnen.

2.60 Hilfssatz
Sei A € R™™ und H = QT AQ eine Hessenbergmatrix mit hiv1;#0firi=1,...,n—1.

Dann kénnen Q und H aus der ersten Spalte von () bestimmt werden.

BEWEIS

Sei Q@ = (q1,---.,qn). Wir haben AQ = QH, d.h. Ag; = Z;ill qjhji. Andererseits ist QT AQ =
H, d.h. quAqi = hj; Wir nehmen nun ¢; als gegeben an. Dann wissen wir, da8 h1; = ¢f Aq.
Dann ist ¢ ein Vielfaches von Aq; — hi1¢1. Damit kénnen wir go bis auf das Vorzeichen
eindeutig bestimmen (wegen [|ga]|2 = 1).

Damit erhalten wir auch hio, hoy, hoo. Per Induktion ergibt sich die Behauptung. 0O

2.61 Algorithmus (Francis’ QR-Schritt)
1. Wir berechnen die erste Spalte von My, = Mype; = Hy(Hye1) — 2 Re(ux)(Hrer) +
\px|?e1, was mit O(n?) Operationen geht.

2. Wir berechnen die Householder-Matrix Qo mit Qo(Mpe1) = aeq, was eine Spiege-
lung darstellt und es ist:

* x ok
* % % 0

Qo = * *x x
0 I

3. Wir transformieren~ QngQo mit Householder-Matrizen Q := QoQ1 - .. .- QA,L_Q auf
Hessenberg-Form H in O(n?) Operationen, d.h. wir berechnen Q7 H,Q = H

Dann ist H = Hyo.
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BEWEIS
Es ist:
* X * *
* X * *
* K * *
QU H Qo= [+ » »

Wir méchten die x-Eintrdge in der ersten Spalte wegbekommen, was wir mit Householder-
matrizen der Form

10 0 0
1 0 0 0 1 0 0
R * K K A o s
@Qu=|0 x> 00, @Q=1y o .,
* K K o %
0 0 I 00 0 I
usw. machen. Dann ist Qiel =e firi=1,...,n— 2, also gilt Qe; = Qpe;.

Wegen Qo(Mpe1) = ae; und Qal = Q¥ = Qo ist Qoe1 ein Vielfaches von Mye;.

Andererseits wulten wir, dal Mye; = (QrQr+1) (RkRi+1)e1. Dann ist QrQr+1e1 auch ein
\—Y_/
=ae1
Vielfaches von Mye;. Zudem ist Hyio = (QrQri1)? Hi(QrQry1) und damit QpQpyi1e1 =
:thl.
Nach dem Hilfssatz ergibt sich bei geeigneter Wahl der Vorzeichen in den Spalten von Qy
und Qgy1, da

Q = QrQry1, H=Q"HyQ = Hy 0

2.62 Bemerkung (Abbruch der Iteration)
Wir brechen die Iteration ab, falls fiir £ = n (reelle Eigenwerte) oder £ = n — 1 (komplexe
Eigenwerte) gilt:

k k k
’hé,é)—l‘ < eps (’hg—)lj—l‘ + \hg,e)|)

-1
1. Falls £ = n ist, akzeptieren wir h%kzl als den Eigenwert und beginnen neu mit (hz(f))n )
Z?]:

2. Falls £ = n — 1 ist, akzeptieren wir die Eigenwerte des rechten unteren 2 x 2-Blocks

-2
von Hj, als Figenwerte von A und beginnen neu mit (hgf))n -
Z7‘7:

Kapitel 2
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2.8 Berechnung von Singuldrwerten

2.63 Satz (iiber Singuldrwerte)
Sei A € R™*™, Dann gibt es orthogonale Matrizen U € R"*™ und V € R™*" so, daf

A=UxvT

mit ¥ = diag(o1,...,0p) € R und 01 > 09 > ... > g, > 0, wobei p = min{m, n}.

Die o; heilen Singuldrwerte von A, welche eindeutig bestimmt sind.

BEWEIS
Seien x € R™,y € R™ mit [|z||2 = ||y|2 = 1. AuBerdem soll gelten, dafl Ax = oy mit

o = 14| = max || Av]
[lvl|=1

Also kann x so gewéhlt werden, daf} ||Ax|| = ||A]| ist.

Sei V7 eine orthogonale n x n-Matrix mit z in der ersten Spalte (d.h. wir ergénzen x zu einer
ONB des R™) und U; eine orthogonale m x m-Matrix mit y in der ersten Spalte. Dann gilt:

ag
T
Av=vTavi=| O] « :<gﬁl>

wobei w ein geeigneter Vektor und A; eine geeignte Matrix ist. Wir betrachten nun

w =)

Andererseits ist ||A1]| = ||A]| = 0. Damit ist bereits w = 0. Also ist A; = (G 9 )

> Vo2 +wlw

Per Induktion (auf 1211) folgt die Behauptung des Satzes. O

2.64 Bemerkung
Angenommen, wir haben bereits eine solche Zerlegung, dann gilt, falls m < n ist:

o2 0 0
AAT =usyvivytuT =u | .. o |U”
=1 0 0 op

Also sind die o; die Wurzeln der Eigenwerte von AAT (bzw. von AT A, falls n < m).
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2.65 Hilfssatz

Sei die gleiche Notation wie im obigen Satz gegeben und U = (uy,...,u;,) sowie V =
(vi,...,vp). Seien weiter o1 > ... > 0, > 0p41 = ... = 0p = 0. Dann gilt:
l.rgA=r

2. Ker A = (vy41,...,vp) (und vy41,..., v, ist eine ONB von Ker A).
3. Bild A = (uy,...,uy) (und uy,...,u, ist eine ONB von Bild A)
4. HA||2 =01

Kapitel 2

5. Fir die Frobenius-Norm gilt:

T
A7 =Y al; = op
i k=1

2.66 Bemerkung
Es gilt:

T
A=UsVT =) o;uw!

rg=1

Falls also der Rang von A klein ist, so kann man viele Informationen dariiber bereits in den
Vektoren u; und v; speichern. Die beste Approximation an A vom Rang k < r ist:

k
A= Z aiuiv;[
=1

Diese Information benétigt man z.B. in der Datenkompression.

2.67 Bemerkung (weitere Anwendung)

Bei Suchmaschinen hat man oft die Methode des ,latent remantic indexing“, was man in
einer sog. Term Dokumenten Matrix gespeichert wird, wo fiir jeden Suchbegriff und jedes
Dokument aufgeschrieben wird, wie oft der Begriff dort vorkommt. Damit ersetzt man also
die Term Dokumentan Matrix durch eine Niedrigrang-Approximation.

2.68 Bemerkung (Beobachtung bei der Berechnung von Singulidrwerten)

Man kénnte den QR-Algorithmus direkt auf AT A (fiir n < m) anwenden bzw. auf AAT (fiir
m < n). Die Produktbildung ist rechenaufwendig und es entstehen Rundungsfehler. Daher
betrachten wir nun einen besseren Algorithmus:

Sind P und @ orthogonal, dann haben A und PAQ dieselben Singuldrwerte, denn:

A=UxV"T «— PAQ=PUXVTQ
N ~——
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Der folgende Hilfssatz zeigt, dafl wir jede Matrix A mit solchen Transformationen P und @
auf Bidiagonalform bringen kénnen und damit wird sich das Problem darauf reduzieren, die
Singuladrwerte einer Bidiagonalmatrix zu bestimmen.

2.69 Hilfssatz
Sei A € R™*™ (mit 0.B.d.A m > n). Dann gibt es orthogonale Matrizen P, mit

also B eine n x n Bidiagonalmatrix ist.

BEWEIS
Wir benutzen P; und @Q; als Householder-Transformationen. Durch Multiplikation von Links
mit P; erhalten wir:

*
* x * 0
A=1]% % x| — *
o s

0

Multiplikation von rechts mit Q)1 ergibt:

* * 0 ... 0
0
— : A
0
Per Induktion auf eine kleinere Matrix A erhalten wir die Behauptung. O

2.70 Bemerkung (Berechnung von Singulidrwerten einer Tridiagonalmatrix)
Wir haben eine Matrix BTB =: H, die tridiagonal ist und betrachten einen Schritt des
QR-Algorithmus fiir p4 := hy, p:

M:=H—ul =QR

Dann ist H = RQ + pul = QT(H — ul)Q + pl = QTHQ.

Wir moéchten nun die Eigenwerte von H berechnen, ohne die Matrix H oder die Matrix M
konkret zu berechnen.
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Nach Kapitel 7 sind H und @ eindeutig durch die erste Spalte von Q bestimmt. Dann ist

M=QRund QT = Q,_1-...- Q2 - Q als Produkt von Householder-Tranformationen mit
1 0 0
o 0 * K
Q=] * * , Q=10 0 , usw.
0 I * K
n2 0 0 I3

Die erste Spalte von @ ist Qe; = Qre1. Q1 ist so bestimmt, dal Q1(Me;) = aeq, d.h.
Mep = a@)1e1. Das bedeutet, dal Q1e; ein Vielfaches ist von

hig—p
ha1
M€1 = 0
0
Aber H = BT B, also hii = bil, hi2=021-b11 und p = b2 + bgw. Dann ist:

n—1n

V)
o
V)

M
Qlel = :l:HMeelH _ 0 mlt 62 + 52 — 1’ alSO: Ql — s —c
11|12

0
Wir transformieren also Q7 HQ; auf Tridiagonalform und erhalten

7=QTQTHQNQ, Q= (3 g)

und Q ist orthogonal. Dann ist Q1Qe; = Qie1 = Qep. Daher muB Q1Q = Q sein, weil die
erste Spalte iibereinstimmt.

Weil H = BTB ist, ist H = QTBTBQ = QT BT PTPBQ tridiagonal, falls PBQ bidiagonal
ist.

Wir transformieren

0 0
BQ = | * 0
0 0
0 0 0

auf Bidiagonalform, indem wir von Links mit einer Householdermatrix P; multiplizieren
und dann von rechts mit einer Matrix ()2 multiplizieren, usw. Wir verjagen dabei das ,,bose
Element *, bis es rausféllt. Das Verfahren heifit in der Literatur auch Zickzackjagd.

Kapitel 2
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2.71 Algorithmus (Golub/Kahan, 1965)
Sei A € R™*™ mit m > n. Dann fithren wir den folgenden Algorithmus durch:

1. Wir transformieren A mit Householder-Matrizen auf Bidiagonalform:

0
B n
PAQ:(O)’ B=1|¢o . .|, B=IBllr:= > b
i,j=1
0

0
2. Wir berechnen

0 0
* %
0 * 0
Q=] » * ; BQ, =
0 I 0 0
0 0 0

Wir transformieren dann BQ; durch ,Zickzackjagd® auf Bidiagonalform B.

Wir wiederholen (mit B statt B) solange, bis |b,_1.,| < 3-eps ist. Wir reduzieren dann

die Dimension um eins und machen mit (bw)?]_:ll weiter, bis wir schliefilich Diagonalform

erreicht haben.

2.72 Bemerkung
Wegen Aquivalenz zum QR-Algorithmus fiir H = BT B erhalten wir dann kubische Konver-
genz, weil diese Matrix symmetrisch und tridiagonal ist.



3 Verfahren der konjugierten Gradienten

3.1 Motivation

Das Verfahren der konjugierten Gradienten l&8t sich anwenden, um Funktionen zu mini-
mieren und grofe lineare Gleichungssysteme (die von einer symmetrischen, positiv definiten
Matrix kommen) zu lésen.

3.2 Motivation (Minimierung)
Sei f: R" O D — R. Wir wollen das Minimum von f bestimmen, d.h. f'(z) = 0. Dies
kénnen wir iiber Newton-artige Verfahren berechnen (vgl. Numerik I).

Wir benétigen dann aber noch Kenntnisse der Hessematrix, was recht rechenaufwéndig ist.
Wir suchen im Folgenden ein Verfahren, welches die zweite Ableitung nicht benétigt. Das
Verfahren der konjugierten Gradienten wird dies erfiillt.

3.3 Motivation (Losung eines LGS)
Sei f quadratisch, d.h. f(x) = %J,‘TA.T — 27h mit A € R™" symmetrisch und positiv definit
und b € R™. Dann ist f'(z) =0 <= Az —b=0 <= Az = b als Losung eines LGS.

Das Verfahren der konjugierten Gradienten ist iterativ und braucht keine Matrixzerlegung,
nicht einmal die Matrix A, sondern nur die Abbildung x — Az.

In vielen Anwendungen (Losung von Diskretisierungen von FE-Verfahren) treten oft sehr
grofle Matrizen auf, die sehr diinn besetzt sind. Bei diesen ist es nicht angebracht, diese LGS
mit einer Zerlegung zu 16sen, da der Rechenaufwand zu grofl ist und Nicht-Null-Elemente
aufgefillt werden.

3.1 Eindimensionale Minimierung

3.4 Algorithmus (Verfahren des goldenen Schnitts)
Sei f : R — R. Wir suchen das Minimum in einem Intervall [a,b]. Wir wéhlen nun
v,w € (a,b) so, daB gilt:

vV —a w—a b—w b—v

w—a b—a’ b—v b—a

o7

Kapitel 3
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Dann ergibt sich durch Auflésen der Gleichungen:

(b—a)

vV =a-+

- —1
5 2\/5(1)—@), w:a+\/52

Dieses Verhiltnis ist gerade der goldene Schnitt. Wir fahren nun fort:

1. Falls f(v) < f(w), dann ist das neue Suchintervall [a, w]. Wir kénnen berechnen,
daf3 dort dann v anstelle von w zu nehmen ist und wir brauchen nur eine weitere
Funktionsauswertung.

2. Falls f(v) > f(w), dann ist das neue Suchintervall [v,b] und w nimmt die Rolle
von v ein.

Wir wiederholen diese Intervallreduktion, bis b — a < tol, wobei mit a und b die Inter-
vallgrenzen im k-ten Schritt sind.

3.5 Algorithmus (Quadratische Interpolation)
Wir legen eine Parabel durch 3 Punkte (zg, f(z0)), (21, f(z1)) und (z2, f(x2)) mit 2o <
1 < z9 und bestimmen deren Minimum x*.

Wir nehmen als neues Intervall dann entweder [zg,x;1] oder [z1,z2] und zwar jenes,
welches z* enthalt.

Beim neuen Intervall fahren wir so iterativ fort und wiederholen die Iteration, bis die
Intervallange kleiner als eine vorgegebene Tolerenz tol ist.

3.2 Verfahren des steilsten Abstiegs (Gradientenverfahren)

3.6 Algorithmus (Gradientenverfahren)
Wir haben f : R" — R und f(z*) = min und ersetzen das n-dimensionale Minimie-
rungsproblem durch eine Folge von eindimesionalen Minimierungsproblemen.

Wir haben einen Ausgangspunkt xg € R™ und suchen nun eine Richtung, wie wir in z*
kommen. Die Suchrichtung 0 # d € R™ wihlen wir so, daf} dies lokal den steilsten Abstieg
reprasentiert und minimieren dann f(zg + ad) als a* (was tber die eindimensionalen
Verfahren geht) und setzen z1 := 9 + a*d.

Dies flihren wir iterativ fort und erhalten, dafl x; — x* konvergiert.
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3.7 Beispiel
Sei f(z) = 327 Az — 2Tb mit A symmetrisch, positiv definit. Das Minimum von f(z + ad)
wird bei

B d"(Axz —b)
dT Ad

angenommen, was man leicht zeigen kann.

Wir beachten dabei, da8 V f(x) = Az — b ist.

3.8 Bemerkung (Wahl der Suchrichtung)
Mit der Taylorentwicklung erhalten wir:

flz+ad) = f(z) +af'(z) - d+ O(a?)

Kapitel 3

Lokal ist also der steilste Abstieg in Richtung des negativen Gradienten von f, also:

d=—=Vf(z)

3.9 Bemerkung
Lokal ist dieses Verfahren natiirlich optimal, aber global brauchen wir viele Schritte, um
zum Ziel zu kommen. Dazu betrachten wir ein anderes Verfahren.

3.10 Bemerkung (Konjugierte Gradienten)
Sei g := Az — b. Dann betrachten wir den Vektorraum Vj := (g, Ag, ..., A¥"1g) und wir
minimieren im k-ten Schritt fiir den Startvektor x:

flxy) = dfgivnk f(zo+d)

3.11 Motivation (Ausblick)
Wir werden sehen, daf sich die xj, rekursiv aus eindimensionalen Minimierungen berechnen
lassen.

3.3 Ritz-Galerkin-Verfahren

3.12 Motivation (Problemstellung)
Sei f:V — R und V ein reeller (evtl. unendlich-dimensionaler) Vektorraum und sei:

£(0) = 5a(v, ) = b(v)

wobei a : V x V — R eine symmetrische, positiv definite Bilinearform und b : V' — R eine
Linearform ist.

Wir moéchten das Minimum von f bestimmen.
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3.13 Bemerkung .
Falls V = R" ist, dann ist a(v,v) = 07 Av und b(v) = v7b mit A symmetrisch, pos. def.
und b € R”. Hier gilt, wie wir bereits wissen: f(v) = min <= Av = b.

3.14 Satz (Charakterisierung der Minimierung)
Fir v e V gilt:

f(u) =min f(v) <= a(u,v) =b(v) YveV

veV

BEWEIS
Wir setzen v :=u + Aw fur A € R und w € V. Dann ist

flu+ Aw) — f(u) = %(a(u + Aw, u + Iw) — a(u, u)) - (b(u + Aw) — b(u))
Mit der (Bi)Linearitét:

(a(u, u) + 2 a(u, w) + Na(w, w) — a(u, u))
— (b(u) + A - b(w) — b(u))
= Ma(u,w) — b(w)) + %)\Qa(w,w)

| =

Also ist f(u) < f(u+ Aw) VA € R Yw € V (Dies bedeutet, da§ v das Minimum ist)
aquivalent zu a(u,w) = b(w) Yw € V. O

3.15 Idee (Approximation des Minimums)
Wir wahlen einen k-dimensionalen Unterraum V;, C V und bestimmen das Minimum dieses
k-dimensionalen Unterraums fiir uy € Vi, so, daf

f(u) = min f(vg)

v EVY

Dies ist bekannt als der Ritz-Ansatz.

Nach dem oben bewiesenen Satz ist dies aber dquivalent dazu, einen Vektor u; € Vi so zu
bestimmen, daf} gilt:

a(uk, vr) = b(vg) Vo € Vi

was als der Galerkin-Ansatz bekannt ist.

3.16 Bemerkung (Anwendungen)
Diese Ansitze sind in den folgenden Beispielen sehr wichtig:
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1. Zur Losung von Az = b fiir A eine symmetrische, positiv definiten Matrix und A end-
lichdimensional und schwach besetzt. Als Approximationsraum nehmen wir hierbei oft
Vi == (g, Ag, ..., A*"1g). Uber diesen Raum werden wir im néchsten Kapitel sprechen,
wenn wir das Verfahren der konjugierten Gradienten besprechen.

Besonders gut wird dieser Ansatz, wenn g ein Eigenvektor von A ist.

2. Finite Elemente, was ein wichtiges Verfahren zur Losung von PDE ist. Auf dieses wird
in Numerik fiir partielle Differentialgleichungen besprochen.

3.17 Satz (Existenz und Eindeutigkeit der Minimierung in Unterraum)
Es existiert genau eine Losung uy € Vi vom Minimierungsproblem

f(ug) = min f(vg)

v EVY

BEWEIS
Sei (¢1,...,¢x) eine Basis von Vj,. Wir suchen nun
k
up = Y pigi € Vi
i=1

so daB} a(ug,vg) = b(vg) fiir alle v, die darstellbar sind mit vy, = Z?:l vjp;, d.h.

kE kK k
pivia(pi, p5) = Y _vible;) Vv = () € R
i=1j=1 j=1
Wenn wir setzen A := a(p;, ¢;), p = (@) und £ := b(yp;), dann miissen wir in dieser

Schreibweise also folgendes Problem l6sen:
viAp =0Tt Yo eRF

Da dies fiir alle v gelten mufl, muf dies insbesondere fiir v = (e;) gelten und wir erhalten
damit das neue LGS Ap = £.

Wir rechnen nun nach, dal A positiv definit ist:

k k k
v Ay = Z vivia(pi, ;) = a ZW%’, Z vie; | >0
i,j=1 =1 j=1

falls Zi-“:l vip; # 0, also v = (yi)le # 0, weil ¢ eine Basis ist.

Also ist A positiv definit (und klarerweise sogar symmetrisch) und damit insbesondere in-
vertierbar. Damit folgt die Behauptung. O

Kapitel 3
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3.18 Satz (Lemma von Cea)
Falls u € V eine Losung des Minimierungsproblems auf V ist und u; € Vj eine Losung
des Unterraums Vj, ist, so gilt in der Energienorm ||v|, := v/a(v,v), dal

o=l = min [ =l

d.h. uy, ist in diesem Sinne die bestmogliche Approximation an wu.

Die Ritz-Galerkin-Approximation hat also unter allen Elementen des Approximati-
onssraums Vj, den kleinsten Abstand (beziiglich der Energienorm) zur exakten Losung.

BEWEIS
Vi ist ein Unterraum von V, also gilt fiir alle v, € V, daB a(u,vr) = b(vg) und a(ug,vr) =
b(vg). Wir subtrahieren beide Gleichungen voneinander und erhalten mit der Bilinearitét:

a(ug, —u,vg) =0 Vo € Vi
Da wir v durch ug — v € Vi, ersetzen diirfen und eine Null einfiigen, gilt damit auch:
aluy, —u,up —u+u—vg) =0 <= alup —u,u —v) = a(ug —u, vy —u) Yo, € Vi

Mit der Definition der Energienorm, der obigen Gleichung und anschlieflend Cauchy-Schwarz
erhalten wir also:

llug — qu = a(ur — u,up — u) < |lug — ullq - [Jok — ulla Vor € Vi
Also gilt:

lur = ulla < llok —ulla Vo € Vi D

3.4 Das Verfahren der konjugierten Gradienten

3.19 Motivation

Wir wollen in diesem Kapitel stets voraussetzen, dafl wir ein LGS Ax = b 16sen mochten,
wobei A € R™™ gsymmetrisch, positiv definit ist und b € R™. Typischerweise ist n sehr
grofl und A schwach besetzt, wie es etwa in der Anwendung bei der Lésung von partiellen
Differentialgleichungen vorkommt.

Wir wissen bereits, dafl dies dquivalent zur Minimierung von f(x) = %mTAx — 2T ist.

Das Verfahren der konjugierten Gradienten ist in der Literatur oft als cg-Verfahren bekannt
(conjugate gradient method).
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3.20 Historische Notiz
Dieses Verfahren haben HESTENES und STIEFEL 1952 vorgestellt.

3.21 Definition (Krylov-Raum)
Aus dem Gradientenverfahren kennen wir bereits den Raum Vj := (go, Ago, . . ., A¥go) mit
go := Axg — b=V f(xg) fiir einen Startvektor xg.

Den Vektorraum Vj, nennen wir den k-ten Krylovraum.
3.22 Idee (Ritz-Galerkin-Ansatz)

Wir verwenden nun jetzt das Ritz-Galerkin-Ansatz auf den Approximationsraum Vi, d.h.
wir suchen ein xj € xg + V), mit

flzy) = Urknei‘r}k f(zo + k)
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3.23 Bemerkung

Da dieser Raum im Allgemeinen k-dimensional ist, ist es schwer, solche Minima zu berechnen.
Wir werden aber im Folgenden zeigen konnen, dafl es hinreichend ist, k& eindimensionale
Probleme rekursiv zu 16sen, um an das Minimum in Vj zu kommen.

Fiir die Herleitung nehmen wir 0.B.d.A. an, dal zy = 0 ist (Betrachte sonst y = = — xq;
dann wire Ay = b — Az fiir den Startwert yo = 0 zu 16sen).

3.24 Bemerkung (von A induziertes Skalarprodukt)
Bs ist (u,v) 4 := u? Av = (Au,v), wobei (-, -) das Euklidische Skalarprodukt ist.

3.25 Idee (Zerlegung des Krylov-Raums)
Wir zerlegen den Krylovraum auf den folgende Art und Weise:

Vi = Ve @ Vi

mit Vit = {w € Vpyi|lwlAv = 0 Vo € Vi}, der in der Literatur auch oft als der zu
Vi konjugierte (A-orthogonale) Unterraum von Vjip ist und natiirlich per Konstruktion
orthogonal beziiglich das von A induzierten Skalarprodukts ist.

3.26 Konstruktion (Herleitung des Algorithmus)
Es ist klar, dafl dim Vk} <1.

Damit konnen wir eindeutig schreiben: zy 1 = v+ w mit u € V; und w € VkJ-. Also ist x4
bestimmt durch die Bedingungen, daf3

Try1 € Vigt, f(xpy1) = UMIlneing f(vk+1)

bzw. dies ist d4quivalent dazu, dal wir ein vg4+1 € V41 suchen so, dafl

(Azpy1, V1) = (ks Vig1) VOt € Vit
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Wegen Vi, < Vi1 ist insbesondere auch:
<A:Ek+1,vk> = <b, Uk> Yo, € Vi,
Aber die linke Seite ist wegen der Orthogonaliét:

<A$k+17vk> = <Au7 Uk‘> + <Aw,1}k>
———

=0

Andererseits ist x, € V}, eindeutig bestimmt durch:
<Al‘k,vk> = <b, vk) Yo, € Vi

Damit ist u = xp. Wir erhalten also, dafl ;11 = 2 +w mit w € VkL bzw. fiir dj, (z.B. eine
Basis von V1) mit V- = Rdy. Damit gilt fiir ein o« € R:

Tpy1 = Tg + ady
T41 ist also die Losung eines hochstens eindimensionalen Minimierungsproblems:
f(@p41) = min f(zp + ady)
a€cR

Wir miissen also das Minimum einer quadratischen Funktion finden, wofiir wir bereits aus
dem zweiten Kapitel ein optimales o kennen, und zwar:

 {dk,gx)
ap = —
(Ady, di)

3.27 Konstruktion (Bestimmung der Suchrichtung)

Wir moéchten die Suchrichtung dj als einen Basisvektor von VkL nun bestimmen. Hierzu
betrachten wir verschiedene Fiélle:

1. Vgy1 = Vi. Dann ist V,j = 0 und damit ist dx = 0. Also gilt fiir x € Vi, dafi auch
Azxy, € Viy1 = V. Aber es gilt:

<Aﬂ§k,vk> = <b,vk> Yo, € Vi, <A.Tk — b,vk> =0 Vop,eV,

Weil aber Az —b € V} ist die einzige Losung der Nullvektor in der ersten Komponente
des Skalarprodukts, d.h. es ist Az, = b. Also ist x;, die Losung des LGS.
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2. Sei dim VkJ- = 1. Dann ist g = Az, — b # 0, also ist g ¢ Vi, aber g € Viy.

Wir zerlegen nun g = ¢ + di, mit ¢ € Vi, und di € VkL, insbesondere ist di # 0. ¢
ist also die A-orthogonale Projektion von g auf Vi beziiglich des von A induzierten
Skalarprodukts.

Sei nun {do, d1, . ..,dx—1} eine ONB (beziiglich A) von Vj, d.h. es gilt (Ad;,d;) = 0 fiir
i # 7. Aufgrund des Gram-Schmidt-Verfahrens gilt also fiir ¢y:

k—1
o= 3 Ak
Damit gilt:
k-1
k= 9k — Ck = gk ;é% (Ad.. )

Weil Ad; € V4, solange j < k — 2 ist, ist wegen der Definition von zy;:
<gk7 Adj> = <A$k — b, Adj> =0

Kapitel 3

Damit vereinfacht sich unsere Summe sehr stark und wir erhalten letztendlich:

<Adk'717 gk)

di. = — dp_
k= Ik (Adg—1,dp—1) kol

3.28 Bemerkung (Rechenaufwand der Iteration)
Wir méchten g1 = Axgy1 — b berechnen.

Allerdings ist der Aufwand der Matrix-Multiplikation zu hoch. Aufgrund der Definition von
Th+1 gllt

Jk+1 = A(a:k + Ozkdk> —b= (Aack — b) + apAdy, = gr + apAdg

Das Produkt Adj briuchten wir sowieso beim néchsten Schritt flir die Berechnungn der
neuen Suchrichtung di1, d.h. diese Berechnung ist ziemlich optimal im Rechenaufwand.

3.29 Algorithmus (cg-Verfahren)
Sei zg € R™ ein belieger Startvektor. Dann ist dy = gg = Axg — b.
Firk =0,1,2,...ist dann (bis ||Az; —b|| < tol-||b||) die folgende Rekursion zu machen:

Tht1 = T — gdy,
Jk+1 = gk — o Ady,
dit1 = Gkt1 — Brdy
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mit den Koeffizienten:

= (di, gr)
(Ady, dy)
B = (Ady, gry1)
(Ady, dy,)

Nach Konstruktion ist dann

f(zr) = min f(xo + vg)

v EVE

3.30 Bemerkung (Rechenaufwand)
Wir benétigen pro Schritt nur eine einzige Multiplikation mit der Matrix und drei Skalar-
produkte.

3.31 Bemerkung
Wir werden in einer Ubungsaufgabe zeigen kénnen, daf8 wir schreiben kénnen:

<gkvgk> ﬁ — _<gk+17gk+1>
(Ady, dy)’ (9> gr)

A —

Damit bréauchten wir pro Schritt nur zwei verschiedene Skalarprodukte.

3.5 Fehleruntersuchung des cg-Verfahrens

3.32 Satz (Maximale Schrittweite)
Nach hochstens n Schritten des cg-Verfahrens erhalten wir die exakte Losung des LGS
Az* =k, d.h. 3k < n so, dal z;, = z*.

BEWEIS
Esist 1 < Vo <... <R”, also gibt es ein k < n mit Vi1 = vg. Also ist xj, exakt. O

3.33 Bemerkung

Fiir die praktische Anwendung ist dieser Satz uninteressant, da wir dieses Verfahren meistens
fiir sehr grofle n benutzen. Auflerdem geniigt uns bereits eine sehr gute Néherung an die
Losung, also z.B. ||z — z|| < tol - ||zg — 2| fiir ¥ < n. Im Ubrigen kénnen Rundungsfehler
das Ergebnis jedem Schritt schlechter machen.
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3.34 Satz (Fehlerabschitzung beim cg-Verfahren)
Es gilt fiir alle ¢ Polynom mit deg g, < k und ¢x(0) = 1:

fon—a7lla < | gl 1) llzo - 2°[L

wobei * die exakte Losung ist.

3.35 Bemerkung (Beobachtung)
Sei A eine Matrix beliebiger Dimension, mit genau k verschiedenen Eigenwerte.
Dann liefert das cg-Verfahren die exakte Losung nach spét. k Schritten.

Wir nehmen dazu das Polynom, welches die Eigenwerte als Nullstellen hat.
Zudem geht das cg-Verfahren schnell, wenn die Eigenwerte geclustert auftreten.

BEWEIS
Wir nehmen 0.B.d.A. an, dal zy = 0 ist (sonst betrachten wir y = x—x¢ und fir Ay = b— Az
hétten wir yp = 0).

1. Wir wissen nach dem Satz von Cea, daf3
o — ola = min o — ]
Fiir ein Vi 3 v = pr—1(A)b mit degpr_1 < k — 1, gilt nun wegen Az* = b:
== —pp_1(A)- A)z*

=:qx(A)

Wir sehen, dafl ¢; ein Polynom vom Grad deg gr < k mit g;(0) = 1 und rechnen nun:

zr — 2|4 = min |[|vx — 2*||4 = min A)x*
o= olla = iy oo~ 2" la = win )L

2. Wir wissen, dafl A symmetrisch und positiv definit ist, also kénnen wir A durch ei-
ne Orthogonalmatrix diagonalisieren mit A = QTAQ mit @ orthogonal und A =
diag(A1, ..., A\n). Wegen positiver Definitheit sind die \; > 0. Wir rechnen nun:

lge(A)z* % = (Age(A)z*, gr(A)z*) = (QTAQQ" g (A)Qx*, QT i (M) Q)
= (Aqi(M)Qa*, gu(A)Qa") = (A2 A2 i (A)Q", gi(A) Q")
= (g (D)A3 Q" (M)A Q™) = [ ar(A)A2 Qa”
las(I5  1A=Qa" 3

IN

Wir miissen nun noch einen geschickten Term fiir ||A2Qx*||3 finden:

IAZQa*|3 = (A2Qa*, A2Qx*) = (AQx*, Qu*) = (QTAQu", 2") = (Az*,2*) = ||2"|%

Kapitel 3
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Damit erhalten wir schlie3lich:

o — 2%l < lan( A4 < mma a0l

3.36 Wiederholung

1. Fiir die Konditionszahl bzgl. der euklidischen Norm fiir eine symmetrisch positive Ma-

trix gilt: k := conda(A) := //\\2?:((2))

2. Fiir alle Polynome vom Grad k ist das Tschebyscheff-Polynom das minimalste, denn

angenommen, es gelte |pg(t)] < m

Dann gilt fiir mindestens k Punkte aus [—t,t], dafl pi(t) =

pr(to) = %Eigg = 1. Weil aber deg py, < k, mufl gelten, dafl py (¢

n (( )), aber es ist auch
) pu—

’“(( 0)) ist.

3.37 Satz (Konditionszahlsabhingige Fehlerabschitzung)
Es gilt fiir die Konditionszahl x := conda(A):

k
N
o — lla <2 <ﬁ+1 o ol

BEWEIS
Seien alle Eigenwerte von A in [a, 8] mit 0 < a < ( optimal, dann ist kK = i:ﬁ = g Nach
dem letzten Satz gilt fiir alle Polynome g mit deg g < k und ¢x(0) = 1:

_ < NE _
o —2lla < max Jau(N] - 2o — o]l

Wir transformieren nun [« §] auf [—1, 1]. Dies geschieht durch die Abbildung

2 1
/\»—>t:m A+ gt , inbesondere:OH—g—_Fzz—:—_Fl=1t0<—1

Wir erhalten damit dann die folgende Abschétzung:

e~ olla < mae |pe(®)] - 1z — o]

fiir alle Polynome pp mit degpr < k und pi(tp) = 1. Aus Numerik I wissen wir, daf} die

rechte Seite der Abschitzung minimal wird fiir das Tschebyscheff-Polynom k(( )) und damit

gilt:

1
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Wir benutzen nun, daf} fiir ein Tschebyscheff-Polynom gilt:

Ty (t)

(C+VE-DF+ e+ VE-DF) = [Tilto)] = Tillto]) > <\t0|+\/ 1)k

1
2
Wir rechnen hiermit:

k+1 R2+26+1— (k2 —2k+1) 1
t 2—1= = 1+2
lto| + /15 H_1+\/ 1) pann G VE)

_ (k+1)2 VeI
kt+ (k-1 r—1

Wir erhalten damit schlief8lich:

k
k+1 k—1
Tk<to>_2(f ) . also: uxk—xrasz(‘f ) a0 — 2]a

Kapitel 3

VE—1 VE+1

3.38 Bemerkung
1. Fir die Methode des steilsten Abstiegs gilt die entsprechende Aussage:

k—1\*
Jon —alla < (557) llzo — la

Fiir eine grofle Konditionszahl ist dieser Ausdruck viel ndher bei Eins als beim ersten
Ausdruck, d.h. wir haben eine sehr langsame Konvergenz.

2. Eine rasche Fehlerreduktions im cg-Verfahren tritt auf, falls
a) die Kondition klein ist oder

b) die Eigenwerte von A in einigen wenigen Clustern zusammenliegen.

3.6 Vorkonditioniertes cg-Verfahren

3.39 Idee
Wir méchten nun Ax = b bestimmen fiir A symmetrisch und positiv definit. In der Regel ist
A sehr grofl und schwach besetzt.

Falls B symmetrisch und positiv definit ist, dann bestimmen wir B ~ A~! so, da z — Bz
einfach zu berechnen ist. Dann haben wir ein dquivalentes LGS BAx = Bb. Wir fordern nun
noch condz(BA) < condy(A), damit das cg-Verfahren schneller konvergiert.

3.40 Bemerkung (Wahl des Vorkonditionierers)
Wir haben das Problem, B mit den Forderungen zu erfiillen. Daher fithren wir eine unvoll-
standige Cholesky-Zerleung durch:
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Fir £ =1,...,n berechnen wir:

k—1
b = | akg — Z Z%j
j=1
und fir : =k +1,...,n berechnen wir:
Uy = ﬁaik - Z;‘;ll lijlyj, ai #0
' O’ alk = 0

Wir summieren damit nur fiir die j mit a;; # 0. Damit bleibt die Besetzungsstruktur von
A erhalten. Wir haben A = LLT + R, wobei R eine Restmatrix ist. LL ist symmetrisch
und positiv definit und der Kandidat fir B. Wir fillen nicht mit Nichtnullstellen auf und
dies bewirkt im Allgemeinen, dafl die Eigenwerte von BA in Clustern liegen, womit das
cg-Verfahren schnell konvergiert.

Insbesondere ist die Abbildung x — Bz relativ einfach zu berechnen, da nur schwach besetzte
Dreieckssysteme zu 16sen sind.

3.41 Bemerkung
Die Schwierigkeit ist, dal BA nicht symmetrisch ist, selbst wenn A, B symmetrisch und
positiv definit sind. Wir versuchen einen Ausweg zu finden:

Falls wir B = CCOT schreiben kénnen (z.B. durch die vollstéindige Cholesky-Zerlegung), dann
ist:

CCTAz =CCTh «— CTACC '2=CTp & A-7=0

mit A := CT AC wieder symmetrisch, positiv definit, worauf wir das cg-Verfahren anwenden
kénnen.

3.42 Konstruktion (Formale Anwendung auf das cg-Verfahrens)

Wir nehmen den Startwert o = C 'z in den Algorithmus wie in Kapitel 4 anwenden auf
alle Groflen mit Tilde. Wir zeigen, dafl wir dies durchfiihren kénnen, ohne C' zu kennen.
Dazu rechnen wir:

Tpy1 = dk — apdy, = C 'z = O oy — Oy

wobei dj, := Cdj, gesetzt werden muB. Multiplikation mit C' liefert dann:
Ty1 = T — agdy,

Wir driicken nun den g aus durch:

ge = Az —b=CTACC tay, — CTb = CT(Axy, — b) = CTg,
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Damit gilt mit dem Algorithmus des cg-Verfahrens:

ki1 = Gk — o Ady, = CTgpp1 = Clgp — aCTACC™ ' dy <= gry1 = gr — ok Ady,
Die Bestimmung der g bleibt also wie gehabt; fiir die Suchrichtungen gilt:

i1 = Gryr — Brdy <= C 'dpy1 = CT g1 — BrC ' <= diy1 = Bgiy1 — Brd
Wir zeigen nun noch, dafl in den Koeffizienten kein C' vorkommt:

(G gk) (CT g, CT gi) (96, CCTg)  {gr. Bgk)

BT Ay, dy)  (CTACC Ydy,CVdy) — (Adg,dy)  (Adyg, dy)
B = — (Gr11,Gkv1) _ (Ghe1, Bgre)
) (9K Bgk)
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3.43 Algorithmus (vorkonditioniertes cg-Verfahren)
Wir méchten Ax = b 16sen mit A symmetrisch, positiv definit und verwenden B sym-
metrisch positiv definit mit B ~ A~!.

Wir wihlen zy € R" beliebig und dy = go = Axg — b, 0o = (Bgo, go) und dann iterieren
wir fiir £ =0,1,2,... (bis /or < tol-||b||2):

Tpy1 = T — agdg
Gk+1 = gk — o Ady,
di+1 = Bgry1 + Brdy

mit den Koeffizienten:

Ok Ok+1
B = ——

A = 77— ’ = (B )
k (Adk,dk> o Ok+1 < Jk+1 gk+1>

3.44 Bemerkung (Implementierung)
Wir speichern fiir das Verfahren lediglich 5 Vektoren: (z, g, By, d, Ad).

Weiter beachten wir, dafl wir nicht die Matrizen A, B selbst brauchen, sondern bendtigen
nur die Abbildungen u +— Au und v — Bwv.

3.45 Satz
Es gelte 0 < y{v, B~'v) < |jv||a < T'{v, B~1v) fiir alle v € R™.

Dann gilt:

k
* \/E_l *
|ze —2"|a < 2< [zo — x*[| 4

Vi+1
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mit

=
Il

conda(BA) <

= |

BEWEIS ~
1. Wir rechnen zunéichst wegen A = CTAC:
. — 2% = (zx — 2%, Ay, — 27)) = (C(3), — ), AC(Z), — 7))
= (zp — ", A&, — 8)") = ||17x — 713

Mit dem Satz iiber die konditionsabhéngige Fehlerabschitzung auf das Tilde-System

erhalten wir sofort die Abschétzung fiir unseren Satz mit & = conda(A).

2. Mit der Definition der Kondition gilt:

Amax (AT A) _ [Amax((BA)T(BA))
A ATA) MR = V Auin( (BA)T(BA))

condy(A) =

Um die Kondition von BA zu berechnen, berechnen wir zunéchst:
(BA)TBA = ABBA = AccTcc?A = (cT)~'cTAccTccT Acc
= (Y tACT .cACc™! = (CAc~Hl(cAc)

Aber dies hat genau die gleichen Eigenwerte wie A aufgrund des Basiswechsels. Damit

stimmt condy(BA) = conds(A).
3. Es gilt klarerweise:
)\min(fl)(v,B_lv) < (v, Av) < )\maX(A)@,B_lv) Yo € R
und damit gilt 7 < Apin(A) und T > A\pax (A). O

3.7 cg-Verfahren zur Minimierung nichtquadratischer Funktionen

3.46 Motivation
Wir wollen im Folgenden eine Funktion f : R"™ — R betrachten und ein (lokales) Minimum
von f suchen, wobei f im Allgemeinen nicht quadratisch ist.

3.47 Wiederholung

Aus dem Analysis-Grundstudium wissen wir, daf§ z* € R" ein Minimum lokales Minimum
von f ist (mit f zwei mal stetig diff’bar), dann ist g(z*) = V f(2*) = 0 und die Hessematrix,
H(z*) = V2 f(2*) ist symmetrisch und positiv semidefinit.

Ist umgekehrt die Vf(2*) = 0 und die Hessematrix positiv definit, dann ist z* ein lokales
Minimum.
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3.48 Idee
Wir wéahlen einen Ausgangspunkt x in der Ndahe von z*. Dann ist nach der Taylorentwicklung:

f(@) = f(@*) + V(") (z —a¥) +%($ — ")V f(a*) (@ — 2) + O[]z — 2*[|*)
=0

Dies verhélt sich also wie lokal wie eine quadratische Funktion. Wir modifizieren daher
die Verfahren, die quadratische Minimieriungsprobleme gut 16sen kénnen, was sich als das
cg-Verfahren herausstellt.

Ist x entfernt von x*, dann laufen wir zumindest in die Abstiegsrichtung des cg-Verfahrens.

3.49 Algorithmus (Modifikation des cg-Verfahrens)

Wir haben xzy € R™ beliebig und wihlen dy = g9 = Vf(z9) und iterieren dann fiir
k=0,1,2,..., bis z.B. das Abbruchkriterium ||gx|| < tol - ||go|| erfiillt ist:

Wir wahlen das Minimum von f in Suchrichtung —dg, d.h. wir finden ein « fir
T+l = X — apdp mit f(zgeq) = ming f(zr — ady), was ein eindimensionales Mini-
mierungsproblem ist, das wir z.B. auch nur ndherungsweise berechnen koénnen, etwa
durch das Kriterium:
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(Vf(zr + - di),di)| < oV f(xk),dr)|

fiir ein o € R.
Wir setzen dann gjy1 := Vf(2pi1).

Dann betrachten wir die neue Suchrichtung dix+1 = gx+1 + Brdk.

3.50 Bemerkung
Fiir den Koeffizienten der neuen Suchrichtung gibt es in der Literatur zwei verschiedene

Ansétze fir §;:

L B = % (Fletcher-Reeves)

2. B = W (Polak-Ribiere)

Im quadratischen Fall sind beide Ansétze gleich, da gx11Lgs ist.

Im nicht quadratischen Fall ist die Bedingung von Polak-Ribiere besser, denn:

Falls der Algorithmus ,steckenbleibt“, d.h. ;11 ~ zp und gx11 =~ gx, dann ist bei Polak-
Riebiere 8 =~ 0, d.h. es gibt eine neue Suchrichtung und das Verfahren beginnt von neuem
mit dry1 = grr1- Dagegen wire bei Fletcher-Reeves B ~ 1 und der Abstieg ist nicht
garantiert.
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3.51 Algorithmus (Vorkonditioniertes cg-Verfahren)
Wir kénnen das vorkonditionierte cg-Verfahren als eine Beschleunigung des
vereinfachten Newton-Verfahrens auffassen. Es ist

Vf(z) =0, Tra1 = Tk + o - Axyg,

mit Axy = —VQf(:Eo)_l Vf(l‘k)

—

=9(zx)
Hierbei benutzen wir die Hesse-Matrix H(xg) &~ LoL{ als evtl. unvollstindige Cholesky-
Zerlegung.
Dann ist H(z9)™' ~ B:= Ly Ly' ~ COT.
Dabei ist B wieder ein Vorkonditionierer.
Dann gilt g(z) =0 <= §(z) = CT -g(CQ:_:);) = 0. Weiter ist H = CTHC.
=T

Wir kénnen hier nun analog wie im Kapitel 6 weitermachen und erhalten als Suchrich-
tung:

A1 = Bgiy1 + Br - di.
mit

(Gk+1 — 9k, Bgr+1)
(gk, Bgk)

Br =

3.52 Bemerkung
Wir kénnten auch zeigen, dal das cg-Verfahren fiir beliebig strikt konvexe Funktionen kon-
vergiert, d.h. die Hesse-Matrix ist in jedem Punkt positiv definit.

Fiir nicht konvexe Funktionen ist allerdings die Konvergenz nicht garantiert.

Wir werden im kommenden Kapitel sehen, wie wir ein Verfahren konstruieren, falls A nicht
symmetrisch und positiv definit ist.



4 lterative Verfahren fiir grofBBe lineare
Gleichungssysteme

4.1 Motivation

Wir méchten im Folgenden das LGS Az = b mit A € R™*" invertierbar betrachten. Ublicher-
weise ist n sehr grof, A aber schwach besetzt. Hierzu méchten wir ein Verfahren konstruieren,
welches mit O(n) Operationen auskommt. Aus Numerik I kennen wir direkte Verfahren hier-
fiir, etwa die LR-Zerlegung. Dabei haben wir allerdings das Problem eines sog. ,fill-ins*, d.h.
Nullelemente werden aufgefiillt und dadurch wird der Aufwand mit O(n3) grof.

Fin Verfahren, welches einen besseren Rechenaufwand hat, ist ein iteratives indirektes Ver-
fahren. Aus dem vorherigen Abschnitt wissen wir, daf} es fiir ein symmetrisches und positiv
definites A ein solches Verfahren gibt auf dem Krylovraum.

Obwohl unser A nun nicht mehr symmetrisch und positiv definit ist, suchen wir trotzdem
ein iteratives Verfahren auf einem Krylovraum mit der Approximation

zp, € Ki(A,b) == (b, Ab, ..., A¥"1p)

denn um diesen Raum zu konstruieren benétigen wir nur Multiplikationen mit A, was sich
leicht berechnen 148t, wenn A diinn besetzt ist.

4.2 Bemerkung (Problem bei der Basiswahl)
Falls V, = (v1,...,v) € R™* die Basis von K}, ist, dann 1ift sich ein Element zj € Ky
schreiben:

k
Tk =Y Ykivi = Vilk
=1

Hierbei gibt es jedoch Probleme:

1. Wie wéhlen wir die Basis? Es ist keine gute Idee einfach A¥b zu nehmen, denn beim
Potenzverfahren dominieren grofie Eigenwerte die Matrix und wir erhalten damit keine
handhabbare Basis, da die Vektoren fast linear abhéngig werden.

2. Wir wissen nicht, wie wir die Koeflizienten wéhlen sollen.

Wir werden im Folgenden zwei Verfahren sehen, die auf dem Gram-Schmidt-Verfahren auf-
bauen, das Arnoldi- und das Lanczos-Verfahren, die nicht die Krylov-Iterationen berechnen.
AuBlerdem werden wir sehen, wie wir den Koeffizientenvektor y; geschickt wéahlen.
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4.1 Arnoldi-Verfahren

4.3 Idee
Wir konstruieren uns eine ONB von Kj(A,b) iiber eine Modifikation des Gram-Schmidt-
Verfahrens.

Wir betrachten deswegen eine Modifikation, da das urspriingliche Gram-Schmidt-Verfahren
numerisch nicht stabil ist und durch Rundungsfehler Vektoren konstruiert werden, die nicht
orthogonal sind. Wir berechnen nun rekursiv:

Sei v1 eine ONB von K;. Dann setzen wir v := % ~b mit S = [|b]|2.

Fiir eine ONB vy, ..., v, von Kj, (beziiglich ||.||2). Dann wéhlen wir fiir g q:
k
D1 = Avg — Y hjgv; € K
j=1

mit den Koeffizienten hj;, so, dafl ¥11 orthogonal auf den anderen steht. Wir setzen

S Ug+1
k+1 -— 7= 1
[Or411l2
Wir méchten nun hjj, bestimmen. Fiir 7 = 1,..., k muf} gelten:

———

k
0 = (vi, Bpp1) = (v, Avg) — Y hj (vi, v5) = (vi, Avg) — R,
7=1
=5i;

Also ist hj, = (v, Avg).

4.4 Algorithmus (Arnoldi, 1951)
Wir bestimmen:  := ||b]| und v; := %b.
Fir k£ > 1 berechnen wir 1)12;-21 = Av, und nacheinander fiir j = 1,... k:
(4 (i1 (i

By = (03, 0 ) B = B — hiw;

und anschliefend:
P HU o H V1 1= L gk
; k+1 hiin

4.5 Bemerkung (Abbruchverhalten)
Das Arnoldi-Verfahren bricht ab, falls hjy1 = 0. Dann ist namlich

AV, =V, H, — ]Ck:—i—l =Ky
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4.6 Bemerkung (Vereinfachungen in Matrixschreibweise)
Wir setzen Hy, = (hij)ﬁjzl und sehen h;; = 0 fiir ¢ > j+1, d.h. dies ist eine Hessenbergmatrix.
Dann ist Hj, = (hl])l(lzillk) eine Hessenbergmatrix mit einer zusatzlichen Zeile. Mit dieser
Notation und dem Algorithmus schreiben wir nun fiir jedes k (mit Vi := (v1,...,vg)):

k
Av = g1 kVi1 + Y hjrvj,  alsor AV = Vi  Hy = VieHg + hyi1 jks1€f,
j=1
Die Orthogonalitiit (v;,v;) = vl v; = §;; wird dann zu: V;I'Vj; = I. Damit erhalten wir:

ViIAV, = VIV Hy, = (Ik 0) Hy, = Hy, also: Hy = V;l AV},

4.7 Bemerkung (Spezialfall einer symmetrischen Matrix)
Falls A symmetrisch ist, vereinfachen sich einige Rekursionen erheblich. Dann ist Hj sym-
metrisch, also tridiagonal. Damit erhalten wir folgende Drei-Term-Rekursion:

Pi1 k41 = Vg1 = Avp — PV — Ri—1 kVk—1

d.h. wir haben O(k) Operationen zur Berechnung von vy, ..., vg.
Im allgemeinen (nicht symmetrischen) Fall sind es O(k?) Operationen.

Kapitel 4

4.8 Hilfssatz
Ist hiy1x =0 und hjyq # 0 fiur j < k — 1. Dann gilt:

1. Jeder Eigenwert von Hj ist ein Eigenwert von A. Dies gilt sogar, falls A nicht
invertierbar ist.

2. Jy € R¥ so, daB Az = b gilt mit z = Viys.

BEWEIS
1. Sei A ein Eigenwert von Hy zum EV y # 0. Dann ist Hyy = \y <= Vi Hpy = Ay,
aber VyH, = AV} wegen hpi1 = 0. Also ist A(Vyy) = A(Viy). Dann ist A ein
Eigenwert von A mit dem Eigenvektor Vy.

2. Da A invertierbar ist, ist 0 kein Eigenwert von A, also ist auch 0 kein Eigenwert von
Hj, d.h. Hy ist ebenfalls invertierbar. Wir mochten, dafl b = AVyyr = Vi Hpyr. Aber
wir haben b = fv; = Vi fey.

Da V; invertierbar ist, impliziert also die Losung von Hpyr = fey, daBB AViyr = By
gilt. Hryr = Be; ist aber losbar, denn Hy, ist invertierbar. O
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4.2 FOM und GMRES: Garlekin und Minimierung des Residuums

Wir méchten nun den Koeffizientenvektor y; bestimmen. Dazu gibt es zwei Ansétze:

4.9 Idee (Galerkin-Ansatz)
Wir verlangen, dafl das Residuum Axj, — b orthogonal auf dem Krylovraum stehen soll, d.h.:

(Azp, —b,v) =0 Yo e Ky

Falls A symmetrisch, positiv definit ist, erhielten wir dafiir das cg-Verfahren. Wir ignorieren
die Definitheit von A und rechnun nun analog weiter.

Es geniigt nun, daf dies orthogonal auf allen Basisvektoren ist, d.h. V;I' (Az), —b) = 0. Dann
folgt aus xx = Viyi, dal Axy = AViye ist und dafl b = vy = Ve ist. Daraus ergibt sich
dann, wenn wir VkTVk = [ und VkTvk_H = 0 benutzen:

Vil (Azy, — b) = Vil Azy, — ViT'b = Vi Vi Hyyy — BV Vieer = Hyyy, — Bea

Wir fordern, dafl dies Null ist, d.h. wir erhalten die Gleichung Hy; = ([e; und dies ist
eindeutig l6sbar, falls Hy invertierbar ist.

4.10 Bemerkung
Beim cg-Verfahren war A symmetrisch, positiv definit, also auch H.

4.11 Algorithmus (FOM)
Wir 16sen iterativ xp = Vpyr mit Hpyr = Be;.

4.12 Historische Notiz (FOM)
FOM steht fiir ,full orthogonalisation method* und wurde von Saad, 1981 vorgestellt.

4.13 Idee (Minimierung des Residuums)
Wir minimieren nun das Residuum, d.h. wir suchen zj, € K;(A,b) mit || Az — b2 = min.
Weil Vi1 orthogonal ist und Normen invariant unter orthogonalen Matrizen ist, gilt:

Az — bll2 = | AViyk — Buillz = [|Virr (Hyyr — Ber) |2 = | Hryr — Bexllz

Wir erhalten hier also ein lineares Ausgleichsproblem: Finde y;, € R* mit | Hyy, — Bei|s =
min fiir y;, € RF.

Ist hit1, #0 fir ¢ =1,...,k, dann ist das Ausgleichsproblem eindeutig lésbar.
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4.14 Algorithmus (GMRES)
Wir berechnen zy := Viyp mit ||Hiyr — feqlle = min.

4.15 Historische Notiz

GMRES steht fiir ,,generalized minimum residual method“ und wurde von Saad und Schultz
1986 entwickelt.

4.16 Proposition (Eigenschaften von FOM und GMRES)

1. Ist k der erste Index mit hyyq 1 = 0 (dann gilt AVj, = Vj,Hy), dann liefern sowohl FOM
als auch GMRES im k-ten Schritt die exakte Losung von Az = b.

2. Fir das GMRES-Residuum gilt:
Az, —bll2 = min_ [pr(A)b]2
degprp=Fk
pr(0)=1

3. Sei A =TAT ! mit A = diag(});). Dann gilt:

<
Axp —b|| = d(T i 5|6 ]
Az bl = cond(T) min _max. I3]0 3
pr(0)=1 %
4. Genau dann wenn Hj, nicht invertierbar ist (d.h. 2™ existiert), stagniert zf > = X
£ GMRES
BEWEIS

1. Fiir FOM folgt dies aus dem Beweis des Hilfssatzes des vorigen Kapitels. Fiir GMRES
rechnen wir:

[ AZFRES —blly < [| Az — b2 =0
2. Esist z; = qx—1(A)b mit deg g1 = k — 1 und wir rechnen:
b— Az = (I — Agk — 1(A))b = pr(A)b mit pp(A) =1 — Agx—1(N)
Aus der Minimierungs-Forderung des Residuums folgt dann die Aussage.

3. Mit dem zweiten Teil gilt:

14z = b = min |ip(A)b]

k(0)=1
— win [Tp(A)T 0]
< min I (AT ]
< cond(7) deg;;igl:k ]gaXn [ (M) 11]0]]
pr(0)=1

4. ohne Beweis.
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4.17 Bemerkung (Implementieruzlg von GMRES)
Wir machen eine QR~Zerlegung von Hy, d.h. es gibt ein @y mit:

Hy, = Qy (fék>

und damit gilt:

5 R
| Hiyi — Beill2 = H( %yk> ~BQfer

4.18 Bemerkung (Rechenaufwand beim GMRES-Verfahren)
Wir méchten nun den Rechenaufwand fiir den nichtsymmetrischen Fall, A # AT betrachten.

1. Wir miissen vg41 mit dem Arnoldi-Verfahren berechnen und haben k£ Multiplikationen
von A mit einem Vektor. Hierfiir brachen wir O(k?n) Operationen.

2. Die Berechnung von y;, benédtigt O(k?) Operationen.
3. Die Berechnung von xp = Viy, bendtigt kn Operationen.

Ein groles Problem stellt die Speicherung dar: Wir benétigen (k + 1)n Speicherungen, d.h.
das GMRES-Verfahren ist nur durchzufithren, wenn k nicht allzu grof} ist, sofern n grof ist.

Diesen Umstand kénnen wir z.B. dadurch 16sen, nur eine feste Anzahl von Iterationen durch-
zufihren und dann das Verfahren neu zu starten. Der Nachteil dieser Methode ist eine
schlechtere Konvergenz.

4.19 Bemerkung (Abbruchkriterium)
Als typische Abbruchbedingung verlangen wir, dafl ||Azy — b|| < tol ist.

Dies ist eine sehr aufwendige Rechnung. Wir wissen aber, daB ||Azy — b|| = || Hyyx — Bei|
ist, was sich leichter berechnen laft.

Wir brechen also unser Verfahren ab, wenn gilt:

||f~Ikyk: — Pe1]] < tol

4.3 Lanczos-Verfahren

4.20 Motivation
Die Schwierigkeit beim Arnoldi-Verfahren ist, dafl wir fiir v;41 die Vektoren vy, ..., vg, was
zu einem groflen Rechen- und vor allem Speicheraufwand fiihrt.

Unser Ziel ist es, eine Basis von K (A, b) mit einer kurzen Rekursion zu erhalten (nicht nur
fiir symmetrische A).

4.21 Idee (Laczos)
1. Wir verzichten auf die ONB
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2. Wir berechnen zwei Basen vy, ..., v, von K(A,b) und wy, ..., w; von Ki(AT,b).
3. Wir verlangen Bi-Orthogonalitét, d.h.
(wi,vj) =0 Vi#j

4.22 Konstruktion (Herleitung des Algorithmus)
Wir machen folgenden Ansatz:

k

k

2 : T } :
V41 = Avk — hjkvj, Wi41 = A Wg — Ejkwj
j=1 7=1

Wegen der Bi-Orthogonalitidt fordern wir nun fir i = 1,... k:

0 = (w;, Vpg1) = (Wi, Avg) — (Wi, vi) hi g, 0 = (Wit1,vi) = (ATwg, v;) — (wi, vi) g

Wir berechnen nun mit Hilfe der Basisdarstellung:

i
(w;, Avg) = (ATwi,vk> = <wi+1 + ijiwj,vk> =0 firt+1<k
j=1
Falls aulerdem (wj, v;) # 0, dann folgt daraus, dafl h;, = 0 ist fir ¢ + 1 < k.
Analog erhalten wir ¢;; = 0 fiir ¢ + 1 < k. Wir berechnen nun:

(wi, Avg)  (ATwy, vy)

h = = frnd g
T (w, vg) (wg, vg) w

Weiter berechnen wir mit Hilfe der Rekursion:

h g = (wi—1, Avg) _ (ATwp—r,08) _ (wp+ 3. ) (wp, vk
o (Wg—1,V6—1)  (Wp—1, Vk—1)

=lp_1k
(We—1,Vk—1)  (Wk—1,Vk—1) !

4.23 Algorithmus (Lanczos, 1952)
1. Wir wéahlen b, ¢ # 0 und wir setzen vy := b, wy := ¢ und vy := wq := 0.
2. Fir k=1,2,3... (solange (w,vr) # 0) setzen wir:

(wy,, Avy) By = (w, i)
’ k -—
(wr, vg,) (Wr—1,vk—1)

wobei §; nur fiir k > 2 existiert. Schliellich setzen wir:

o =

I AT
Vg1 = Avg — v — Brug—1, Wiy1 = A" wy, — qpwy, — Brwg—1

4.24 Bemerkung

Fiir A = AT stimmen Arnoldi- und Lanczos-Verfahren iiberein.

Kapitel 4
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4.25 Notation (Vereinfachung in Matrix-Schreibweise)

Wir bezeichnen mit Vi, := (vy,...,v;) und Wy := (wy,...,wy) die Basis-Matrizen und
o 52 0 e 0
1 ay B3
T.=10 - - 0
e B
0 0 1 o

und wir setzen:

mo_ Tk, (k+1)xk
T’“"(o 0 1>€R

4.26 Bemerkung (Lanczos-Verfahren in Matrix-Schreibweise)
Wir erhalten in der obigen Schreibweise:

AVj, = Vi1 T, ATWy, = Wi Ty

Insbesondere ist K(A,b) = Span{vi,...,vx} und K(AT,¢) = Span{ws,...,w;} und wir
erhalten mit der Biorthogonalitét:

WV, = diag(wl vy, ..., whv) = Dy
Es gilt dann W,? AVy = DTk und damit Ty, = D) IW]? AV}, denn es gilt:

WELAV, = WV Ty = (Dk 0) Ty, = (Dk. o) Cf) = DT}

4.27 Bemerkung
1. In der Praxis werden oft v; und w; normiert.

2. Wir wihlen als Abbruchbedingung (wg1,vg+1) = 0.
Dies konnen wir in zwei verschiedene Abbrucharten unterteilen:

a) Einen reguldren Abbruch haben wir, falls vgy; = 0 ist, dann ist ndmlich AV} =
VieTy und Kpiq(A,b) = Kr(A,b). Wegen der Symmetrie von v und w ergibt sich
analog bei w41 = 0, daB ATW), = W, T}, und K 1(AT, c) = Kp (AT, ¢)

b) Einen ernsthaften Abbruch haben wir, falls vgy1 # 0 und w11 # 0, aber es konnte
sein, dal (vgi1,wr41) ~ 0, da wir beim Rechnen Rundungsfehler haben bzw. es
zu einer numerischen Instabilitdt beim Invertieren aufgrund schlechter Kondition
kommt.
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4.28 Bemerkung (look-ahead Lanczos)

Wir méchten, dafl ein ernsthafter Abbruch méglichst nicht vorkommt.

Dazu modifizieren wir das Lanczos-Verfahren, indem wir die Biorthogonalitdt zur Blockor-
thogonalitat abschwéchen, d.h. wir haben:

Bi 0 0
wive— | 0 P

' 0

0 0 By

mit B; irgendein quadratischer Matrix-Block und ||B; || nicht zu groB.

Wir erhalten damit einen stabilen Algorithmus mit einer kurzen Rekursion.

4.4 BiCG und QMR

4.29 Motivation
Wir haben noch immer das LGS Az = b und suchen eine Approximation x; = Vjiy; mit

Vi, = (v1 .. vk) eine Lanczos-Basis. Wir haben dafiir verschiedene Ansétze:
4.30 Bemerkung (Galerkin-Ansatz)
Wir fordern, daB (w, Az — b) = 0 Yw € Ki(AT,c) gilt. Wir testen dies fiir w = w;.
Dann ist W' (Ax, — b) = 0. Ahnlich wie beim Arnoldi-Verfahren erhalten wir dann fiir
b= pv; = ViPey:

Wi Azy, — Wl ViBer =0

Wegen z, = Viyi gilt damit: W,CTAkak — Wngﬁel = 0. Aber weil I/VkTAV;§ = DT} und
W,? Vi, = Dy, ist, erhalten wir damit:

Dy Tyyx = DiSBer
Falls Dy, invertierbar ist, ergibt sich das folgende LGS mit der tridiagonalen Matrix Ty :

Tryr = Per

4.31 Algorithmus (bikonjugiertes Gradientenverfahren (BiCG))
Wir 16sen z = Vipyr und mit Tpyr = SBe.

Kapitel 4
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4.32 Bemerkung (Rechenaufwand)
Wir 16sen das LGS tiber eine LR-Zerlegung Ty = Ly - Ry, d.h.

01
zr = Viyr = Vi Ry VL Ber mit g = [ ... | = (%—1)
N—— —

Ok
=Py =k Ok
Dann ist Lpqr = Bei, also g = —f r—10k—1, womit wir dies in einer kurzen Rekursion
berechnen kénnen.
Mit der Definition von Py, gilt PyRi = Vi = (1)1 .. vk).
Dann ist P := (pl . pk) und aus Vi = PRy erhalten wir:
U1 = P1T11, Vg = P1712 + P2r22, cee Vg = Pk—1Tk—1,k + DkTkk

Dies sind kurze Rekursionen fiir pr und damit gilt fiir xg:

T = Prqr = Po_1qu—1 + DrOk = Th—1 + PLOK

Damit haben wir also auch fiir x; kurze Rekurssionen und wir kénnen dann iterativ aus
(xknpka Qk) die GI‘(SBQH (l‘k-i-lvpk-‘rla Qk+1)'

4.33 Historische Notiz
Das BiCG-Verfahren wurde 1952 von Lanczos und 1976 von Fletcher vorgeschlagen.

4.34 Konstruktion (Minimierungsansatz)
Wir betrachten nun einen weiteren Ansatz zur Losung des Problems und verlangen:

B=oll, vl =lwill=1 Vj
und dann ergibt sich:
|Azy — b|| = [|[AViyr — Bu1|| = HVk—i-lfkyk — Vi Ber]] < ||[Visall - ”Tkyk — Bei||

Falls ||v;|| = 1Vj, dann ist ||Viy1| < VE+ 1.

Die ist Idee ist es nun, nur die Norm des Koeffizientenvektors ||Tjyr — Be1]|| zu minimieren.

4.35 Algorithmus (Quasi-Minimierung des Residuums (QMR))
Wir berechnen z; = Viyg mit ||Txyr — Sei|| = min.
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4.36 Bemerkung (Rechenaufwand)
Die Implementierung QMR-Verfahrens lduft dhnlich wie beim GMRES-Verfahren ab und
benutzt Ideen aus dem BiCG-Verfahren.

Es ist T}, = Qs (%k> und

01
szel):(gj;) it g | :<q,;:>

Ok

Weil die Losung des linearen Ausgleichsproblem dquivalent zu Rpyr = ¢ ist und zp =
Viyk = VkRglqk gilt mit Vlezl =P, = (pl .. pk), erhalten wir nun:

Ty = Pr_1qr—1 +prok
———

=Tp—1

Damit erhalten wir bei bei BiCG kurze Rekursionen, um aus (xg, Py, or) dann die Gréfien
(11, Prey1, 0k11) zu berechnen.

4.37 Historische Notiz
Das QMR-Verfahren wurde 1991 von Freud und Nachtigal vorgeschlagen.

Kapitel 4

4.38 Bemerkung
Das QMR-Verfahren verlauft in der Konvergenz deutlich glatter als das BiCG-Verfahren, ist
jedoch nicht unbedingt monoton fallend (wie etwa beim GMRES-Verfahren).

4.39 Zusammenfassung
Wir hatten verschiedene Verfahren:

‘ Galerkin Minimierung des Residuums
Arnoldi FOM GMRES
Lanczos BiCG QMR

Wir vergleichen nochmals das Arnoldi- und Laczos-Verfahren:

Arnoldi ‘ Lanczos
ONB Biorthogonal-Basen
stabil unter Umstdnden Stablisierung mit look-ahead nétig
lange Rekursion kurze Rekursion

Wir kénnen auch Galerkin und Minimierung vergleichen:

Galerkin ‘ Minimierung des Residuums

LGS Lineares Ausgleichsproblem
Residuumsnormen héngen glatter von der Iterationszahl ab
(bei GMRES: monoton fallend)
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In der Praxis ist die Vorkonditionierung sehr wichtig. Dies fallt jedoch unter das Motto ,,more
art than science“.

Wir 16sen also statt Ax = b dann M AMsu = Mib mit x = Mou, z.B. kdnnte man eine
unvollstdndige LR-Zerlegung machen.



5 Lineare Optimierung

5.1 Beispiele (aus der Wirtschaft)

5.1 Beispiel (Produktionsorganisation)

Fine Fabrik stellt zwei Produkte p; und ps aus drei Rohstoffen ¢, g2, g3 her. Die Erzeugung
einer Einheit von p; benétigt 1 Einheit von g1, 2 Einheiten von g2 und 4 Einheiten von gs.
Fiir die Erzeugung von ps werden 6 Einheiten g; benotigt, 2 Einheiten g2 und 1 Einheit ¢3.

Uns stehen 30 Einheiten von g1, 15 Einheiten von ¢o und 24 Einheiten von ¢3 zur Verfiigung.
Wir haben einen Verkaufsgewinn von p; zwei Euro pro Einheit und ps ein Euro pro Einheit.

Wir moéchten die optimale Produktionszahlen von p; und py finden, d.h. wir suchen nun
x = (x1,x2) so, dal 2x1 4+ 1z = max. Dabei sind die Nebenbedingungen 1 > 0 und 2 > 0
zu beachten. Durch die begrenzten Rohstoffe erhalten wir weitere Nebenbedingungen:

1z + 629 < 30, 2x1 + 229 < 15, 41+ 1xg < 24

Wir konnen dies grafisch 16sen, indem wir die Nebenbedingungen in ein Schaubild zeichnen
und den zulissigen Bereich als Polygon erkennen. Wir suchen dann Aquipotentiallinien,
indem wir betrachten, wo 2z; = const, z.B. 2 - ;1 = 0. Dies verschieben wir dann solange
parallel nach oben (dabei steigt die Konstante natiirlich an), bis wir gerade noch einen Punkt
im zuléssigen Bereich finden.

Die Losung tritt also an einer Ecke auf, d.h. wir konnen alle Ecken ausprobieren und erhalten
dann durch Vergleich von endlich vielen Werten die Losung. Hier ist die Losung eindeutig,
und zwar (x1,z2) = <%, 2). Als Gewinn erhalten wir: 2- 11 + 1.2 =13,

5.2 Bemerkung
1. Fiir 2x1 + 229 = max ware dies z.B nicht eindeutig, sondern wiirde entlang einer Kante
iiberall den gleichen maximalen Gewinn bringen.

2. Die Losung x1 = 1—21 setzt die Teilbarkeit des Produktes p; voraus, andernfalls konnten
wir verlangen, daf} (x1,x2) € Z X Z liegt, was zur ganzzahligen Optimierung fiithrt, die
viel komplizierter ist und hier nicht behandelt wird.

5.3 Beispiel (Konsumentenproblem)
Wir haben vier Nahrungsmittel und charakterisieren diese iiber die folgende Tabelle:

87
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A B C D

Nahrwert | 2 1 0 1
Vitamine | 3 4 3 5
Preis| 2 2 1 8

Wir mochten nun zu einem minimalen Preis 12 Nahrwert-Einheiten und 7 Vitamin-Einheiten
kaufen miissen. Wir suchen = = (x1, 2, 3, £4) mit z; > 0 mit den Nebenbedingungen:

2x1 + lxo 4+ Oxz + 1oy > 12, 3x1 +4xo 4+ 3x3 + 514 > 7
und dem Minimierungsproblem:
2x1 4+ 2x9 + 1z + 8r4 = min

5.4 Beispiel (Erweiterung auf das Konkurrentenproblem)
Ein Konkurrent bringt zwei neue Lebensmittel auf den Markt und hat die folgenden Produkte
im Sortiment:

I 1II

Néahrwert | 1 0
Vitamine | 0 1
Preis | y1  y2

Wir méchten nun die Preise y; und yo bestimmen so, dafl der Gesamtverkaufspreis maximal,
d.h. wir haben das Problem 12y; 4+ 7y» = max, da die Konsumenten nur das Noétige kaufen.
Wir miissen also dieselbe Menge an Néhrwert und Vitaminen finden, dies aber billiger tun
als die anderen Produkte, d.h. wir haben unter y1,y2 > 0 die Nebenbedingungen

2y1 + 3y2 < 2, Ly +4y2 < 2, Oy1 + 3y2 < 1, 1y +5y2 <8
5.5 Bemerkung

Die beiden Probleme sind zueinander duale Probleme im folgenden Sinne:

e Das eine Konsumentenproblem lafit sich schreiben als: ¢z = min mit = € ]Rfl|r und
einer Matrix A so, dafl Ax > b.

e Beim Konsumentenproblem haben wir b7y = max mit y € Ri und ATy < c.
wobei wir in beiden Féllen die Ungleichungen als komponentenweise Ungleichung auffassen.
5.6 Beispiel (Transportproblem)

Wir haben m Produzenten und n Markte. Die Transportkosten fiir eine Einheit von ¢ nach
J ist durch Cj; erfasst. Das Angebot ist aq,. .., a,, und die Nachfrage ist by, ..., b,.

Das Problem ist, was der kostengiinstigste Transportplan ist, um die Produkte an die Méarkte
zu versenden. Unsere Unbekannten ist die Liefermenge von ¢ nach j, genannt x;; > 0. Dabei
berechnen sich die Gesamtkosten wie folgt:

m n

z = Z Z Cija:ij

i=1j=1
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Wir setzen voraus, dafl das Gesamtangebot die Gesamtnachfrage ist, also ) S a; = > b;. Damit
ergibt sich:

e Der Gesamtversand des Produzenten 7 ist Z?:l Tij = aj.
e Die Gesamtaufnahme des Marktes j ist > 1" z;; = b;.
Wir haben also m - n Unbekannte x;; > 0 unter m + n Nebenbedingungen, wovon aber nur

m + n — 1 unabhéngig sind.

5.7 Beispiel (Duales Problem zum Transportproblem)

Fin Paketservice bietet alternativ einen kostenfreien Transport auf allen Strecken, verlangt
aber eine Gebiihr w; bei der Aufgabe einer Einheit in ¢ und v; beim Abholen einer Einheit
in j.

Die Einnahmen dieses Service sind:

n

m
7 = Z u;a; + Z ’Ujbj
=1 j

1

2" soll optimiert werden, allerdings muf} als Nebenbedingung gelten, daf3 dies noch immer
billiger ist als die traditionelle Post, d.h.

u; +v5 < Cij Vi, ]

Fiir die Optima gilt immer, daf§ 2’ < z ist, denn:
m n
Z/ = Z U; a5 + Z ’Ujbj

i=1 j=1

= Zuzzﬂfzg +Zvj2$ij
i j j i

= (i +vj)zy;
i?j

S Z Cijl'ij =z

1,
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Wir berechnen nun, wann Gleichheit gilt:
Y =2 = (uH—vj _Cij)xij =0Vi,j <— Ui + U ZCZ‘j oder Tij =0 Vi j
Wenn dies gilt, ist bereits 2z’ maximal und z minimal ist

5.8 Bemerkung
Es gilt auch die Umkehrung der letzten Aussage, d.h. wenn 2z’ maximal und z minimal ist,
dann gilt bereits z = 2/, was wir im Kapitel tiber die Dualitit sehen werden.
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5.2 Lineare Programme (Optimierungsaufgaben)

5.9 Definition (Mathematische Problemstellung)
Wir haben A € R™*" b € R™ und ¢ € R™ gegeben. Dies schreiben wir in ein Tableau:

Alb
c

Dies fiihrt uns zu verschiedenen Problemstellungen:
1. Wir suchen x € R” mit:
Az < b, ¢’z = min
2. Wir suchen x € R"™ mit:
Ax < b, x>0, ¢’z = min
3. Wir suchen x € R™ mit:
Az = b, x>0, ¢z = min

wobei wir in jedem Fall die Ungleichungen komponentenweise auffassen. Die Funktion ¢’z
wird auch Ziel- bzw. Kostefunktion genannt.

5.10 Proposition (Umformulierung der Standardformen)
Alle drei Probleme lassen sich dquivalent ineinander umformulieren.

BEWEIS
(1) = (2): Wir setzen = := x4y —z_ mit o4, z_ > 0.
Dann ist

(1) <= A(xy —2_)<b, 24,2->0, c'(r4 —2_)=min
o L4 L4 T TN [T+
— (A4, —A) <$_> <b, <$_> >0, (¢',=c") <$_> = min

(2) = (3): Wir fiihren sogenannte Schlupfvariablen (slack variables) ein:
Sei z € R™ mit z > 0. Damit erhalten wir:

(2) <= Az +2z=0b, >0, 2>0, c'z=min

= (A4, (j) — b, <j) >0, (c7,0) (j) — min

(3) = (1): Es ist:
(3) <= Az <b, Ax>b, x>0
— Az <b, —-Ax<-b, —-x<0
A b

— |-Alz<|-b
—I 0
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5.11 Bemerkung
Wir beachten, da8 die Uberginge jeweils zu Dimensionserhéhungen fiihren.

5.12 Bemerkung

Wir werden in Zukunft immer nur den dritten Typ betrachten. Der zuléssige Bereich der
Losung ist {x € R™, Az = b,x > 0}. Dabei ist n die Dimension der Lésung und m die Anzahl
der Gleichungsnebenbedingungen.

Es ist auflerdem sinnvoll anzunehmen, dafl n > m ist.

5.13 Beispiel
1. n = 2,m = 1. Dann ist der zuléssige Bereich der Teil einer Geraden, der im ersten
Qudranten eines Koordinatensystems verlduft. Dieser kann beschrankt, unbeschrankt
oder gar leer sein.

2. n = 3,m = 1. Dann ist der zuléssige Bereich eine Ebene, die die Seitenfliche eines
Polyeders (auch Simplex genannt) ist. Der zuldssige Bereich kann allerdings auch un-
beschriankt oder leer sein.

3. n = 3,m = 2. Dies ist der Schnitt zweier Ebenen, der im Allgemeinen eine Gerade ist.

Wir beachten, da8 die Ecken (bzw. Endpunkte) in unseren Beispielen héchstens m von
Null verschiedene Komponenten haben. Dies motiviert die allgemeine Definition, was wir in
hoheren Dimensionen als Ecke verstehen.

5.14 Definition (Ecke)
x € R™ heifit eine Ecke, wenn die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

1. x ist zuldssig, d.h. Az =bund z > 0.

2. x hat hochstens m verschiedene von Null verschiedene Komponenten.

Kapitel 5

5.3 Simplex-Verfahren

5.15 Idee
Wir starten auf einer Ecke und suchen uns eine Nachbar-Fcke mit einer kleineren Zielfunk-
tion. Dann beginnen wir von vorn, solange bis wir in einem Minimum stecken.

5.16 Historische Notiz
Der Algorithmus geht auf Dantzig, 1946, zuriick.

5.17 Konstruktion (Herleitung der Vorgehensweise)
Sei = eine Ecke, also Ax = b und 2 > 0 und mindestens n — m Nullkomponenten, d.h. nach

rp

einer Koordinatentransformation konnen wir schreiben x = < 0

), wobei 0 < xp € R™ ist.

Durch Aufspaltung von A erhalten wir:

b= Az = (B N) . <$63> = Bxp mit B € R™"™ invertierbar
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Die Kostenfunktion in der Ecke ist ¢!z = (cg c%) . x(f; = cgmg mit cg € R™.

Wir suchen nun eine andere Ecke mit geringeren Kosten. Wir betrachten anstelle des oben
/

defineirten x nun die Kosten an einer Stelle 2’ = <§,B> . Wegen Az’ = b <= Balz+Nzly =

N
b < a3 = B~'b— B~'Nz/y und B~'b = zp gilt dann:

o g\ $B—B_1N$§v
\ay) Ty

Die Differenz der Kostenfunktion sind dann:

o — e =cE(aly —ap) + chaly = —cEB N2y + chaly = (¢h — cEB7IN) 2/
::T‘TER"_"L
n—m
/
TNk
k=1 ——
>0

Falls > 0 ist, dann nehmen die Kosten bei keiner Wahl von z/y, > 0 ab, d.h. die Ecke z war
bereits optimal.

Falls umgekehrt die k-te Komponenten r; < 0 ist, dann nehmen die Kosten ab, wenn die
k-te Komponente von zy, zunimmt. Wir wéhlen z/y in Richtung der Komponenten mit der
stédrksten Abnahme. Wenn also r; = min;{r; < 0} und :U?W = ¢ > 0. Dann ist die Steigung
ay = €+ e; zu withlen, d.h. e’ — Tz =r; - £ <0.

Wir wéhlen dabei £ moéglichst grofi, denn je grofler £ ist, desto starker ist die Kostenreduktion.
Dabei sind aber noch die Nebenbedingungen Az’ = b, 2’ > 0 zu erfiillen. Es gilt:

0< xjg =z — B_1N1B§V =1z — B 'Ne¢; £
———
=weR™
Wir betrachten nun hierzu zwei Félle:

v < 0: Dann ist 2’y > 0 fiir jede Wahl von £ > 0 erfiillt. Wir lassen dann { — oo, damit ist
die Kostenfunktion unbeschrénkt, also gibt es keine Losung und wir sind fertig.

v > 0: Dann wihlen wir

. TB.k /
= min : = ap=xp—vE>0
¢ k:vk>0{ Uk } B ¢

und (mindestens) eine Komponente von 5 ist Null. Dann gilt:

T
/ / / / /
o = (a:l,...,xj_l,o,:cj+1,...,J:m,O,...,O,f,O,...,(])

Wir haben also eine neue Ecke gefunden mit geringeren Kosten, tauschen dann die
Nullzeile an der Stelle j mit & aus und beginnen von vorn.
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5.18 Algorithmus (Simplex-Schritt)
Sei z = (zp,0)" mit zg € R™, A = (B N) und ¢!’ = (cg C%) Dann rechnen wir:
1. Wir setzen r1 = ck — cEB7IN
2. Falls r > 0, dann ist  bereits optimal. Sonst bestimmen wir r; := ming{ry < 0}.
3. Wir setzen v := B~1 - N - ¢;, wobei N - e; die i-te Spalte von N ist.
4. Falls v <0, dann ist die Kostenfunktion unbeschréankt, also gibt es keine Losung.
Sonst bestimmen wir j so, dafl i—j = Ming. 4, >0 {fi—:} =: £ > 0 ist.

5. Wir ersetzen nun xy, durch zy — vy fir k =1,...,m (aufler k = j, dort setzen wir
zj = £). Dann vertauschen in der Matrix A und im Vektor ¢! die j-te Spalte mit
der (m + i)-ten Spalte und beginnen wieder beim ersten Schritt.

5.19 Bemerkung

Es konnten ausgeartete Ecken auftreten, d.h. Ecken mit mehr als n — m Nullkomponenten.
Dann kann ¢ = 0 sein (und zwar, falls ; = 0 und v; > 0). Dann wére die neue Ecke die alte
und wir wiirden feststecken. Dies kommt jedoch wegen Rundungsfehlern nicht vor.

5.20 Bemerkung (Numerische lineare Algebra des Simplex-Schrittes)
1. Wir berechnen c5 B~ N durch das Lésen des LGS BTu = cp ist fiir u? := c5B~! und
berechnen danach r := ¢y — NTu, ebenso erhalten wir v durch Losen von Bv = N -e;.

2. Im ersten Schritt berechnen wir eine LR-Zerlegung von B mit PB = LR. Dann ersetzen
wir die j-te Spalte von B durch die i-te Spalte von N, d.h. B’ = B -T" mit

Tep=e, V1<l <j—1, Feg=ep1 Vj+1<0<m-—1, Cep = (v1,- -5 Um)

Dann ist v; > 0 nach Konstruktion. Damit sind I' und B’ invertierbar.

Es ist dann Bv' = d <= BIW =d <= Bw =d und v' = I'""!w, denn v}, =
wkf%‘;wj fiur k # j undv;:%.

Wir speichern die LR-Zerlegung von B und v; fiir weitere Schritte.

Falls es mehr als m Simplex-Schritte gibt, dann ist:

Bl -...-T,, = B die neue LR-Zerlegung.

3. Wir fiithren einen Spaltentausch durch, evtl. iiber ein Zeigerfeld, d.h.:
(B N)=( Ay o A [ Ay o A )
und i, ist die urspriingliche Position der gegenwértigen Spalte k.
Fiir die Zerlegung in einem Schritt brauchen wir (falls PB = LR bereits bekannt ist) m? +

(m — j)m < 2m? Operationen.

5.21 Bemerkung

Bisher haben wir beschrieben, wie wir von einer Ecke zur néchsten gehen (zweite Phase).
Es ist also noch zu kldren, wie wir eine Anfangsecke so bestimmen, dal Ax = b,z > 0 mit
n — m Nullkomponenten (erste Phase).

Kapitel 5
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5.22 Idee (Anfangseckensuche) 1
Wir fithren m neue Variablen ein: y 1, ..., Zptm und betrachte den Vektor & =

Tn+m
Weiter fithren wir ¢/ := (O 1T) mit 17 = (1 1) €R™ und A := (A Im) ein.

Wir nehmen 0.B.d.A. an, da3 b > 0 ist (falls dies nicht der Fall ist, multiplizieren wir die
bosen Komponente mit (—1)).

5.23 Bemerkung (Hilfsproblem)

Wir méchten nun das Hilfsproblem Az = b mit z > 0 unter ¢! Z = min 15sen.

Hier ist der Minimalwert 0 erreicht, falls z,41,...,Zptm = 0 sind. Dann ist Az = b,z > 0
und z hat mindestens n—m Nullkomponenten, denn z hat (n4+m)—m = n Nullkomponenten.

Wir miissen noch zeigen, was die Anfangsecke fiir das Hilfsproblem ist. Dies ist leicht zu

finden. Hierzu wéahlen wir & = 0 . Dann gilt:

b

und damit ist  zuléssig.

5.24 Bemerkung

Hiermit haben wir nun den Algorithmus mitsamt Implementierung fertiggestellt. Wir miissen
nun nur noch zeigen, dafl die Minima wirklich an den Ecken auftreten, was wir fiir die Kon-
struktion der Anfangsecke benotigen. Diesen Beweis fithren wir mit dem gerade konstruierten
Algorithmus, jedoch ohne dabei einen Ringschlufl mit dem Hilfsproblem zu erzeugen.

5.25 Satz (Minima an Ecken)
Die lineare Optimierungsaufgabe Az = b,z > 0 und ¢ 2 = min habe eine Losung. Dann
gibt es eine Ecke, die Losung ist.

BEWEIS .
Sei x = (ng> im zuléssigen Bereich, also Az = b und x > 0. Wir spalten A nun auf in
N

A= (B N) mit B invertierbar und rg A = m.

/

. . x
Wir betrachten nun einen anderen Vektor o/ = ( B ) und rechnen:
x
N

Ar=b=Ar' <= A(@' —2)=0 <= B(zz —zp)+ N2y —xzn) =0

Damit gilt: 23 — 15 = —B7IN(2y — zn).
Die Kosten dndern sich dann folgendermaflen:

e — e = (c — EB7IN)(aly —zn) = Zrk(lﬁ\,k —INK)
k

=T
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Wir nehmen an, da8 ; > 0 ist. Dann gibt es zwei Falle (die aus dem Simplex-Algorithmus
ergeben):

r; < 0: Die Kosten werden kleiner, wenn w?\u moglichst grofl werden: Entweder es existiert
keine Losung, oder eine Komponente von z’z wird Null.

r; > 0: 2y ; ist dann moglichst klein zu wihlen: Entweder ist 2y ; = 0 oder eine Komponente
von z'z wird Null.

In beiden Féllen haben wir mehr Nullkomponenten von 2’ als davor. Wir fahren dann solange
fort, bis wir gentigend Nullen haben. O

5.26 Bemerkung
Falls eine Losung existiert, dann findet das Simplex-Verfahren diese bereits nach endlich
vielen Schritten, denn es existieren auch nur endlich viele Ecken.

Der statistische Erwartungswert liegt bei 37m Schritten, im ungiinsten Fall miissen alle Ecken
abgelaufen werden, d.h. 2™~! Schritte sind nétig.

5.4 Dualitat

5.27 Wiederholung
Wie im zweiten Kapitel gesehen, gibt es ein lineares Programm, welches wir zukiinftigt
,primales Programm* nennen moéchten. Hierbei hatten wir:

Alb
e

Dabei hatten wir verschiedene Probleme:

I: Az <bund ¢f'z = min

Il: Az <b, >0 und ¢’z = min

I: Az =b, > 0 und ¢!z = min

5.28 Definition (Duales Programm)

Wir betrachten nun das duales Programm:
AT | ¢
b

Dann haben wir die verschiedenen Probleme:
I* ATy = ¢, y <0 und b7y = max
I* ATy < ¢,y <0 und b'y = max

H* ATy < ¢, b’y = max

Kapitel 5
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5.29 Bemerkung
Wir sehen, dafl z.B. T* zu III dquivalent ist und natiirlich I* IT* IIT* zueinander dquivalent
sind. Wir werden in Zukunft mit dem Problem IIT* arbeiten.

5.30 Definition (Zuléssiger Bereich)
Wir sagen, « € R™ ist zuldssig, falls Az = b und = > 0. y € R™ ist zulissig, falls ATy < c.

5.31 Satz (Schwache Dualitét)
Fiir alle zulédssigen x und y gilt:

e >yl

BEWEIS
Da z zuléssig ist, ist Az = b und 2 > 0 und da y zulissig ist, gilt ATy < c. Damit gilt:

y'b=y"(Az) = (yT Az < 'z O

5.32 Korollar (optimale Losungen)
Falls ¢’z = yT'b fiir zuldssige « und y, dann sind bereits = und y optimal.

BEWEIS
Fiir alle zulidssigen n € R™ gilt: yTb = ¢’z > nTb. Dann gilt genau dann b = max, wenn
y optimal fiir das duale Problem ist.

T

Analog erhalten wir fiir alle zulissigen ¢ € R™ dann ¢’z = y7b < ¢T'(, was dquivalent dazu

ist, da} x optimal ist. O

5.33 Korollar
Falls das Infimum im primalen Problem —oo ist, dann der zuléssige Bereich des duales

Problems leer.

Umgekehrt gilt, falls das Supremum des dualen Problems +oo ist, dann ist der zuléssigen
Bereich des primalen Problems leer.

BEWEIS
Nach der schwachen Dualitét gilt: —oo = inf{c’z : 2 zuldssig} > b Vy zuldssig. Doch so
ein y kann es nicht geben.

Analog erhalten wir +o0o < ¢’z Va zulissig. Also gibt es kein zuléssiges . O
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5.34 Satz (Dualitdtssatz)
Seien z € R™ und y € R zuléssig. Dann gilt:

z,y optimal <= Tz =1y7b

BEWEIS
Die Richtung ,,<=*“ wurde bereits gezeigt. Wir miissen also noch unter der Voraussetzung,
daB = optimal ist, zeigen, dafl Jy zulissig mit ¢’z = yT'b.

Wir verwenden das Simplex-Verfahren fiir A = (B N ), ' = (cg c%) und b = Az =
B.Z‘B:

T = (%B) optimal <= 71 :=ck —cEB7IN >0

Dann ist ¢’z = chorp = cEB71b = yTb fir y7 ;= cEB~! € R™. Wir miissen nun noch

zeigen, dafl dieses definierte y zulassig ist. Wir rechnen:
y'A=chB'A=chB (B N)

= (cg ch_1N> = (cg ij\} frT)

da T > 0 ist, erhalten wir schlieflich:

< (cBT cﬁ) =T
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Damit ist y zulassig. O

5.35 Korollar

Falls das primale Problem eine Losung hat, dann hat das duale Problem auch eine
Losung. Insbesondere gilt, dafl das Minimum des primalen Problems das Maximum des
dualen Problems ist.

5.36 Bemerkung
Das Simplex-Verfahren berechnet immer die Losung des dualen Problems automatisch mit
(denn es mufl ohnehin BTy = cp gelost werden).

5.37 Korollar (Optimalitatskriterium)
Seien x,y zuldssig. Dann sind x und y genau dann optimal, wenn fir alle j = 1,...,n
gilt: x; = 0 oder (ATy); = ¢;.
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BEWEIS
<: Sei (yTA); = c;fp fir ; # 0. Dann gilt:
YrA-z=0 = 0=ylAz—cTo=9y"b— T2 — ylb=clz

Da z und y zulédssig sind, erhalten wir mit dem Dualitétssatz, dafl x und y optimal
sind. Diese Rechnung lduft allerdings genau gleich, wenn ein x; = 0 ist.

=-: Seien x,y optimal. Dann ist:

Ty _ T T_ T _
yb=cz = (¢ -y A x =0
>0 20

Damit gilt fiir jedes j, da dann (¢’ — yT A); = 0 oder z; = 0. O

5.38 Beispiel
In der freien Marktwirtschaft geht es um Gleichgewichtsbedingungen.

Zur Herstellung der Produkte j = 1,...,n wird die Menge a;; der Rohstoffe i« = 1,...,m
benotigt. Der Wert des Produkts j ist ¢; und die erzeugte Menge von j ist x; > 0. Der Preis
des Rohstoff i ist y; > 0 und die Menge Rohstoffs 7 ist b;.

Damit erhalten wir als Nebenbedingung Ax < b, d.h.

a;;xt; <b Vi
Z VR

J

Die Einnahmen des Betriebs sind
T
Z CjZL'j =CcC X
J

und die Ausgaben

Z (Z aijyi> xj = yl Az
j i

Demnach ergibt sich fiir den Gewinn dann ¢’z —y” Az = (¢! —y* A)z. Dieser soll maximiert
werden.

Aus der Perspektive der Rohstofflieferanten ergibt sich die Taktik, daf§ solange der Gewinn
des Betriebs positiv ist, die Preise zu erhthen (Denn da der Betrieb keinen Verlust macht,
wird er weiterhin einkaufen).

Damit erhalten wir als Nebenbedingung 7 A > ¢’ mit y > 0 fiir das duale Problem des
Rohstofflieferanten.

Diese beiden Sichtweisen spiegeln sich in den Dogmen der Betriebe bzw. Lieferanten wider:

1. Falls (¢I' —yTA); < 0, dann setze z; := 0. Hier sind die Kosten fiir die Produktion der
j-ten Produkts gréfler als der Verkaufserlos, also wird die Produkt hiervon eingestellt.
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2. Falls (Az — b); < 0, dann setze y; := 0. Hier ist das Angebot fiir den Rohstoff i groler
als die Nachfrage, dann ist dieser Rohstoff umsonst zu haben.

Mit dem Dualitatssatz gilt also:

'z = max und Az < b mit > 0 sowie bTy = min und ATy > ¢ mit y > 0.

Wir interpretieren dies, daf bei der freien Marktwirtschaft dann die Wertschopfung ¢«
maximiert wird.

5.39 Bemerkung (Auswirkungen kleiner Storungen)

Wir haben ¢’z = min und Az = b mit z > 0 gegeben.

Wir mochten wissen, wie sich die minimalen Kosten ¢’z dndern, wenn wir b éndern?

Wir sehen, dafl wenn anstelle von b nun b + Ab mit Ab , geniigend klein“, dann wird z zu
x4+ Az.

Beim dualen Problem A"y < ¢, (b+ Ab)Ty = max édndert sich nicht der zulissige Bereich,
also bleibt die Losung y des neuen dualen Problems in derselben Ecke, falls Ab klein genug
ist.

Wir betrachten nun die Anderungen der Kosten und benutzen den Dualitéitssatz:
'z +Az) — Tz = (b+ Ab)Ty — by = (Ab)Ty

Wir interpretieren die duale Variable y als Anderung der Kosten geteilt durch die Anderung
des Angebots.

In Termen (wo y der Preis war) des obigen Beispiels ergibt sich damit:

) Anderung der Kosten
Preis =

Anderung des Angebots

5.5 Vorbereitung auf Karmarkar, Projektion, Umskalierung

5.40 Motivation

Wir werden nun in diesem und den néchsten Kapiteln den Algorithmus von Karmarkar
betrachten, der 1984 in Artikel ,A new polynomial-time algorithm for linear programming*
zu diesem Algorithmus verdffentlicht hat.

Beim Simplex-Verfahren hatten wir im schlimmsten Fall eine exponentielle Laufzeit, wobei
wir bei diesem Algorithmus auf jeden Fall eine polynomielle Laufzeit haben.

In diesem Kapitel werden wir den Algorithmus vorbereiten.
Wir suchen = mit Az = b, 2 > 0 und ¢’z = min.

Sei 2° im Inneren des zulissigen Bereits gegeben (also x; >0 fir j =1,...,n). Wir suchen
nun ein zulissiges ! := 2% + Az mit geringeren Kosten. Hierzu gibt es zwei Ideen, auf die
wir im folgenden eingehen werden.

Kapitel 5
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5.41 Idee (Projektion)
Wir méchten Az in Richtung des steilsten Abstiegs der Kostenfunktion wéhlen, d.h. Az soll
ein negatives Vielfaches von ¢ sein, denn es gilt:

Az = ||| - | Az| cos £(c, Ax)

und dies ist dann am kleinsten, wenn der Kosinus —1 ist

Wir benétigen aber wieder die zulissigkeit von 2!, insbesondere Az! = b, d.h. es muf} gelten:
AAz = 0, also Az € Ker(A). Daher ist im Allgemeinen Az nicht wie oben wéhlbar. Wir
betracten nun hierzu eine orthogonale Projektion auf Ker(A), also:

Az = —&v

wobei £ ein (noch zu bestimmender) Skalisierungsfunktion ist und v die orthogonale Projek-
tion von ¢ auf Ker(A), d.h. v € Ker(A) und v—cl Ker(A) (d.h. v—c € Ker(A)*+ = Bild(AT)).
Insbesondere gibt es A € R™ mit v — ¢ = —AT . In Matrixform bedeutet dies also:

I AT\ (v\ (e
A 0 Al \O
0O.B.d.A. kénnen wir annehmen, daf} die Zeilen der Matrix A linear unabhéngig sind (sonst

lassen wir linear abhéngige Zeilen weg, die nur redundante Informationen an unser Problem
16sen). Damit sind v und A immer eindeutig bestimmt.

Wir beschéftigen uns nun mit der Wahl des Skalierungsfaktors £&. Wir diirfen hier nicht zu
weit gehen, da wir sonst aus dem zulédssigen Bereich herausfallen.

Wir beachten zunichst, da8 gilt ¢ = v + AT\, Also gilt fiir die Anderung der Kosten, da
v € Ker(A) ist:

T'Az = (v+ ATNT (—¢v) = —€vTv — EAT Av = —¢Jof?

Wir haben 3 Moglichkeiten, was v sein kann.

1. v=0
Dann gibt es ein A mit ¢ = AT\, also ist ¢’ @ = AT Az = AT fiir alle zuléssigen z. Also
sind alle zuléssigen x optimal und wir sind fertig.

2. Fiir alle € ist 2! = 20 — &v > 0:
Dann ist die Kostenfunktion innerhalb des zuléssigen Bereichs unbeschrinkt, also gibt
es kein Minimum und wir sind fertig.
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3. Es gibt ein ¢* > 0 mit 2° — *v ist am Rand des zuléissigen Bereichs, d.h. wir haben
29 — v > 0 und es gibt ein j mit (20 — £*v); = 0.

Wir wihlen (analog zum Simplex-Verfahren) dann

. Xy
€ := min 2L
J: ;>0 v;

Wir stoppen allerdings kurz vor dem Rand, d.h. fiir ein a@ < 1 setzen wir dann

zli=2% — av

5.42 Idee (Umskalierung)
Wir wihlen eine Diagonalmatrix D = diag(dy, ..., d,) so, da Dz! = 20, d.h.

7}
Lo

Wir schreib nun unser Problem Az = b, z > 0 und ¢’z = min fiir Da =: & dquivalent in ein
neues Problem um:

AD™1zb, >0, ' D7'% = min

Als Startpunkt fiir das umskalierte Problem wihlen wir #! = Da! = 2°

Wir wenden nun die Projektionsschritt (aus der ersten Idee) auf das umskalierte Problem

()

bzw. wenn wir ¢ := Dv und X := \ setzen, dann erhalten wir dquivalent:

D? AT\ [v\ (¢
A 0 Al \O
Wir haben nun hier keine orthogonale Projektion mehr, sondern eine gewichtete Projektion.

Genaugenommen ist dies aber die orthogonale Projektion des induzierte Skalarprodukts von
D?, d.h.

Kapitel 5

(v,w) = vT D*w = 7w

Anschlieflend setzen wir dann (analog zur Idee der Projektion)
T

bzw. (durch Reskalierung) ergibt sich:

? =z' —at*v
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5.43 Idee (zweiter Schritt)

Wir withlen nun eine Diagonalmatrix D mit Dz? = z°

, machen die Projektion, usw.

5.44 Algorithmus (Umskalierungsalgorithmus)
Sei 2V im Inneren des zulissigen Bereichs gegeben. Fiir k = 0,1,... fiihren wir dann
folgende Schritte durch:

0
1. Zur Matrix M := diag(d3,...,d?) mit d; := % > 0 16sen wir das LGS
i
M AT\ (v\ (¢
A 0 Al \O
2. Falls v; <0 ist fiir alle j, dann gibt es kein Minimum und wir wéren fertig.

Sonst wahlen wir

ok
¢ := min —
Jwi>0 v

und setzen Ax := —afv fir ein geeignetes o < 1 nahe bei Eins.

Wir setzen anschliflend:

2= 2k Ax

5.45 Bemerkung
Wir beachten, dafl dabei per Konstruktion die Kostenfunktion in jedem Schritt abnimmt.

5.46 Bemerkung (Lineare Algebra des Algorithmus)
Fir den ersten Schritt haben wir drei Moglichkeiten, diesen auf Linearen-Algebra-Level
durchzufiihren:

T
1. Wir kénnen eine Gauf}-Elimation der Matrix (M A ) durchfithren und erhalten als

A 0
Losung fiir A das LGS:
AMTAT N = AM e
und fiir v erhalten wir:
Mv=c—AT)
und damit ist das LGS entkoppelt.
Fiir AM~'AT koénnen wir eine Cholesky-Zerlegung durchfiihren.

2. Wir kénnen auch fiir AM 1A =: AD"'D~1 AT eine QR-Zerlegung durchfiihren in dem
Sinne, dafl

_ R
ol
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ist, wobei @) orthogonal und R eine invertierbare Dreiecksmatrix ist. Dann gilt:
AM1AT = (RT o) QTQ (?) = R'R

Dann ist RT RN = AM ¢ zu losen.

3. Wir koénnen mit iterativen Verfahren, etwa dem cg-Verfahren, den ersten Schritt be-
rechnen.

Da iiblicherweise A diinn besetzt ist (und M bzw. M ~! sowieso), bietet sich das Losung
durch das cg-Verfahren an. Hierdurch werden keine Nichtnullelemente aufgefiillt.

5.47 Bemerkung (Auffinden des Startwerts)
Wir fithren nun eine zusétzliche Spalte in A ein, d.h.

1
A::(A b—Ae) mite:=1]...| €R" undé:z(i)ER"‘H
1

Dann gilt:
Ae=Ae+b—Ae=b

Wir mochten dies nun auf ein Problem der Art A% = b, 2 > 0, ¢'# = min zuriickfiihren.

Hierfir wahlen wir:

~ (& .
¢:= mit c,41 sehr grof3
Cn+1

Dann wére die letzte Komponente von & Null, um die Grofle von ¢,11 auszugleichen, womit
wir wieder die letzte Komponente vergessen konnen.

Als Startwert fiir das modifizierte Problem wéhlen wir 20 := & als Startwert, der im Inneren
des zulassigen Bereichs liegt.

5.48 Bemerkung (Abbruchbedingung)
Falls Az ,klein“ ist, dann sind wir in der Néhe einer Ecke und dann springen wir an die

nichstgelegene Ecke vom aktuell gewihlten z*. AnschlieBend kontrollieren wir (mit dem
Simplex-Algorithmus) die Ecke auf Optimalitét.

Kapitel 5
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5.6 Algorithmus von Karmarkar

5.49 Bemerkung (Spezielle Formulierung des Problems)

Wir betrachten nun eine spezielle Formulierung unsereres Problems, fiir den wir den Algo-
rithmus von Karmarkar betrachten. Wir betrachten nun in drei Schritten den Umformulie-
rungsprozess:

1. Az =0 mit A € R"*" und x € R"”

2.y =1

3. >0

4. ¢’z = min mit ¢ € R", wobei das Minimum 0 ist.

1
5. e:= % ... | ist zulédssig.

5.50 Bemerkung (Erreichen der speziellen Formulierung)
Wir zeigen nun, dafl wir die allgemeine Bedingung immer auf die spezielle Formulierung
zuriickfithren kénnen:

1. Wir kombinieren das primale und duale Problem und gehen aus von Az = b, z > 0
und ¢’z = min. Das duale Problem ist dann ATy < ¢ bzw. AT (y, —y_) + 2z = c und

Y+,y- = 0.

Mit dem Dualitéitssatz erhalten gilt: ¢’z = min <= b’y = ¢’'2z. Damit ist zum Lésen
des Optimierungsproblems das folgende LGS &quialent:

A 0 o o\ ("
0 AT — AT | Y1 = | ¢
PO A VA y; 0

mit Ly Y+,Y—,% > 0.

Dieses Problem ist nun von der Form Az = b und & > 0.

2. Wir setzen nun x; = Zzﬁ und wéhlen 2,1 so, dafl Z?jll z; = 1 ist. Dann erhalten wir:
n
" 1
Zn+1 Ti+ zpy1 =1, also: zpy1 = ———
Z ’ 1 + Z?:l xI;

i=1

Wir erhalten damit eine Bijektion zwischen

n+1
{(z1,...,2p) 1 2; >0} = {(21,...,zn+1):zi >0, Zzizl}
i=1
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Damit erhalten wir als LGS

21
21
Az =b <= A|...| =bzpy1 = (A —b) Z =0
n Zn4-1

Dieses neue Problem ist nun, wenn wir noch eine Nullzeile von A ergédnzen, von der
n
Form Az =0, >0und > ;' z; = 1.

3. Wir fiihren nun ein neue Variable y € R ein, welcher minimal sein soll und es soll

1
gelten Az = (Aé)y =0mit é = | ... | € R"” und weiter >/ ; z; +y = 1 mit x > 0 und
1
y > 0. Dann wird das Minimum bei y = 0 angenommen.
1
Mit der Bedingung Az — (Aé)y =0 ist e = n%rl ... | € R*! ein zulissiger Punkt.
1

Damit haben wir das allgemeine Optimierungsproblem auf unser spezielles Problem umge-
formt.

5.51 Motivation

Beim Algorithmus von Karmarkar werden wir nun eine solche Transformation des zuldssigen
Bereichs betrachten, dal wir den Simplex in einen Simplex iiberfithren. Dies geschieht durch
eine nichtlineare Abbildung.

Beim Skalierungsalgorithmus wurde dabei das Dreieck gedreht und verzerrt. Dies wird hier
nicht mehr passieren.

5.52 Notation
Wir bezeichnen mit A den zuléssigen Bereich, d.h.

Kapitel 5

A::{xGR”: ZmizlxiZO}

=1

5.53 Konstruktion (Projektive Transformation des Simplex)
Sei a ein innerer Punkt in A, d.h. >~ a; = 1 und a; > 0. Wir betrachten nun die Abbildung
Te : A — A mit

D 1
x> nixxz =T,(z) mit D = diag ()
i=1q; @i

Die Abbildung T, hat die folgenden Eigenschaften:

1
1. To(a) =emite =1
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2. T, ist wohldefiniert und bijektiv mit der Umkehrabbildung
D1z

= =
i=1 AiT;

T, N (7) =
3. T,(0A) = 0A.
4. Wenn wir & = T,(z) schreiben, dann ist

a) Ax =0 <= AD ' =0,

b) 'z =0 < D'z =0,

¢) e >0 = JI'D i >0.

5.54 Konstruktion (Iteration von Karmarkar)
Wir bezeichnen 2#+1 := [C(2¥).

oL — P e 1 A
T,
x
wobei im Schritt (*) ¢/ D™'% = min, AD"'% =0, 3. #; = 1 und # > 0 haben und dann A%
-1
in die negative Richtung der orthogonalen Projektion von é = D~ !¢ auf Ker (AD ) =B

1
wéahlen und bezeichnen diese Projektion mit P. Wir 16sen dann P¢ = ¢ mit

266

Wir setzen dann

Pé i1 Pé

AZ = —ar—— also: Z =e—ar—-
|Pe|l P2l

mit einem Parameter 0 < o < 1 und wobei r := Y oTemy der Radius der grofiten Kreisscheibe

im Simplex A ist.

5.55 Algorithmus
Wir wihlen 2° := e und fiir k = 0,1,2... berechnen wir 2%+ = KC(2*) bis das Abbruch-
kriterium erfiillt ist.
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5.7 Konvergenz des Algorithmus von Karmarkar

5.56 Motivation

Wir gehen nun von den Voraussetzung wie im letzten Kapitel aus und werden nun die
Konvergenz des Algorithmus zeigen, dessen Aufwand polynomial wéchst.

5.57 Satz (Konvergenz des Karmarkar-Algorithmus)
Sei 2% = e und sei 2**! = K(2*) die durch den Karmarkar-Algorithmus definierte Folge

(mit « = §,/2=1).

Falls das Problem eine Losung hat (d.h. falls 3z mit ¢’ 2 = 0), dann so ist nach
10
k> gn(logn + 0, 7q>

Iterationen gilt die Rekudktion der Zielfunktion:

Tk
cl'x
T =2
cT'z0

BEWEIS
Wir benétigen nun einige Hilfsmittel, um dies zu beweisen.

5.58 Definition (Potentialfunktion)

Sei A der Simplex des zuléssigen Bereichs. Dann definieren wir die Potentialfunktion:

n
=nlogclz — Zlogmi
i=1

i '
@:A°—>R:g0(x)::§ log

; T;

i=1 ¢

5.59 Hilfssatz
Sei 2° = e und sei z**t! = K(2*) die durch den Karmarkar-Algorithmus definierte Folge
1 /n—1

Falls das Problem eine Losung hat, dann gilt fir alle k£ € N, daf3
Pty < p(ak) -0

mit § > 0, 3.

BEWEIS

Wir benétigen hierfiir noch einige Eigenschaften der Potentialfunktion, um dies beweisen zu

konnen. O

Kapitel 5
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5.60 Proposition (Eigenschaften der Potentialfunktion)

1. Falls z* Losung des Problems ¢’z* = 0 ist. Dann gilt fiir eine Folge © — z* entlang

einer Geraden in A°, dafl
p(x) = —o0

2. Falls 7 € OA ist mit ¢T'z > 0 (also keine Losung ist), dann gilt ¢(z) — +oo fiir z — Z
langs einer Geraden in A°.

3. Die Potenentialfunktion ist invariant unter projektiven Transformationen:

BEWEIS
1. Fir x = 2™ + tu mit u; > 0 fiir jedes ¢ mit 2] = 0. Fiir ¢\, 0 berechnen wir damit:
0<cle=tclu
-~
>0
Wir rechnen nun:
telu
x* + tu) log | ——
('0( + ; & <:): + tu, )

Das Argument des Logarithmus ist unabhangig von ¢, falls 7 = 0 ist. Sonst geht es
gegen 0, falls 7 > 0 ist. Aber mindestens ein =} muf} positiv sein, da * normiert ist.
Damit geht das Argument gegen Null und die Funktion damit gegen —oo

2. Wir schreiben analog zu oben z = & + tu und sehen u; > 0, falls z; = 0. Fir ¢t \, 0
berechnen wir:

Iz +tclu
o(T + tu) Zlo ( I )
Wegen Z € OA gibt es ein ¢ mit Z; = 0. Der Zihler ist strikt positiv (wegen ¢’z > 0)
und in dieser Komponente geht damit die Funktion ¢(z + tu) — oc.
3. Fir 2 = T,(z), also
D~z
i=1 Qi

r=T,4%) =

mit D = diag (a%), definieren wir ¢ durch:

P(T) = o(x)

Damit berechnen wir:

D1z a; T

~/~ T U1
p(x) = nlog - E log -

( ) ( E 1azxz> (Z la]x]>

Fiir ¢7' := ¢ D=1 erhalten wir damit (mit den Logarithmusregeln):

n n
=nlogél — Zlogfci — Zlogai
i=1 i=1
=const
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Damit gelten alle Eigenschaften. 0

5.61 Bemerkung

Wir zeigen nun mit dem néchsten Lemma, dafl der Projektionsschritt im Algorithmus von
Karmarkar aufgefasst werden kann als Minimierung iiber eine Kreisscheibe.

5.62 Lemma
Es gilt:

Pc >
. T T

mimm oC *r =~¢C €—0
lz—el| <5 ( | Pc]l

wobei P die orthogonale Projektion auf Ker (f) ist.

BEWEIS
Wir rechnen:

x—e)=c'Plx—e)

= (Po)'(z —¢)
Cauchy-Schwarz:

> —||Pel[lx — €]

> —o|| Pl
Dabei gilt Gleichheit, falls ”g—g” = —ﬁ ist und ||z — e|| = p ist. Dies ist genau dann der
Fall, wenn x — e = —QHIE—EH ist. Damit gilt bereits die gewiinschte Gleichheit. O

BEWEIS (DES HILFSSATZES)
1. Wir miissen zeigen, daf o(z*1) < p(zF) — § ist mit § > 0,3 mit das gegebene .
Wir wissen bereits, dafl gilt:

p(a™h) = @(#") = (e — ard)

o 3 _ P& _ 1 e
mit d = TPa und r = . Und es gilt:

p(a¥) = B(#) = p(e)

Wir wissen, dafl ¢ dieselbe Form hat wie ¢, aber mit ¢ anstelle von c.

Wir lassen in der folgenden Rechnung, um die Notation zu erleichtern, alle Schlangen-
Groflen weg, rechnen aber in den geschléngelten (transformierten) Variablen.

Kapitel 5
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2. Wir miissen also nun noch zeigen, daf} gilt:

ple —ard) < p(e) —§

mit z(aa) := e — ard, d := ngH und P ist die orthogonale Projektion auf Ker (f)

Insbesondere ist wegen d € Ker (f) dann >1' ; d; = 0.

Wir betrachten nun die Hilfsfunktion

clr(a
$(a) = p(a(a)) — n2)
und mit dieser Hilfsfunktion kénnen wir die folgende Formel verifizieren:
p(z(a)) —ple) = ¢'(e)(z(a) — ) + P(a) — ¥(0)
—_———

—[w/(8)dB
(0]

cTe

Wir werden im folgenden beide Summanden abschitzen und am Ende wieder diese
Abschétzung zusammenfiigen.

3. Zunachst betrachten wir den ersten Summanden:

Wir erhalten fiir die Ableitung von ¢:
Oy (2) ne; 1
x) = - —
0x; Ty z

Damit ergibt sich:

nel (z(a) — e
o'(e)(x(a) —e) = % —n(l,...,1) (za —e)
“e =—and

wegen Y. d; = 0 ist der hintere Term Null, also:

nel (z(a) — e)
B cTe
Mit dem Lemma gilt:
lz(a)= min 'z <l
|lz—e||<ar
Ax=0
Zi z;=1

wobei z’ der Schnittpunkt der Strecke von e nach z* und mit dem Kreis ||z —e|| = ar.

Per Konstruktion gilt dabei ||z* — e|| < 1. Wir vergleichen nun, da 2’ — e und z* — e
parallel sind und damit aus der Linearitéat:

cl'(x' —e) _ ar

—_— > — >
'(x*—e) — R =ar
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wobei R < 1 der Umkreisradius ist und damit gilt:
cl'(z' —e)

cTe

Und damit erhalten wir schliefllich:

< —ar

nel (z(a) —e nel (' —e
ey oy M=) =0

< —arn

. Wir werden nun den zweiten Summanden abschéatzen. Hierzu untersuchen wir zunéchst
die oben definierte Hilfsfunktion v, fiir die gilt:

¥(a) = ¢'(a(a)r (@) = z—c"e/(a)

Wegen z(a) = e — ard ergibt sich 2’(a) = —rd und damit erhalten wir mit der
Definition von ¢:

1 1 T ~ dl
(e — ) Td
" (cTe ch(a)> C\/—Hn; zi()

Da die Konstenfunktion abnimmt, also ¢’ () < c¢”e ist, ist der erste Faktor im ersten
Summanden tatsdchlich negativ. Wegen d = Hg—g” ist ¢/’ Pc = ' P?c = ¢"PTPc =
(Pc)T(Pc) > 0, also ¢’'d > 0.

Weiter gilt:

Tg]
" d; " d; o
= ]
T; zi(a) r;%—ardz g
" d; X
- Z 1 — arnd;

Da ), d; = 0 ist, erhalten wir damit:

—m“Zd (1—arnd 1)

arnd;
— dy——
- Z 1 — anrd;

Da 31", d? = 1 ist, gilt nun:

< a(rn)?

—1—arn
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Mit dem obigen gilt damit:
s — v < [ 22 g5
- /) 1—-prn

0

—arn —log(1l — arn)

5. Wir setzen nun wieder beide Abschéitzungen zusammen und erhalten insgesamt
o(z(a)) — p(e) < —2arn —log(1 — arn)

Die rechte Seite wird dabei fiir arn = % minimal. Wegen r = , /-2

= , missen wir nun
n—1

1 /n—1

o= —

n n

setzen und fiir dieses « gilt dann:

pla(e) —ple) < —1— m%

—1+1log2 < —0.3
Damit gilt der Satz.

BEWEIS (DER KONVERGENZAUSSAGE)
Wir berechnen zunéchst:

o(xF) = nlog(c’ Z log(z

@(x%) — ké = nlog(c!z?) Zlog

wobei 2 = % ist aufgrund der Anfangswahl.

Mit dem Hilfssatz erhalten wir p(z*) < p(2°) — kd, also:

nlog( ) <Zlog Zlog——ké

<0 =nlogn
<nlogn —ké
Damit gilt:
T, .k
cx < 6loga—§6 <979 — eqlog2
cTz0 — -

Dies gilt, wenn

n

k> > 5 (qlog2 +logn)

und wegen § > 0,3 und log 2 =~ 0,69 erhalten wir damit die Aussage des Hauptsatzes
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5.63 Bemerkung (Praktische Wahl von alpha)
In der Praxis wihlen wir unseren Parameter o nicht wie im Satz angegeben, sondern dort

wird ¢(z(«)) unter den Nebenbedingungen o > 0 und e — ard > 0 minimiert. Es reicht
bereits eine Naherung des Minimums.

Typischerweise ist « deutlich ndher an 1 als das im Satz angegebene «.

5.64 Bemerkung (Abbruchkriterium)
1. Falls ¢(z*) < (2°) — g ist fiir ein vorgegebenes ¢, dann brechen wir den Algorithmus
ab und suchen die benachbarte Ecke. Mit einem Simplex-Schritt tiberpriifen wir diese
Ecke auf Optimalitdt. Sonst machen wir evtl. mit dem Simplex-Algorithmus weiter,
der dann (fiir gute ¢) nicht mehr weit braucht.

2. Falls p(x**1) > (2¥)—§ ist, dann gibt es keine Losung. (Es kann sogar gezeigt werden,
daB falls keine Losung existiert, es ein solches k geben kann).

Kapitel 5
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