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Kapitel 1

1 Numerische Integration

1.1 Erste Beispiele von Quadraturformeln

1.1 Motivation

Wir m6chten fab f(x)dx berechnen.

Wir unterteilen zunéchst das Intervall in Teilintervalle: [a = g, z1], [x1, 22], ..., [Tn—1,2n =
b].
Damit ergibt sich:

T

b N J
[ @iz =3 [ ra)ds

=1 \e;" 4

Wir bezeichnen im folgenden die Intervallingen als h; := x; — x;_1.

Dann ist:
zj zj—1+h;
[ tate= [ pada
Tj—1 Tj—1

1.2 Beispiel (Rechtecksregel)
Exemplarisch berechnen wir fiir ein spezilles zq:

zo+h

/ f(z)dx =~ hf(xo)

Zo

1.3 Beispiel (Mittelpunktsregel)
Analog zur Rechtecksregel kénnen wir statt dem Funktionswert am Anfangspunkt des In-
tervalls auch im Mittelpunkt des Intervalls wéahlen:

zo+h
/ f(x)dx = hf (xo + Z)
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1.4 Beispiel (Trapezregel)
Wir ndhern im Folgenden die Funktion nicht durch Rechtecke, sondern durch Trapeze, wo-
durch sich die folgende Néherung ergibt:

xo+h L
[ f@)dz x5 (o) + S + 1)

o

1.5 Beispiel (Simpsonregel)
Wir kénnen natiirlich auch versuchen, eine quadratische Funktion als Naherung anzunehmen
und erhalten eine Naherung;:

/ F(2)dz ~ % <f(xo) +d-f (xo 4 Z) + f(wo + h))

o
Diese Formel ist fiir quadratische und sogar fiir kubische Funktionen exakt.

1.6 Definition (Allgemeine Form einer Quadraturformel)
Allgemein ist eine Quadraturformel gegeben durch:

xo+h s
/ f(@)dz ~ h-> bif(zo + cih)

Zo =1

wobei ¢; die Knoten sind und b; die Gewichte.

1.7 Beobachtung (Betrachtung der bereits bekannten Formeln)
Wir erhalten fiir die bereits bekannten Formeln folgende Werte:

Name ‘ Anz. Knoten ‘ Gewichte Knoten
Rechtecksregel s=1 by =1 c1=0
Mittelpunktsregel s=1 by =1 c1 = %
Trapezregel s=2 by = by = % c1=0,c=1
Simpsonregel s=3 by =b3 = %, by = % c1 =0, c= %, c3=1

1.2 Ordnung einer Qudraturformel

1.8 Motivation
Wir wollen untersuchen, wie ,gut* eine Quadraturformel (QF) ist.

1.9 Definition (Ordnung einer QF)
Eine Quadraturformel ist gegeben durch (b;,¢;);_;. Diese hat die Ordnung p, falls sie den
exakten Integralwert liefert fiir alle Polynome vom Grad < p — 1.
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1.10 Proposition (Charakterisierung der Ordnung)
Fine Quadraturformel hat genau dann Ordnung p, wenn gilt:

u 1
Sobic Tt == vg<p
i=1 q

BEWEIS
Es gilt per Definition:

QF hat Ordnung p <= QF ist exakt fiir f(z) = (z —z0)9' Vg<p
h

— /qudg; =h> bi(cih)?

0 i=1

Da nun aber gilt

h
hd : S
/xq_ldx = R bi(eih)t™t =11y bicd !
0 i=1 i=1

ergibt sich die Bedingung:

5 1
bl == Vg<p
=1 q

1.11 Beispiel
Fiir die Rechtecksregel ergibt sich die Ordnung 1, die Mittelpunktsregel ist exakt fir lineare
Funktionen, hat also Ordnung 2.

1.12 Satz (Eindeutigkeit der QF bei bestimmter Ordnung)
Seien ¢; < ... < ¢s gegeben. Dann existieren eindeutig by, ..., bs, sodafl die QF minde-
stens die Ordnung s hat. Es gilt dabei:

H#i(f’? - ¢j)

1
bl' = & dr mi fl =
0/ (z)dz mit 4(c) Hj;éi(ci - ¢)

wobei ¢; Lagrange-Polynom heifit und hat die folgenden Eigenschaft:

1, i=k
li(cr) = .
0, i#k

und es gilt degl; = s — 1.

Kapitel 1
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BEWEIS
Falls die Ordnung p > s ist, muf} gelten:

1
/ﬁz(:r)dx = Z bjgi(Cj) = bi
0 J=1

Damit ist die Eindeutigkeit der b; festgestellt.

Sind umgekehrt die b; so definiert, dann werden /1,...,¢s durch die Quadraturformel ex-
akt integriert. Da 1, ..., {5 linear unabhéngige Polynome sind, spannen sie den Raum der
Polynome bis zum Grad s — 1 auf, d.h. fiir die Ordnung p gilt: p > s. O

1.13 Definition (symmetrische QF')
Eine QF heifit symmetrisch genau dann, wenn

1. ¢ =1 = cs41-; (Knoten symmetrisch zu %)
2. bj = bsy1—; (Gewichte sind dann jeweils symmetrisch gleich)
1.14 Beispiel

Die Trapezregel, die Mittelpunktsregel und die Simpsonregel sind symmetrisch.
Die Ordnungen sind jeweils gerade.

1.15 Satz (Eigenschaften von symmetrischen QF)
Die Ordnungen von symmetrischen QF sind immer gerade.

BEWEIS

Angenommen, die Ordnung ist 2m — 1, d.h. die QF sei fiir alle Polynome vom Grad <
2m — 2 = s — 1 exakt.

Sei f Polynom vom Grad 2m — 1.

Wir kénnen f schreiben als f(z) = c(z — 1)1 + g(z), wobei degg < 2m — 2.

Es reicht also zu zeigen, dafl die QF den ersten Term exakt integriert:

1
1 2m—1
/<$—2> der =0
0

Wir betrachten weiterhin:
s 1 2m—1 s 1 2m—1
sz‘ (Ci - 2) = st—i—l—i (2 - Cs—l—l—i)
i=1 i=1
S 1 2m—1
=>_b (2 - Cj)
j=1
S 1 2m—1
- ij (Cj - 2)
j=1
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Damit ist diese Summe ebenfalls 0, was zum Widerspruch fiihrt. O

Kapitel 1

1.3 Untersuchung des Qudraturfehlers

1.16 Motivation
Wir wollen nun die QF fiir eine beliebige Funktion betrachten, die nicht exakt integriert
wird.

1.17 Proposition

Sei f :[a,b] — R ,geniigend oft* diffbar. Wir betrachten nun den Fehler, also die Differenz
von exaktem Integral und QF.

Dabei setzen wir g;(t) = f(z;—1 + th;) und erhalten:

b N

N Zj
/ dx—E:hE:bf% 1+ cihy §: /nf dx—h}jbf%1+wm)

a R 1
S ( [ st = Yo
7j=1 =1

Zur Untersuchung des Fehlers betrachten wir daher den Fehler eines Schrittes der QF auf
[0, 1]:

1
E(g) = / g(t)dt — 3 big(ci)
0 =1

1.18 Hilfssatz (Fehlerterm)
Die QF hat (mindestens) die Ordnung p und sei g p-mal stetig diffbar.

Dann gilt E(g fK (1) dr, wobei K,(7) der sog. Peano-Kern ist, der nur von der
QF abhdngt und exphz1t gegeben ist durch:

_ ((t=7)+)""
K,(r):=E (t = M)

. z, x>0
wobei x; = .
0, sonst

Nach der Definition von E ergibt sich

) )P

KP(T) 1 — ) Zb )
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BEWEIS

Der Beweis funktioniert durch die Taylorreihe mit Restterm in Integralform

p—1 ¢ _Tpfl
910 =90) + g O+ + 4700 s+ [ ar
0

q(t)

Dabei ist deg ¢(t) < p — 1 und der zweite Term ist dabei

1
/ (=) g(p) (r)dr
0

Wegen der Linearitat ergibt sich:

1.19 Satz (Anwendung des Fehlerterms)

Wir wollen nun die festgestellte Formel anwenden auf g(t)

t) = f(xzo + th). Dabei ergibt
sich:
xo+h s 1
f(@)dz —hY_bif(xo + cih) = hE(g —hm4/ﬁg )P (o + Th)dT
2 i=1 0
Damit kénnen wir den Fehler auf die folgende Weise fiir ein Teilintervall [zg, 2o + h]
abschétzen:
xo+h s
f(x)dx — thif(:co +cih)| < Cp - RPTY. max |f(p)(x)|
2 i=1

x€[zo,z0+h]

mit Cp = f | Kp(7)|dT.

1.20 Beispiel
1. Fiir die Mittelpunktsregel bei p = 2 ergibt sich dabei

2 1
(1—7)2 (1 > =, 0<7<3
K = — —_ — =
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Dabei ergibt sich Cy = f |K»(7)|dT = 5;. Damit ergibt sich fiir den Fehler der Mittel-
punktsregel:

zo+h

h h3
o Oy o<« I "
/ f(x)dx — hf(zo + 2) <31 me[g%%]!f ()]

o
2. Fir die Simpsonregel mit p = 4 ergibt sich Cy = ﬁ und ein Fehler, der kleiner ist als
ho
(4)
2880 sefax 1 (@)
1.21 Proposition (Betrachtung des Fehlers auf dem Gesamtintervall)
Sei [a, b] das Gesamtintervall.
Auf jedem einzelnen Teilintervall gelte

/f )dx — h; bea:] 1+ cihj)| < hje;

wobei € = Cph§ MaXpe(z; ;] |f®)(z)].

Mit der Dreiecksungleichung

b

/ da;—Zh bex] 1+ cih; <Zh mex, &

a \,_/

b—a

Falls hj = h Vj (dquidistante Unterteilung), dann gilt:

z€la,b]

b N s
/f(x)dx—Zthif(xj_l + cih)| < (b — a)Cph? max |fP)(z)]
A j=1 i=1

Eine bessere Strategie ist es, nicht eine dquidistante Unterteilung zu machen, sondern die
Fehler auf den Teilintervallen €; etwa konstant zu halten.

Damit muf man eine variable Schrittweite h; (sog. adaptive Schrittweiten) anpasst an den
Verlauf der Kurve (fiir groie Steigungen kleine Intervalle und umgekehrt).

Wir werden sehen, daf} es einen Algorithmus gibt, mit dem sich die Schrittweiten gut be-
stimmt werden.

Kapitel 1
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1.4 Quadraturformeln mit erhéhter Ordnung

1.22 Motivation

Falls die Knoten ¢y, ..., cs beliebig sind, dann existiert dazu Gewicht by, ..., bs, sodaf die
zugehorige QF mit Gewichten (b;, ¢;)5_; mindestens die Ordnung s hat.

Wir wollen nun der Frage nachgehen, wie man ¢; wihlen muf}; damit p = s +m > s ist und
eine Abschitzung finden, wie grof3 die Ordnung beziiglich s maximal sein kann.

1.23 Konstruktion (eines geeigneten Polynoms fiir die Vergrolerung der Ordnung)
Sei f ein Polynom vom Grad deg f < s+ m — 1. Wir wollen die QF moglichst exakt bestim-
men.

Wir dividieren f (mit Rest) durch das folgende Polynom:

S

M(z) = H(a: —¢i)

=1

Dabei gilt deg M (z) = s

Wir kénnen also schreiben, da8 f(x) = M (x)g(z) + R(z), wobei deg R < s — 1 und degg <
m — 1. Es gilt:

1

/1f(:v) di = /M(:L‘)g(:n) d:v—{—/lR(:n) dx
0 0

0

Da die Quadraturformel exait sein soll, mufl gelten:

D bif(ei) =Y biM(ci)g(es) + ) biR(c:)
=1 =1 =1

=0

1
Wir sehen, dafl [ R(z)dz = >, b;R(¢;) gilt und damit gilt
0

falls
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1.24 Satz (Quadraturformel mit erhGhter Ordnung)
Sei (b, ¢;);_q eine QF der Ordnung p > s. Dann gilt:

1
p=s+m /M(x)g(m)dw—o Vg, degg <m —1
0

d.h. M ist orthogonal auf alle Polynome vom Grad < m—1 beziiglich des Skalarprodukts

1
(f.g) = / f(@)g(z) do
0

1.25 Satz (Maximale Ordnung)
Die Ordnung einer QF (b;,¢;);_; ist hochstens 2 - s grof.

BEWEIS

Angenommen, es gelte p > 2s+ 1, d.h. die QF muf3 exakt sein fiir alle Polynome vom Grad
< 2s.

Dann muf} gelten, daf
1
[ M@yglayds =0 vy, degg < s
0

Insbesondere mufl dies gelten fiir ¢ = M, also miifite gelten fol M?(z)dx = 0. Dies kann

aber nicht sein, da M nicht die Nullfunktion ist, womit wir einen Widerspruch zur Annahme

finden. O

1.26 Bemerkung

Wir werden sehen, dafl es moglich ist, QF bis zur Ordnung p = 2s zu konstruieren, die auf
GAuss zuriickgeht.

1.5 Orthogonale Polynome

1.27 Definition (gewichtetes Skalarprodukt)
Sei w : (a,b) — R stetig (Gewichtsfunktion) mit

1. w(x) >0 Vz € (a,b)

Kapitel 1
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b
2. [w(x)|z|*dr < oo fiir k € N bel.

Wir betrachten nun ein gewichtetes Skalarprodukt:

b
(1) = [ wl@)f @)glo) do

auf dem Vektorraum
b
V=qf:ila,b) = R: f stetig/\/w(gv)\f(ac)\2 dx < 0o

Insbesondere sind alle Polynome in V.

1.28 Definition (Orthogonalitit)
Wir definieren:

flg: <= (f,9)=0

1.29 Satz (Existenz und Eindeutigkeit von orthogonalen Polynomen)
Es existiert eine Folge von Polynomen pg, p1, ... mit folgenden Eigenschaften:

1. pr(z) =1-2F + q(z), wobei degq(z) < k —1
2. py ist orthogonal auf alle Polynome vom Grad kleiner als k.

Diese Polynome kénnen berechnet werden durch folgende Rekursion:

Pe+1(2) = (& = Bes1)pr() — Yoy 1Pe—1(2)

mit den Startwerten po(x) =1 und p_i(z) = 0, wihrend die Koeffizienten folgenderma-
Ben gewahlt sind:

(TpK, D) 2 (DK, D)

Bk 1= ) Y, ==
T ok, pr) M k1, pr1)

BEWEIS
Der Beweis geht auf das GRAM-SCHMIDT-Orthogonalisierungsverfahren zuriick.

Angenommen, es gibt bereits pg, p1, . . ., pr konstruiert. Wir bestimmen nun pgy1:

k
Pe+1(z) = app(z) + > oy - pi()
=0
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Wir berechnen nun o; mit der Bedingung

k
0= (Prs1, k) = (@Pr, k) + Y j (D, Pr) = (@pr, Dr) + (ks Pr)
=0 ——
=0 j<k
also ist oy, = —7%2";}2’? = — Byl

Fiir a1 ergibt sich:

0= (Pkt1,Pr—1) = (TPk, Ph—1) + h—1(Pk—1,DPk—1)

_ {*pg,pr—1)
(Pk—1,Pk—1)
Man erhélt wegen der Bilinearitat (zpg, pk—1) = (Pk, Tpr—1) = (Pk, Pk) ergibt.

Wir erhalten

Womit sich ap_1 = ergibt.

Q1 = — <pk7pk> _ _72
B (Pk—1,Dk—1) A
Fir j <k -—2:
0 = (pr,pj) = (xpK, pj) + @ (Pj,Dy), (xpr,pj) = (K, gﬁ)zO

deg<k—1
Damit ist a; = 0.
Weil wir nun eine Vorschrift haben, wie man solche Polynome konstruieren kann, die er-

sten Polynome bereits bestimmt haben, erfiillen wir bereits die Vorschriften fiir eine solche
Polynomfolge, womit die Existenz gezeigt ist. )

1.30 Beobachtung (Wahl der Knoten)
Fiir eine QF héchstmoglicher Ordnung mufl man ¢y, ..., ¢s so wihlen, daf}

ME)=(zx—c1) ...  (x—cs) = ps(x)

das orthogonale Polynom beziiglich (a,b) = (0,1) mit w(z) =1 ist.

1.31 Satz (Eigenschaft der Nullstellen des Polynoms)
Sei pg ein orthogonales Polynom wie oben.
Alle Nullstellen von py, sind reell, einfach und liegen im Intervall (a, b)

Kapitel 1
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BEWEIS

Seien x1,...,x, jene Nullstellen von py, die reell sind, in (a,b) liegen, bei denen p; das
Vorzeichen wechselt (also ungerade Vielfachheit).

Es ist klar, dafi n < k ist.

Setze nun g(z) = (x —x1) - ...  (z — x,) und damit gilt

b

/ w(z) pr(2)g(@)dz = (P, g) # 0
" 20

Weil kein Vorzeichenwechsel stattfindet, ist degg > k.
Also ist n > k und damit n = k. O

1.32 Beispiel (fiir orthogonale Polynome)
Wir kénnen folgende Polynome als Beispiele aufschreiben:

] Bezeichnung ‘ Intervall ‘ w ‘ Name ‘
pg’ﬁ (-1,1) | 1 =a)*(1+a)? | Jacobi (o, B > —1)
Dk (-1,1) 1 Legendre (pr(1) =1)
Tk (-1,1) (1-— x2)_% Tschebyscheff
L;a) (0, 00) e T Leguerre (a > —1)
Hy, (—00,00) e Hermite

1.6 GauBsche Quadraturformeln

1.33 Satz (Existenz und Eindeutigkeit der Gauf3schen QF)
Es existiert eine eindeutig bestimmte QF (b;, ¢;);_; der Ordnung p = 2s.
Dabei ist

1. ¢ = %(1 + 7;), wobei die ; Nullstellen des Legendre-Polynoms (normiert durch
Pi(1) = 1) Ps, also mit deg Ps = s, sind und wir ordnen die Nullstellen aufsteigend.

2. b; so bestimmt, dal p > s ist.

BEWEIS
Wegen p > s gilt:

1
p =25 = /M(:c)g(a;)dxzo Vg,degg <s—1
0
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Mit einer Substitution: ¢ = 2z — 1,0, 1] — [—1, 1] ergibt sich:
/ 1
t
— /M(';) FO)dt=0 Vfdegf<s—1
-1
14+t 1
— M (;_) = const - Ps(t) < ¢; = 5(1 + i)
Dabei folgt die Eindeutigkeit der QF aus der Eindeutigkeit des orth. Polynoms. O
1.34 Bemerkung (Ausblick)
Erhalten die GAussschen QF die Monotonie des Integrals: f > 0 auf [0,1] = fo x)dx > 07

Wir werden im Folgenden eine Antwort darauf geben koénnen.

1.35 Satz (positive Gewichte der Gauflschen Quadraturformel)

dere, da die Quadraturformel positiv ist, also

f>20= Zs:bif(cz)zo

=1

Die Gewichte einer QF der Ordnung p > 2s — 1 sind positiv (b; > 0 Vi), d.h. insbeson-

BEWEIS

Betrachte die LAGRANGE-Polynome ¢; (deg¢; = s — 1,¢;(c;) = d;5). Daraus folgt dann, daf3

deg (? = 2s — 2.
Wir betrachten nun

/zz dx_zb£2 ¢j)=b;>0 Vi<s
7=1

1.36 Beispiel (fiir Gauflsche QF)
1. s=1: Pi(z),also v =0,¢1 = %,bl =1, damit

fya =1 (3)

was die Mittelpunktsregel ergibt

o —

32 + Y3 hy = by
1

1. (1 V3 V3
Jrosi(t- €)oo (2)

2. s=2: Py(x) = -z alSO’le—:l:\gf,Cl :% 5, b1 = , damit

M\»ﬂ

Kapitel 1
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3. s=3: P3(x) = %xg — 3 v =0,m3= :I:@, damit:
1
1 1 V15 1 1 V15
dr ~ — - — - —
/f(x) TR <5f<2 10>+8f<2>+5f<24r 10 ))
0

1.37 Bemerkung (Ausblick auf Numerik IT)
1. Fiir groie s benutzt man die Drei-Term-Rekursion, um ein Eigenwertproblem zu kon-
struieren, das z.B. durch das sog. QR~Verfahren gel6st werden kann.

_ 17
2.0 = =G

1.7 Ein adaptives Programm

1.38 Motivation

Sei eine QF (z.B. GAuss s=15, p=30) gegeben.

Wir wollen auf folgendes Ziel heraus:

Wir mochten eine Funktion ,,(IN)TEGRAL(Function,a,b,TOL)“ (uralte Fortran-Funktion)
erhalten, die fiir eine vorgegebene TOL(Genauigkeitstoleranz) aufomatisch eine Zerlegung
(nicht notwendig dquidistant) des Intervalls [a, b] wihlt, sodafl folgendes gilt:

b b
/f(a:) dx — numer. Resultat| < TOL - / |f(x)| dx

1.39 Motivation (Problem)
Wir werden dabei mit folgenden Problemen konfrontiert:

1. Schétzen des Fehlers
2. Wahl der Zerlegung
den wir auf folgende Art wéahlen:

1. Wir tun so, als hétten wir bereits eine Fehlerabschétzung, konstruieren den Algorith-
mus und suchen im Nachhinein eine Fehlerabschatzung.

2. Fur Teilintervalle [zg, zo + h] C [a,b] kann man berechnen:

res[zg, o + h] := thif([E() + ¢;h), resabs(zg,x0+ h| :=h- sz"f(xo + ¢;ih)|
i=1 1=1

1.40 Algorithmus (Intervallzerlegung)

Damit erhalten wir folgenden Algorithmus zur Intervallzerlegung;:

1. Berechne res|a, b, resabs|a, b], err[a, b].
Falls resfa,b] < TOL - resabs]a, b],

b
dann nehme resfa,b] ~ [ f(z)dz,

sonst:
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2. Unterteile [a,b] in I) = [a, “+b] I = [“‘Q"b,b].
Falls |erri| + |errs| < TDL]resabsl + resabss|,
dann akzeptiere res; + reso als Losung,
sonst:

3. Unterteile das Intervall fiir das der Fehler am grofiten ist:
Falls Z lerr;| < TOL Z resabs,

dann nehme dies als Losung oder unterteile das Intervall, bei dem der Fehler am grofiten
ist und fahre analog fort.

Nun miissen wir uns nur noch um die Fehlerabschatzung kiimmern.

1.41 Proposition (Fehlerabschitzung)
Wir suchen eine eingebettete QF, d.h. wir nehmen die gleichen Knoten wie vorgegeben und

mochte eine neue QF erhalten mit (b;, ¢i);—; der Ordnung p < p.
Falls (b;, ¢;) eine GAUSSsche QF ist, so ist ihre Ordnung p < s — 1.

Wiire nun p > s, dann ist b; = f li(z) dz = b;, wobei ¢; das LAGRANGE-Polynom ist.

Damit erhalten wir:

ERR; :=h - Z bif(z; + cih) — hz blf(xl + cih)
i=1 =1

eine Approximation des Fehlers fiir die eingebettete QF ist damit:

xo+h zo+h

ERR; = [ h- Y bif(zi + cih) /f ydz | + /f dx—thf:z:l+czh
1=1

=ChP+14+O(hP+2) =Chpt14O(hPt2)

wobei fiir kleine h der rechte Fehler einiges grofler ist.

Die Grundsétzliche Schwierigkeit besteht darin, daf eine wirkliche Fehlerabschatzung nur fiir
die eingebettete (schlechtere) QF moglich ist. Man mochte aber einen Fehler fiir die bessere
QF schatzen.

Dazu ergeben sich mehrere Moglichkeiten:
1. Wir setzen err[zg, z¢ + h] = ERRq, dies ist aber zu pessimistisch.
2. Wir setzen err|ro, zo + h] = ERR.

3. Wir setzen hier im ersten Schritt das Gewicht des mittleren Knoten 0, im néchsten
Schritt das Gewicht jedes zweiten gewichteten Knotens ebenfalls 0. Diese Gewichte der

neuen QF bezeichnen wir mit bi. Wir betrachten nun analog den Fehler zur , guten*

QF:

ERRy := b bif(z0 + cih) — b S bif(wo + cih) ~ ChPH!

=1 i=1

Kapitel 1
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Damit definieren wir

ERR; 2

h| = ERR; -
err(xg, xo + h] 1 (ERRg)
Wir sehen, dafl die Konvergenz dieses Programms recht langsam erfolgt, z.B. wenn f eine

Singularitat aufweist.

1.8 Konvergenzbeschleunigung mit dem s-Algorithmus

1.42 Beispiel
Wir wollen z.B. die Funktion fol Vrln(z)dz = s.

Das Programm TEGRAL(f,0,1,TOL) geht hier wie folgt vor (mit Gau s = 15, p = 30):
Der Fehler im linken Intervall ist immer am grofiten und dadurch wird eben dieses Intervall
immer geteilt.

Wenn s; — s der globale Fehler ist, stellt man fest, daf§ die Folge (.S;) sehr langsam gegen s
konvergiert.

1.43 Frage
Wir méchten die Konvergenz beschleunigen. Wie kénnen wir dies erreichen?

1.44 Beobachtung
Wir sehen, daf3 sich der Fehler ungefdhr wie die geometrische Folge verhélt:

Sn_;,_l—S'RiQ(Sn—S) o€eR

Im Beispiel gilt o =~ 0,37 und wir sehen: S,, = S + co"

1.45 Bemerkung

Ein dhnliches Verhalten tritt auch bei Fixpunktiterationen auf, d.h. s,11 = g(sy,) fiir eine
diffbare Funktion g.

Dabei sucht man einen Fixpunkt, also s = g(s).

Es gilt wegen des MWS:

Snt1 = 8 = g(sn) = 9(s) = ¢'(&) (sn — 8) = ¢'(5) (50 — 8)
——
1.46 Idee (von Aitken)
Man nimmt an, dafl s,, Sp41, Sn+2 bekannt sind. Dann bestimmt man s, ¢ so, dafl folgendes
gilt:

Sn+1— 8 = 0(sn — 5), Sn+2 — 8 = 0(Sn+1 — 8)

Dabei setzt man S, := s
d.h. wir konstruieren aus der Folge (s;,) eine neue Folge (s!,), die schneller konvergiert.
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1.47 Konstruktion (Delta-Quadrat-Regel von Aitken)
Durch Subtraktion der Zeilen voneinander erhalten wir, indem wir die Beziehnung As,, =
Sn+1 — Sp einfiithren:

Sp42 — Sn+l = Q(Sn—l—l - Sn) — ASn—‘rl = 0Asy,
Damit ergibt sich aus den obigen Gleichungen

Asyi1
o—1

§ = Sn+1 —

ASn+1ASn
ASn-!—l —Asy”

Dazu setzen wir nun A?s, = A(Asy,) = As,i1 — Asy,

Damit folgt: s = sp41 —

Durch die Umformungen erhalten wir die sog. A2-Regel von Aitken:

o g . ASiASin
n — “n+l AQSn
1.48 Bemerkung
Wir sehen, daBl (sp+1 — $) = on(sn — s) fir B, — o # 1.

Man kann zeigen (Beweis: Ubungsblatt 3):

/

Sn

_S~>O

Sp — S

1.49 Konstruktion (Erweiterung der Regel)
Konstruiere eine Folge s/, die das exakte Ergebnis s fiir Folgen s, liefert fiir g, a1 € R:

Spt2 — S = a1(Sp+1 — $) + ap(sp — 8) <= s, — s = 10" + 205
Analog dazu sglk) mit 57(1]6) = ¢ fiir folgen mit k > 1:

Sk — S = ap_1(Spark—1— ) + ...+ ag(sp, — )
Die s%k) lassen sich einfach berechnen.

1.50 Algorithmus (Epsilon-Algorithmus von Wynn, 1956)

Seien sg, $1, 52, . . . gegeben und es gilt:
s(fl) =0, 5l(]n) = 5p,
und
(n) _ _(n+1) 1
+1 1 elgn+1) B 51(<;n)

Es gilt auerdem eén) =s, 551") = sl 552) = s,(cn)

Kapitel 1
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BEWEIS
Dies kénnen wir leider nicht beweisen, weil es viel zu schwierig ist. Eine Andeutung zum

Beweis:

det Sn Sn+1
, Sn+1  Sn42

no det(AZ2s),)

S

Sn Sn41  Sn42
det | Spy1 Snt2  Sn+s
I Sn+2 Sn+3  Sn+4

S =
" det AQSn A2Sn+1
A28n+1 A2Sn+2

usw.
Darin auftretende Matrizen nennt man HANKEL-Matrizen. Man nutzt im Beweis die Eigen-
schaften der Hankel-Matrix aus. O
BEWEIS

Der Nachweis von sén) = g, ist leicht zu berechnen:

(n) _ _(n+1) 1 1
P T T T A,
=0 O
Dann ist
(n) (n+1) 1 1
&y =&y + = Sp+1+ I

) _ () Bsni1  Bsn
Asp - Aspir Asy - Aspt1 o

" Asaq — Asy, e AZs, "
+



2 Interpolation und Approximation

2.1 Motivation
Wir haben folgende Probleme, die wir in diesem Kapitel hinreichend behandeln wollen:

1. Wir wollen zu n paarweise verschiedenen Punkten in R? eine Funktion bzw. ein Poly-
nom finden, d.h. wir haben

($07y0)7 (.Tl, ?Jl)7 o (znvyn) S R2

und wollen p(z;) = y;

2. Zu einem gegeben f : [a,b] — R sucht man einfach auszuwertende Funktionen (Poly-
nome) p : [a,b] — R, sodafl f — p klein sein soll.
Dies kann man beispielsweise iiber die Supremumsnorm oder eine andere Norm ver-
gleichen.

2.1 Newtonsche Interpolationsformel

2.2 Beispiel
Wir haben (zg,y0), (21, 1), (z2,2) € R? mit paarweise verschiedenen .

Gesucht ist dann p(x;) = y;. Dazu betrachten wir folgenden Ansatz:

Y1 — Yo

pa— +a(x —zp)(z —x71)

(z)

p(x) = yo + (x — x0) -

S

Gerade
mit p(zg) =0 = p(x1).
Wir wollen nun a so bestimmen, dafl p(z2) = yo:

Y1 — Yo

T] — x[)) + a(xg — .%‘0)(.%2 — .%'1)

y2=yo+($2—x0)(
Damit ergibt sich

g 1 <y2—yl_yl—yo)
Tg —To \T2 —T1  T1— o

19

Kapitel 2
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2.3 Definition (dividierte Differenzen)

Fir (z0,40), (z1,51), ... € R? setzen wir:
50 1| — (50 €T _
60?4[550] = Yo, 51y[x0,331] = y[ 1] y[ 0] — Y1 = Yo
Z1 — Zo 1 — Xo
und allgemein definieren wir:
"y, ] — 6" Yy, . ]
5” “ e = ? ) ) bl
y[an 7«7371] JeR——

2.4 Satz (Newtonsche Interpolationsformel, 1676)

Seien (x0,%0), - - -, (Zn, yn) € R? gegeben, x; alle verschieden.

Dann gibt es genau ein Polynom p vom Grad < n, das diese Punkte interpoliert, d.h.
plx;) =y Vi<n.

Auflerdem erhélt man das Polynom gegeben iiber

p(z) = yo + (z — 20)8 y[xo, 21] + (x — z0)(x — 21)0%y[z0, 1, T2] + . ..
+ (z —xzo)(z — 1) ... (x — 2p—1)0"yY[T0, - . ., Tp)

k-1
= Z ((5ky[$0, ce TR H(x _ x]))
k=0 =0

BEWEIS

Wir beweisen diesen Satz durch Induktion, wobei wir bereits gesehen haben, dafl der Induk-
tionsanfang gegeben ist.

Wir nehmen an, dafl die Behauptung fir n — 1 wahr ist und wir werden zeigen, daf} dies
auch fiir n wahr ist.

Dann ist po(z) das Polynom, das durch die ersten n — 1 Punkte geht mit

po(x) = yo + (x — 20)8 y[xo, x1] + ... + (. — 20)(x — 21) . .. (T — Tp_2)0" y[wo, ..., Tp_1]

Dann mufl p(z) von der Gestalt sein:
p(z) =po(x)+a-(x—x0) ... - (x —Tp_1)

Wir bestimmen das a so, daf§ auch p(z,) = y, ist. Damit erhilt man die Existenz und
Eindeutigkeit von p(z).

Wir miissen also zeigen, dafl a = 0"y[zo, .. ., x,] gilt.

Sei dazu p1(z) das Polynom vom Grad <n — 1 durch (z1,y1),..., (Zn, Yn):

-1

pi(x) =y1 + (x —x1)dyler, 2] + ...+ (x — 1) ... (@ — 2p—1)0" y[1,. .., 2]

="t 5" y[xy, ..., x,] + Rest
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Dann ist

 Tp—T
p(z) = pa— xopo(:v) L ——

Tr — X

p1()

ein Polynom vom Grad < n, das durch alle Punkte geht, was wir nachrechnen koénnen:

(g

Ip — IQ rog — Lo

p(xo) = = po(zo) + p1(0) = Yo <
Tn — X0 In — 20 o
—— —— Py
Ty — Ty — Z0

p(an) = =" po(n) + = p1(2n) = Yn X
Tn — X0 Ln — X0

=0 =1
Fiir die mittleren Punkte gilt:

Ty — T; T; — To

p(zi) = —"—po(x;) + = pi(z)=1-vi=1y
Tn — X0 Tp — 0

Wir méchten uns nun im Polynom p(z) den Koeffizienten von x™ anschauen:

1 _ _
o" ly[:vo, cey Tt + o" 1y[331, ooy = 0"ylxo, ..., Ty
Tn — X0 Tn — 0 O

2.5 Beispiel
Herr BriGGs berechnete gerne Logarithmen und hatte bereits folgende Werte berechnet:

1. logyy 55 =1, 7403627
2. logyy 56 = 1, 7481880
3. logyn 57 = 1, 7558749
4. logn 58 = 1, 7634280
Wir mochten die dividierte Differenzen berechnen:
1. 0,0078253
2. 0,0076869
3. 0,0075531
In der zweiten Runde ergeben sich folgende dividierte Differenzen:
1. —0,0000692
2. —0,0000669

Und als letzte dividierte Differenz ergibt sich: 0,0000008, womit wir folgende Interpolations-
formel erhalten:

p(z) = 1,7403627 + (z — 55)0, 0078253
+ (x — 55) (2 — 56)(—0,0000692)
+ (@ — 55) (2 — 56)(x — 57)0, 0000008
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2.6 Bemerkung (Geschickte Berechnung mit dem Horner-Schema)
Zur geschickten Berechnung des Interpolationspolynoms p(z) benutzen wir das sog. HORNER-
Schema:

p(x) = yo + (z — 20) (8ylzo, 21] + (& — 1) (%y[wo, 21, 2]
(2= 22) (- F (&= 21)8" w0, 20])))
Was zum folgenden Algorithmus fiihrt:

2.7 Algorithmus
Setze

s:=0"y[zo, ..., xn]
und fir ¢ < n:
5= 0" "ylzo, ..., xp_ i)+ 5 (T —xn_y)

und p(z) :=s

2.2 Fehler bei der Polynominterpolation

2.8 Motivation

Wir wollen folgendes Problem untersuchen:

Wir haben eine Funktion f : [a,b] — R und interpolieren f in xg,...,z, € [a,b], wobei
yi = f(xi).

Fiir das Interpolationspolynom (IPP) p gilt: p(x;) = f(x;) fir i < n.

Was 148t sich iiber den Interpolationsfehler f(x) — p(z) fir = € [a, b] sagen?

2.9 Hilfssatz (Quasi-Mittelwertsatz)

Sei f k-mal diffbar, dann bezeichnen wir 6% f[xo, ..., zx] = 6*y[zo, ..., 2] mit y; = f(z;).
Dann gilt:
(k)
¢ € (minzg maxa) s 0 S, ] = 1O
BEWEIS

Setze d(x) = f(z) — p(z), wobei p IPP zu f vom Grad < k ist.
Wir sehen sofort, dafl d(x;) = 0 fiir i < k.

Nach dem MWS gilt

3505517"'7€k—1 d/(fz) =0

Weiter finden wir wieder mit der Hilfe des MWS

37707771a"'577k—1 d”(nl) =0
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Dieses Verfahren iteriert man solange, bis man erhélt:

3 dPE) =0

wobei f®) (&) = p®™ (&) = K16" flao, ..., ). O

2.10 Bemerkung
flir £ = 1 ergibt sich der bereits bekannte Mittelwertsatz:

Kapitel 2

f(x1) — f(20)

xr1 — Xo

= f'(§)

2.11 Satz (Fehler beim Interpolationspolynom)

Sei f : [a,b] — R € C""!([a,b]) und sei p das IPP zu f in x,...,7, € [a,b], wobei
degp < n.

Vz € [a,b] 3¢ = &(x) € (a,b):

BEWEIS

Sei Z € [a, b] beliebig. Zeige, dal die Behauptung fiir z gilt:

Falls x = z; ist, ist die Formel offensichtlich richtig. Sei daher im folgenden Vi <n & # x;
Sei p das IPP zu xg, ..., 2y, z: p(z;) = f(x;) und p(z) = f(z).

Nach der Newtonschen Interpolationsformel ergibt sich:

p(x) = p(x) + (x —x0) ... (x — x) - 0" flzo, . .., Ty, Z]

Nach dem Hilfssatz wissen wir, daf3

(k)
gilt, womit gilt:
(n+1)
p(z) :P($)+($—x0).,_..(3§_$n)m

womit wir durch Umstellung der Gleichung mit dem Beweis fertig sind. O
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2.12 Beispiel
Wir greifen auf das Beispiel des vorgehenden Kapitels zuriick. Dabei betrachteten wir

Inx

f(z) =logjpz = In10

wobei [a, b] = [55, 58]. Es gilt auBerdem:

fa)= s @)= @)= s f =
Fir x € [55, 58] ist damit
9@ <
Damit ist
1og10(56,5) — p(56,5)| < 1,5-0,5-0,5-1,5- — 0. £ ~7.1079
554In10 4!

2.13 Frage (Ausblick)

Wir sehen, dafl der Fehler im Wesentlichen von der Funktion sowie von der Wahl der Punkte
ab.

Wir fragen uns, wie wir die Punkte wahlen miissen, damit der Fehler moglichst klein wird,
d.h.

max |(z —xg)...(x — x,)|
z€[a,b]

moglichst klein wird.

Dies fithrt zur sog. TSCHEBYSCHEFF-Interpolation, die wir im néchsten Kapitel behandeln
werden.

Wir stehen vor einem weiteren Problem:
Wir erhalten fiir ein Paar nur , gestorte Werte: (z,¢;). Damit erhalten wir ein neues IPP
p(z), d.h. wir wollen p(x) — p(x) berechnen.

2.14 Satz (Lagrange-Interpolationsformel)
Das IPP p durch (x;,y;) mit ¢ = 0,1,...,n ist gegeben durch:

ﬂf—[L‘j

plx) = wili(z),  Li(x) =]

i=0 A 0T

1, 1=

und deg¥; = n
0, sonst &%

Dabei hat das Lagrange-Polynom /; die Eigenschaft ¢;(z;) = {
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BEWEIS
Setze q(x) := Y1 o yili(z) mit degg <n

n

q(zx) =Y yili(zr) = u

i=0
Damit ist das g ein IPP vom Grad < n und wegen der Eindeutigkeit des IPP gilt: p = ¢q. o

2.15 Bemerkung

Wenn p(z) = Yir o yili(z) das richtige IPP ist und p(z) = >y vili(x) das IPP fir die
, gestorten” Werte.

Wir mochten den Fehler genauer bestimmen und erhalten iiber die Dreiecksungleichung:

Ip(x) = () < D1y — gl - i) < D Mi(@)] - max [y; — 7|
1=0 1=0

i=0,...,

2.16 Satz (Lebesgue-Konstante)
Wir bezeichnen mit

die Lebesgue-Konstante zu den Knoten x, ..., z, und zum Intervall [a, b] und es gilt:

max [p(z) —p(z)] < An - max [y; — gl

z€|a,b] 1=0,...,n

Dabei ist A,, die kleinstmogliche Konstante in einer solchen Ungleichung.

2.17 Beispiel

Wir betrachten das Intervall [—1, 1] mit einer dquidistanzen Unterteilung, d,h. x; = —1+ %

Wir mochten nun die Lesbegue-Konstanten berechnen:
Ao =40, Ay~ 30000, Ay~ 10"

Das Problem ist, dal das Lagrange-Polynom sehr stark zwischen den Knoten schwankt.
Wir kénnen eine Naherung fiir grofie n fiir die Lesbegue-Konstante angeben:

2n+1
Ay =

e-n-logn

d.h. die Konstante wéchst exponentiell mit n an, d.h. wir miissen bei Polynominterpolation
hohen Grades vorsichtig sein.

Kapitel 2
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2.18 Bemerkung
Wir werden spéter ein Verfahren kennenlernen, bei dem A,, < 4 fiir n < 100 ist und das uns
die Knoten dafiir geschickt wéahlt.

2.19 Frage
Wir fragen uns, ob die Polynominterpolation zur Approximation von Funktionen iiberhaupt
geeignet ist.

2.20 Satz (Bestapproximationsfehler)
Sei f : [a,b] — R eine bel. Funktion.
Wenn p ein IPP zu f in xo,...,z, € [a,b] ist, dann gilt:

z€[a,b] degg<n \ z€]a,b|

max |f(z) —p(z)] < (Ap+1) inf <maX f (@) — Q($)|>

Dabei stellt die linke Seite den Interpolationsfehler dar und die rechte Seite den Bestap-
proximationsfehler.

BEWEIS
Sei ¢ ein bel. Polynom vom Grad < n. Betrachte

f=-p=(—-a)+(q—p)

Wir wissen, dafl ¢ IPP zu sich selbst ist in xg, ..., .
Wir wissen, da8 wenn y; = f(z;) und y; = q(z;) gilt:

max |p(x) —q(z)| < Ap max [f(z;) — q(wi)| < An max [f(z) — q(2)]
z€|a,b| 1=0,...,n x€a,b]

Somit ergibt sich mit der Dreiecksungleichung;:

max |f(z) —p(z)| < (14 An) max |f(z) — q(z)]
z€[a,b] z€la,b] O

2.3 Tschebyscheff-Interpolation

2.21 Motivation

Wir wollen im Folgenden f : [a,b] — R durch Polynominterpolation mit ,, giinstigen* Stiitz-
stellen betrachten.

Dazu betrachten wir 0.B.d.A. statt [a,b] das Intervall [—1, 1].
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2.22 Definition (Tschebyscheff-Polynom)
Wir definieren als n-tes Tschebyscheff-Polynom:

T, (x) = cos(n arccos(z)), z € [—-1,1]

2.23 Hilfssatz (Eigenschaften der Tschebyscheff-Polynome)
Das n-te Tschebyscheff-Polynom ist ein Polynom vom Grad n mit folgenden Eigenschaften:

1. To(x) = 1,T1(x) = = und allgemein gilt fiir n > 1

Toi1(z) = 22T, (x) — T (), To(z) = 2"t + O(z™ 1)
2. |Tn(z)| < 1 und fiir k € N gilt:

T, (cos k:7r> = cos(km) = (—1)*

n
3. Fiir k € N gilt:

T, <cos W) = cos (W) =0

BEWEIS
1. Sei = cos . Dann ist cos((n + 1)¢) + cos((n — 1)¢) = 2cos ¢ - cos(ny), womit die
Rekursion gezeigt ist und man damit sieht, dafl dies Polynome sind.

2. Betrachte Beschrianktheit des Kosinus bzw. Extrempunktverhalten

3. klar O

2.24 Beispiel
Wir erhalten folgende Polynome:

1. Ty(z) =222 -1
2. T3(z) = 22(22% — 1) — o = 423 — 32
3. Ty(x) = 82% — 822 — 1

2.25 Hilfssatz (Abschitzung der Maximalwerte)
Sei ¢ ein Polynom vom Grad n, ¢(z) = 2" '2" 4 ... und ¢ # T},. Dann gilt:

To(z)| = 1
Jnax lq(z)| > Jax T ()]

BEWEIS

Angenommen, es gilt |¢(x)| < 1. Wir wissen, da T,,(1) = 1 und T, (cos T) = —1 ist.

Nach dem ZWS hat ¢ — T}, eine Nullstelle in [cos T, 1]. Falls cos 7 eine Nullstelle ist, dann
ist sie eine doppelte. Ebenso muf es in [cos 27”, cos n| eine Nullstelle geben.

Diesen Gedankengang kann man fortsetzen.

Also hat ¢ — T}, n Nullstellen in [—1, 1]. Andererseits wissen wir, dafl deg(q — T},) < n — 1,

also mufl ¢ = T, sein, was aber im Widerspruch steht zu g # T,,. O
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2.26 Satz (Nullstellen des Tschebyscheff-Polynoms)

Unter allen (zg,...,z,) € R"! wird
acg[lfaffl] |(x —x0) ... (x — )|

2k+1
n+1

minimal und zwar 2% fir zp = cos ( g) und die zj sind die Nullstellen von T}, 1

BEWEIS
Die Behauptung ergibt sich unmittelbar durch den vorgehenden Hilfssatz durch Multiplika-
tion mit 2"*! und Anwendung der Eigenschaften eines Tschebyscheff-Polynoms. O

2.27 Satz (Lebesgue-Konstante beim Tschebyscheff-Polynom)

Die Lebesgue-Konstanten zu den Tschebyscheff-Knoten xp = cos ijll g) fur k£ =
0,...,n zum Intervall [—1, 1] erfiillen:
A, <3 n < 20
A, <4 n < 100
2
A= —logn n — 00
T

Dies ist ein sehr viel besserer Fehler als bei der dquidistanten Unterteilung.

BEWEIS
Direkte Rechnung, die Approximation wird nicht bewiesen. O

2.28 Bemerkung

Die Tschebyscheff-Knoten liefern eine fast-optimale Polynomapproximation an f.

Wir werden im Folgenden noch weitere Eigenschaften sehen, die die Berechnung von Inter-
polationspolynomen zu Tschebyscheff-Knoten vereinfachen.

2.29 Hilfssatz (Orthogonalititsrelation)
Die Tschebyscheff-Polynome sind orthogonal beziiglich des Skalarprodukts:

1

(f.g) = / L @)y da

-1
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BEWEIS
Es gilt:
1
1
(T T;) = / )T () da
1 (q]
’ o
=-— / cos(ke) cos(jp) de -
™ Q.
(4]
mit Additionstheoremen: X
r1 . .
= / 5 (cos(k = j)p + cos(k + j)g) dy
0
0, k#j
—35, k=740
m, k=j5=0
womit die Behauptung gezeigt ist. O

2.30 Satz (Orthogonalitidt der Tschebyscheff-Polynome)

Die Tschbyscheff-Polynome Ty, .. ., T, sind orthogonal aufeinander beziiglich des Skalar-
produkts auf dem Vektorraum der Polynome vom Grad < n:

n

(f.g) =>_ fl@)g(a)

=0

wobei xg, ..., x, die Nullstellen von 7},;1 sind.

BEWEIS

Daf3 es sich dabei um ein Skalarprodukt handelt, ist klar. Betrachte nun
" 204+ 17
(Th, T3) = ng(xl)Tj(xl)a Xy = COs <n+12>

Wegen der rekursiven Formel gilt:

1
Ty.(z1) = cos(k - arccos ;) = cos (k (l + 2) h) , [ —
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Damit ergibt sich dann fiir das Skalarprodukt:
= S o+ ) o120
e, T 2 cos ) cos | j 5
1& ) 1
2Z(COS( <l+ )h)+cos<(k:+])(l+2>h)>
I=

% (Zexp <l+;)h)+;exp(i(k+j)<l+;)h)>
0, k#j

={i(n+1), k=j#0

n+1, k=j=0

womit die Behauptung gezeigt ist.

2.31 Satz (Aussehen der IPP mit Tschebyscheff-Knoten)

Das IPP zu f in den Tschebyscheff-Knoten z, ..., z, (Nullstellen von T},41) ist gegeben
durch

1

p(x) = 500 +aTi(z)+...4+ e Th(z)

wobei man die Koeffiezienten leicht iiber die folgende Formel berechnen kann:

9 & A+ 1n At1r
C’“_n+12f<cos<n+12)> (k +12>

=0

BEWEIS
Betrachte das Skalarprodukt von p und Tj:

1
»,T) = §Co<To, Ty) + (T, Te) + .+ (T, Tie)

wegen Orthogonalitit gilt

n+1
2

<p7 Tk) = Ck
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und damit:
25T = —— 3 () Talan)
C = =
k n—i—lp’k n+1l:0p$l E\T]
= 2N fa)Th(m)
- n+1 ar ZTp)LE(Ty
2 " 204+ 17
- .
womit die Behauptung folgt. 0

2.32 Satz (Clenshaw-Algorithmus)
Sei p ein bel. Polynom vom Grad < n fiir das gilt:

1
p(x) = €0 +aTi(z)+ ...+ enTh(x)

Sei dp 42 = dpt1 = 0. Setze dann

dp =cp+2x-dyy1 —dpye firk=nn-—1,...

Dann ist

ple) = 5(do — da)

BEWEIS
Wir verwenden fiir den Beweis die Rekursionsformel fiir die Tschebyscheff-Polynome:

Tk+1 (x) = Qka(.%') — kal(x)

und damit

1
p(z) = 560 +aTi(z)+... —i—\chJTn(x)

und fiir K =n — 1 ergibt sich:

1
p(x) =zco+aTi(z)+ ...+ (cn—1 + 22 - dp) T—1 ()

2 —
=dp-1
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und fiir kK = n — 2 ergibt sich:

1
p(z) = €0 +caTi(z)+ ...+ (ene3 — dp—1)Tn—3(x) + (cn—2 — dp + 2xdp—1) Tr,—2(x)

=dp—2
Dieses Verfahren wiederholen wir solange, bis wir auf die folgende Gleichung kommen:

1
p(x) = (CO - dz) + ¢1 — ds + 2xdy Ty (x)
— =

2
=dy =x
1
= —¢co — dy + xdq
2
1
= 5 (CO + 2xdy — dg) —dy
—do
1
= —(dg— d
5 (do — da)
womit die Behauptung per Induktion folgt. O

2.33 Bemerkung (Allgemeine Bemerkung iiber Rekursionen)

Bei der Verwendung von Rekursionen ist es wichtig, wie sich Fehler (z.B. Rundungsfehler)
fortpflanzen, z.B.

Sei xp+1 = 10z, — 9 mit £y = 1, damit ist x,, = 1 Yn. Hitte man nun als Anfangswert

29 = 1+ ¢, dann wéare £, = 1+ 10"¢.

Dies ware eine instabile Rekursion.

2.34 Hilfssatz (Stabilitdt des Clenshaw-Algorithmus)
Betrachte zum Clanshaw-Algorithmus gestérte Rekursion

di = cx + 22djy1 — digo + &5

wobei die £, Rundungsfehler im k-ten Schritt sind. ) .
und wir betrachten als Startwerte d,,+1 = dp+2 = 0 und wir setzen p(z) = %(dg —da).

Dann gilt:

BEWEIS
Setze e = di — di, wegen Lineartitit der Rekursion gilt:

ek = €k + 2Tep41 — €2

mit ep42 = e,41 = 0. Somit gilt nach dem Clenshaw-Algorithmus:

1 1
5(60 —eg) = 560 +eTi(z)+ ...+ e, Th(x)
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Damit ergibt sich, dafl

1

e~ e2) = 50l )~ (o — ) = pte) ~ (o)

1
2
wegen |T(z)| <1 fir |z|] < 1 erhalten wir:

B 1
p(x) — p(x)| < §|€0’ +le1] + ... 4 |en]

2.35 Bemerkung

Approximationen durch Linearkombinationen von Tschebyscheff-Polynomen wird im Ta-
schenrechner zur Berechnung von Funktionen wie der Logarithmus, Exponentialfunktion,
Sinus und Kosinus verwendet.

2.36 Beispiel (zur Approximation im Taschenrechner)

Wir wollen im Taschenrechner den Logarithmus berechnen.

Im Taschenrechner liegen alle darstellbaren Zahlen zwischen 0 < zpin < = < Tyax-

Der Taschenrechner arbeitet mit der Gleitpunktdarstellung: x = [1b1bs . .. bys]2 - 2.

Der Ausdruck im Binérsystem ist dabei 1451271 +b9272 4. . . +b3,2~M die sog. Mantisse und
N der Exponent. Daher kénnen wir auch im ,normalen® Zahlensystem auch xz = (1 +1) -2V
schreiben.

Wir konnen daher den Logarithmus folgendermafien darstellen:
logx =log(1+t)+ N -log2

wobei wir ¢ € [0, 1] beschrianken konnen.
Durch die Tschebyscheff-Approximation erhalten wir:

1+«

5 — rz=2t—1

[—1,1] = [0,1] :z —t =

Der Interpolationsfehler ergibt sich dann durch

1+z _ I ()" tn-1! /1\"
A1+ 5) ~ple) = =0 @) Gy (3)
und damit
1+l’ —n 1 -n __ 1 —n

Es ergibt sich z.B. dadurch fiir n = 15, da der Fehler kleiner als 10~ wird.
Die Koeffizienten fiir die ¢, erhélt man nach dem vorgehenden Satz und wir sehen (was sogar

allgemein fiir glatte Funktionen gilt), dal diese Koeffizienten ¢ sehr rasch gegen 0 gehen.

Um also eine Genauigkeit von 1078 zu erzielen, braucht man c, . .., cg. Zur Auswertung des
IPP mit dem Clenshaw-Algorithmus sind etwa 10 Multiplikationen notwendig.
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2.37 Bemerkung (Vergleich mit der Taylorreihe)
Wir wollen die Taylorreihe mit dem Tschebyscheff-Polynom vergleichen und sehen, dafl bei
der Taylorentwicklung

log(1+1t) = i (_;)ktk
k=1

die Koeffizienten sehr langsam abfallen. Damit gibt sich fiir die Genauigkeit von 1078 etwa
108 Terme.

2.4 Hermite-Interpolation

2.38 Motivation
Wir betrachten nun folgendes Problem:

Wir haben (z;,vi,v;) gegeben fiir i = 0,1,...,n und mochten ein IPP finden, fiir das gilt
L p(xi) = yi
2. () =

2.39 Idee

Dazu betrachten wir folgende Idee:

Wir bilden die dividierten Differenzen aus folgenden Werten: (zo,yo) und (zo + £, yo + £yp)

(x1,11) und (21 + &, 91 + €y]) usw.
Danach werden wir ¢ — 0 laufen lassen.

Mit der Newtonschen Interpolationsformel erhalten wir folgendes IPP:

pe(x) = yo + (x — z0)yh + (x — x0)(x — 20 — €)6%[20, 20 + €, 21] + . ..
+(x—zo)(x—20—¢)...
(@ =) (@ — 2y — )0 [zo, o+ €, T 1, Tt + €, Ty
+(z—xzo)(z—x0—¢€)...(x — Tp_1)(T — Tp_1 — €)

5y2”+1y[1‘0, xo+E, ..., Ty, Ty + €]

(= xp)
Wir definieren §2y[xg, zg, 21] = lin% 62y[xo, o + €, 21] entsprechend §3y|xo, zo, 21, 1], usw.
E—

Wir setzen nun p(z) = lin% pe(z) und erhalten damit:
e—

p(x) = yo + (x — 20)yh + (x — z0)(x — 20)0°[x0, 0, 1] + . ...
+ (z —z0)(x —x0) ... (T — Zp_1)( — Tr1)0?"Y[T0, 0, + -+ Ty 1y Tr1, T
4 (x —20)? ... (2 — 2p_1)*(x — 2)0%" T y[z0, 20, . . . , Tp, T4y
Wir erhalten damit ein Polynom vom Grad < 2n+ 1 und miissen noch zeigen, daf p(x;) = y;
und p'(z;) = vy, gilt.
Es ist auflerdem klar, daf3

plx;) = gig(l)ps(:m) =y
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und

pe(mi +e)=vi+ey,  pe(x) =y
Damit ist

/ pa(xi "’5) _pa(mi)

y; = . = pL(w; +¢e&)

wobei sich das zweite Gleichheitszeichen nach dem MWS ergibt und daraus ergibt sich, dafl

p(z;) = gij%p’s(:ci +eé) =y,

2.40 Satz (Eindeutigkeit der Hermiteschen Polynome)
Die Hermiteschen Polynome sind eindeutig.

BEWEIS

Sei ¢ ein weiteres Polynom vom Grad < 2n + 1 mit ¢(z;) = y; und ¢/(z;) = y}.
Also ist p — g ein Polynom vom Grad < 2n + 1 mit doppelten Nullstellen x;:

n

p(z) = q(@) = ¢ [[(e — @)

1=0

Der linke Term hat dabei den Grad < 2n + 1 und der rechte hat den Grad 2n + 2. Also ist
¢ =0 und damit p = q. O

2.41 Satz (Hermite-Interpolation)

Zu (x;,vi,y,) fiir i = 0,...,n fir verschiedene z; existiert ein eindeutiges Polynom vom
Grad < 2n + 1 mit p(x;) = y; und p/(x;) =y, fir i =0,...,n.

Es kann mithilfe der Newton’schen Interpolationsformel mit doppelt geschriebenen Kno-
ten berechnet werden:

p(x) =yo + (x — o)y + (x — 0)*6%y[wo, xo, 1] + ...

+(x—x0)? ... (2 — xp1)? - (@ — 2)02" [0, 20, . . ., Ty )
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2.42 Satz (Fehler bei Hermite-Interpolation)

Sei f : [a,b] — R mind. (2n+ 2)-mal stetig diffbar und zo, ..., z, € [a, b] alle verschieden
und p das Hermite IPP zu (z;, f(z;), f'(z;)). Dann kann man den Fehler folgendermafien
abschétzen:

Voelat] =€) e @b 1) pla) = (@ —a)?... (o — L)
) ) 0 cee n (27'L n 2)'
BEWEIS
Wir kennen bereits den Fehler fiir das NEwTONsche und leiten dies vollig analog und einfach
her. O

2.5 Spline-Interpolation

2.43 Motivation

Spline bedeutet eine Metal- oder Holzfeder, die zwischen Punkten eingespannt werden soll.
Wir suchen also eine Glatte Funktion, die durch vorgegebene Punkte geht, d.h. wir wollen
die zweite Ableitung minimal bekommen.

2.44 Konstruktion
Wir suchen eine Funktion so, daf§ s(z;) = y; und fab s"(x)2dxr minimal wird, d.h.

b b

/5"(33)2 dx < / (s"(z) + 5h"(x))2 dx

a a

Wenn e € R Vh: [a,b] — R ist zwei mal diffbar mit h(z;) = 0. Damit:

b b b
/s"(x)2 dr + 2¢ / s"(z)h () dz + & / R (z)? dx
a a a
>0

Wir sehen, dafl die obige Ungleichung erfiillt ist, wenn der mittlere Term Null ist, d.h.

b
/ S (@)W (@) dz =0 Vh, h(zs) = 0

a

durch partielle Integration erhalten wir:

—_——
=0

b b
/ S (@) (@) da = [ ()b (@)]’ — / (2 () dx
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Wir nehmen nun an, daf§ s"/(z) stiickweise konstant ist, d.h. s = a; und wir erhalten:

2.45 Definition ((kubischer) Spline)
Ein (kubischer) Spline zu Stiitzstellen a = xg < 21 < ... < xz, = b ist eine Funktion
s [a,b] - R mit

L. si(z) = s|z,_, o, ist ein Polynom vom Grad < 3

2. 5:[a,b] = R € C%([a,b])

2.46 Satz
Sei f : [a,b] — R € C?([a,b]) und sei s der interpolierende kubische Spline zu f, d.h.
s(z;) = f(x;) und zudem s'(a) = f’(a) sowie s'(b) = f'(b) (ein sog. eingespannter Spline),
dann gilt:

/b s"(z)? dx < / f"(x)* dx

a

BEWEIS
Der Beweis ergibt sich sofort aus der Betrachtung, dafl e = 1 ist. O

2.47 Konstruktion (des Polynoms)

Seien (z;,y;) fur ¢ < n gegeben und a = 9 < z1 < ... < x, = b konstruieren einen
interpolierenden Spline s, wobei wir dies in lokale Polynome vom Grad < 3 aufteilen, die
wir s; nennen:

Sz(ﬂcz) = Yi, Si(xi—l) =Yi—1
und

(i) = v, si(wi—1) = vi1

s
Wobei wir die v; noch nicht kennen, aber berechnen kénnen {iiber:

si(7) = yi—1 + (v — i—1)0y[zi-1, 2] + (2 — 1) (2 — 23) (qi(x — 2i-1) + Bi(z — 35))
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Damit ist s/(x;_1) = 6y[zi_1, 7] + h2B; = v;_1 und si(z;) = Sy[zi_1, 7] + h2a; = v;.
Hiermit erhalten wir fiir die Formel fiir den Spline, wenn wir die Ableitungen kennen:

si(x) = yic1 + (x — zi—1)0y[mi_1, Ti]

(z — xl)gg ~ %iz1) ((vi = 0y[zi—1, ]) (2 — 1)

+ (vic1 = Sylzi1, z)) (@ — ;)

+

Fir bel. vy,...,v, erhalten wir also s : [a,b] — R stiickweise kubische Polynom, welches
mindestens einmal diffbar ist und s(x;) = y;.
AuBlerdem soll gelten, dal vg = s'(a) = f'(a) und v, = s'(b) = f'(b).

Wir miissen nun vy, ...,v,-1 so bestimmen, daf§ s : [a,b] — R wenigstens zwei mal stetig
diffbar ist, d.h. s} (z;) = s, (zs).

Dies sind n — 1 Bedingungen fiir n — 1 Unbekannte, was uns sehr freudig stimmt, wenn diese
noch unabhéngig sind.

Wir erhalten aus der der Formel fiir den Spline folgende Bedingung:

st (xi) = — (2v; + vi—1 — 30y[wi_1, 7))

2
h;
und

2
siiy (i) = _T—H (Vig1 + 2v; — 3dy[x;, xi41))
(3

Wir fordern also, dafl beide Ableitungen gleich grof3 sind und erhalten folgendes LGS:

Vio1 1 1 ) Vit1 (51/[967;—1, x;]  Oy[wi, Tiq1] )
21 — i =3
h; * <hz’ * hit1 Vit hit1 h; * hit1

Dies kénnen wir als Matrix auffassen und sehen sofort, daf sie tridiagonal, symmetrisch und
diagonaldominant ist:

2 (hil + h712) hLQ V1 b1

wobei b; die folgenden Werte annimmt:

by =3 <5y[900,$1] n 51/[151,»”62]) _ Yo

h1 ho h1
dylzi—i, i 5y[93i7$i+1])
b =
s ( h; * hiv1

5y[$n—2u JUn—l] 5?/[3771—1; l'n] > Un
3 _
( hn—l * hn
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2.48 Satz (Beschrinkung der Losungsvektoren)
Sei Av = b das oben beschriebene LGS, dann gilt

h
max |v;| < — max |b;], h = max h;
1 2 (2 7
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2.49 Satz (Eindeutigkeit und Existenz der interpolierenden Splines)
Der eingespannte interpolierende Spline existiert auf eine eindeutige Art und Weise durch
Lésen des oben angefiihrten LGS.

2.50 Bemerkung
Fiir eine dquivistante Unterteilung sieht A folgendermaflen aus:

4 1 U1 b1
1[4 _
h 1 -
14 Un—1 bnfl
Dabei gilt:
3
by = 72 (y2 — yo) — hwo
3
bk;Zﬁ(ykﬂ—yk—l) k=2,...,n—2

3
bp—1 = ﬁ (yn - yn—Q) — hvy,

Durch das Lésen von Av = b mit dem Gauf-Algorithmus ergibt sich dann die folgende
Matrix:

d 1
1 do 1

1 dg =

U1 1

1 dp Un—1 Cn—1
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wobei
di =4
1
dpar =4 — - k<n-—2
k
Clzbl
Ck
Ck+1:bk+1—d7k kSTL—2

Damit lassen sich ebenfalls rekursiv die vy berechnen:

v Cn—1
n—1 —
dn—l
Ck — Uk+1
VE — 7d
k

2.6 Fehler bei der Spline-Interpolation

2.51 Motivation
Sei s der eingespannte interpolierende Spline und f : [a,b] — R.
Wir wollen nun den folgenden Fragen nachgehen:

1. Wie grof} ist der Fehler, also gibt es eine Abschétzung fiir |f(x) — s(z)|?
2. Wenn wir leicht gestorte Werte haben, also statt (x;,y;) haben wir (z;,7;). Wie grof3
ist die Abweichung des Splines, also |s(z) — 5(z)|?
2.52 Bemerkung (Vorgehensweise fiir die Fehlerabschitzung)
Wir betrachten zur Abschétzung des Fehlers |f(x) — s(z)| folgende 3 Schritte:
Lo f' () — v <7

2. Sei p; das Hermite-IPP zu f in x;_1 und z; und s; der Spline mit Grad s; < 3. Dadurch
erhalten wir einen Fehler fiir |p;(x) — s;(x)|?

3. Fir die Hermite-Interpolation kennen wir bereits den Fehler fiir |f(x) — p;(z)|.

2.53 Satz (Fehler bei der Spline-Interpolation)

Sei f : [a,b] — R 4-mal stetig diffbar und s das interpolierende kubische Spline zu f in
x0, ..., Tpn € [a,b] mit

s'(a) = f'(a) und §'(b) = f'(b), h = max; h; und h; = x; — 2;_1. Dann gilt:

_ Y (@)
() = s(a)| < g7 max [7(€)

BEWEIS
Um dies zu beweisen, betrachten wir die folgenden Hilfssétze. O
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2.54 Hilfssatz (Abschitzung der Steigungen der Splines)
Unter der Voraussetzungen des Satzes gilt:

3

h
/
< —
|f (xz) 'Uz| =91 51611[3)2}| (5)‘

BEWEIS

Wir fithren den Beweis der Einfachkeit halber nur fiir den dquidistanten Fall.
v; sind definiert durch

1 3
7 (vie1 +4v; + viq1) — 72 (f(zir1) = f(xi-1)) =0
Wir untersuchen zunichst den Defekt, wenn man hier v; durch f’(z;) ersetzt:

(i) + 45 @) + £ @i0)) = o7 (i) = @) =,

S| =

Mit der Taylorentwicklung ergibt sich:

2
Flwisa) = F@e) + hf o) + o i) +

und analog

1
Flaien) = /@) + hf (@) + o )+ 1 [ 55 r0+ mya
0

Durch Einsetzen in die obige Bedingung ergibt sich:

1
= h? <1_t (1_t)>f(4(a: + th) dt
e f ;

>0

L 2 2
+h2/<(1 2!t) -3t 3!t) )f(@(xi_th)dt
0

>0

Durch den Mittelwertsatz ergibt sich:

h? h?
_ N 4)
51/ (€>+24f (¥)
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Damit ergibt sich:

h2
6, < = max | (x)]

2 z€la,b]

Die Differenzen f’(z;) —v; =: e; erfiillen ein LGS, was sich mittels folgender Gleichung 16sen
1a8t:

3

h h
| < < (4)
les] < 5 m;tXlé \ 51 rg%\f (z)] .

2.55 Bemerkung
Sei s; das auf [z;_1, z;] eingeschrinkte Polynom vom Grad < 3 mit s(x;—1) = f(z;-1), s(x;) =
f(x;) und §'(2;_1) = v;—1 und §'(z;) = v;., dann ist s;(x):

si(x) = f(wi—1) + (2 — xi—1)0 flri1, 2]

(z - xn; —5) (0 — 6f i, 2i)) (@ — 3i1)

+ (i1 = 8f [z, i) (@ — 1))

Betrachte nun zusétzlich die Hermite IPP p; vom Grad p < 3, wobei gilt

pi(zic1) = f(zic1),  pixi) = f(zi),  pilwic) = f@ica),  piles) = (@)

und hat die gleiche Form wie s;(x), nur dafl v;—; durch f’(z;—1) und v; durch f'(z;) ersetzt
wird.

2.56 Hilfssatz (Abschitzung von Spline-Interpolation und Hermite Interpolation)
Unter den Voraussetzungen vom Satz und mit der Beziehung zwischen Hermite IPP
und Spline-Interpolation fiir z € [z;_1, z;] gilt:

4
5:(2) — pi(a)] < o max [FOO)

96 ¢efa,b]
BEWEIS
Es gilt:
(x — ) (x — x4-1)
si(@) - pil) = - (v = F' (@)@ = 2im1) + (i1 — F(2i-0)) (& — 7))
<)
Damit gilt fiir den Betrag;:
3 h4
|si(z) — piz)| < **maXIf(“)! +h < — - max | f¥)

424 — 96 O
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2.57 Hilfssatz
Fiir die gleichen Voraussetzungen wie oben und z € [z;_1, x;] gilt:

h4
@) = @) < 5

(4)
e L)

BEWEIS (DES HAUPTSATZES)
Wir kénnen nun einfach den Hauptsatz beweisen. Nach der Dreiecksungleichung gilt:

Kapitel 2

[f (@) = si(2)| < |f(2) = pi(@)| + |pi(z) — si(z)]
und damit folgt mit Hilfe der Hilfssétze die Behauptung. O

2.58 Bemerkung (Vorgehensweise zur Abschitzung des Fehlers)
Sei s der Spline zu (x;,y;) und § der Spline zu (z;,¥;). Wir wollen die Differenz von diesen
Splines wissen und sehen:

n

s(@) = 3(@) =Y _(yi — 5i) - li(w)

=0

wobei ¢;(z) die sog. Lagrange-Splines sind mit

1, i=3j

wa={y 3w =dm=0
0, sonst

Im Gegensatz zur Polynominterpolation oszillieren die ¢; nicht iiber alle Grenzen hinweg,

sondern sie fallen weg vom Hochpunkt ¢;(z;) ab. Dies kénnen wir zeigen:

2.59 Proposition (Abfallen der Lagrange-Splines)

Sei vj = £;(x;) mit i fest fiir 4quidistante Stiitzstellen erhalten wir ein LGS:

Die Matrix hat auf der Hauptdiagonalen iiberall 4 und ober- und unterhalb Einsen. Der
Loésungsvektor hat an der ¢ — 1. Stelle % stehen und an der ¢ 4+ 1. Stelle —% stehen.

Mit der GauB-Elimination erhalten wir dann: Fur k < i ergibt sich: v, = _ivk+1 und fiir

k > 1 ergibt sich: v = —ivk—y
Damit nimmt |vg| rasch ab, also bleiben Stérungen nur lokal und nicht global wirksam.

2.60 Proposition (Genauere Abschitzung fiir die Lagrange-Splines)
Wir betrachten nun

|s(x) = 5(x)] < Ap max [y; — Gil
i<n

wobei wir A, analog zu frither als Lebesgue-Konstante bezeichnen:
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2.61 Satz (Lebesgue-Konstante bei dquidistanter Unterteilung)
Mit einer geeigneten Rechnung kann man zeigen, dafl die Lebesgue-Konstante < 2 Vn €
N

2.62 Zusammenfassung (Vergleich der Verfahren an einem Beispiel)

Sei f(x) = /o] fiir x € [-1,1].

Wir betrachten nun die Interpolation fiir verschiedene Interpolationsverfahren

1. Die Polynom-Interpolation mit dquidistanter Unterteilung fiir n Punkte konvergiert
fiir n — oo nur in —1,0 und 1.

2. Die Polynom-Interpolation mit den Tschebyscheff-Knoten konvergiert gleichméfig auf
[—1,1]. Wobei der Fehler etwa mit % geht.

3. Bei der Spline-Interpolation mit dquidistanter Unterteilung konvergiert gleichméflig auf
[-1,1] und der maximale Fehler geht mit %, auflerhalb von (—¢,¢) geht der Fehler

.. C.
mit por

N8
4. Bei der Spline-Interpolation mit bei 0 verfeinertem Gitter, d.h. z; = (%) geht der
maximale Fehler bei [0, 1] mit n%

Fiir glatte Funktionen ist fiir die Forderung einer hohen Genauigkeit die Tschebyscheff-
Interpolation die beste Wahl, sonst ist die Spline-Interpolation am besten.

2.7 Numerische Differentiation

2.63 Motivation

Die Problemstellung dieses Abschnittes: Wir haben eine Funktion f : (a,b) — R, wobei
f € CY([a,b]), gegeben und wir méchten niherungsweise f’(z) fiir einzelne Punkte oder gar
die Funktion f’ berechnen.

2.64 Konstruktion (Erste Ndherung mit dem Differenzenquotienten)
Da der Differentialquotienten mit

Fe) — g L) =)

h—0 h

definiert ist, ergibt sich fiir den Fehler iiber die Taylorentwicklung, falls f € C?([a, b]):

3 € fao, o + b - LETZT@ iy 4 gy o petier = 270

Wobei es eine Schwierigkeit ist, dafl h — 0 auf Computern schwer zu realisieren ist. Daher
miissen wir mit einem Rundungsfehler rechnen.
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2.65 Bemerkung (Rundungsfehler)

Wir berechnen also statt dem gendherten Differentialquotienten nun
den Rundungsfehler bezeichnet.

Wir wiirden aber fiir o — 0 ein 7 — oo beobachten (am Computer sicherlich eher gegen

einen konstanten Wert)

—f(ﬁh);f(m)ﬂ, wobei

Wir nehmen im Folgenden an, daf} eps = ¢ ist.

Dabei ist eps die kleinste Maschinenezahl mit [1 + eps]gerundet 7 1.

Es ergibt sich fiir unser Problem, daf} der kleinste Fehler dann bei h = ,/eps, bzw. fiir grofie
x auch h =~ \/eps(1 + |z|).

Bei C++ liegt bspw. die Maschinengenauigkeit fiir double bei etwa 10716,

2.66 Definition (Zentraler Differenzenquotient)
Wir betrachten nun fiir f € C3([a,b]) einen zentralen Differenzenquotienten und erhalten
mit der Taylorentwicklung:

flx+h)— flz—h)
2h

— ") &elr—hx+h]

Wir erreichen hierbei die selbe Genauigkeit mit einem gréeren h, d.h.

N ~h? = h~ {eps

2.67 Bemerkung
Fiir die partiellen Ableitungen % von f(z1,...,%,) bendtigen wir bei normalen Differen-
zennquotienten n + 1 Auswertungen, denn

of
8331‘

flxy,...;xi+hyoooyzn) — f(21, ... 2p)
h

(X1, ... xn) =

Bei zentralen Differenzenquotienten bendtigen wir daher allerdings 2n Funktionsauswertun-
gen.
Daher wird bei partiellen Ableitungen 6fter der normale Differenzenquotient benutzt.

2.68 Motivation (Approximation einer Funktion auf einem Intervall)
Wir mochten im Folgenden f : (a,b) — R approximieren. Dazu interpolieren wir f durch
Polynome oder einen Spline p und nehmen p’ als Approximation von f’.

2.69 Proposition (Ableitung des Interpolationspolynom)

Wir wissen, dal p(x) = 2™ - "y[zo, ..., 2n] + . ... Leiten wir dies n-mal ab, so ergibt sich:
p™(z) = nlé"y[xo, . .., x,] = const.

Die Auswertung des Polynoms an einer Stelle z ergibt sich mit dem Horner-Schema. Dies

entspricht dem Hinzufiigen eines weiteren Knotens, x, im dividierten Differenzen-Schema,
d.h.

bo :=p(x), b= Fplz,20,...,Tk1]

Kapitel 2
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insbesondere gilt:

(n)
b, = 6"plz,x0,...,Tn-1] = p nl(g) = "ylxo, ..., T

Damit konnen wir rekursiv rickwarts alle divierten Differenzen berechnen:

b — 0Fy[zo, ..., x
k= 0"ylzo 1PN br = 6" ylwo, ..., wk] + (2 — ) - by

bry1 = p—

Mit der gleichen Idee erhalten wir die Ableitungen, d.h. wir fiigen z — € als weiteren Knoten
hinzu und betrachten anschliefend € — 0.

Wir erhalten als div. Differenzen fiir diesen Knoten c¢;, wobei ¢, = b, vollig analog zu oben
ist und wir erhalten:

cp = 5kp[:c, X, L0, .., Tp_2]

2.70 Algorithmus (zur Berechnung von der Ableitung des Interpolationspolynoms)
Wir gehen dabei von rechts nach links:

1. ¢, = by

2. ¢ =bp+ (z — Tp—1)Crp1

3. p(z) =c1 - 1!
Damit erhélt man auch die hoheren Ableitungen, z.B.

1. d, =c,

2. dp = ¢+ (x — zp—2)dp41

3. do =p(x) 2L

2.71 Satz (Fehleruntersuchung)
Sei f : [a,b] — R und f € C"*2([a,b]) und sei p das IPP zu f in zo,...,z, € [a,b] mit
degp < n. Dann gilt Vz € [a,b], daB es £, £ € (a,b) gibt, mit:

RO PR s (91 W < SR Ll (4)
e p<>—§(g< J>(n+1)!)+jgo< D
insbesondere gilt dabei:

’ ooy FI(e)

fi(xi) —p'(z;) = H(xz —xj)m
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BEWEIS

Der Beweis verlauft fast analog zum Beweis fiir die allg. Fehlerfortpflanzung. Dabei zeigen
wir das Ergebnis fir x = Z.

Sei p(z) das Hermite IPP mit:

Vi p(zi) =flz:),  p@)=f(), P@)=/[()

(g}
Das Hermite IPP sieht nun folgendermaflen aus: g
_ _ Qo
p(z) =p(x) + (x —x0) ... (¥ —x) 6" flz0, .. ., Ty T] Q
_ g
="r)
+(x—x0) ... (x —xp)(x —2) 5" 2 fz0,...,2Tn, T, T
_ g
=Ty
Nun setzen wir in die diese Formel p'(Z) = f/(Z) ein und sind fertig. 0

2.72 Algorithmus (Clenshaw-Algorithmus zur Berechnung von Ableitungen)
Analog kénnen wir ein Polynom mit Tschebyscheff-Knoten mit dem Clenshaw-Algorithmus
berechnen, wodurch sich als Ableitung die auf dem Ubungsblatt zu beweisende Formel ergibt.

2.73 Proposition (Abschitzung des Fehlers bei der Spline-Interpolation)
Es gilt:

h3

i — f(zi)] < o Tmax I
Wir berechnen nun s'(z) zwischen den Knoten x;_1,x;, indem wir dies ebenfalls iibers Her-
mite IPP machen. Damit ergibt sich auf dhnliche Weise:

3
/(@) ~ (@) < o max | )

7() = " (@)] < h?max| 70

77() — " ()] < shoma | £

2.8 Extrapolationsverfahren

2.74 Motivation
Man mochte die Ableitung f/(t) und f”(¢) mit hoher Genauigkeit berechnen, z.B. f”(t).
Dies geschieht iiber den im letzten Kapitel gelernten Algorithmus:
fE—=n) =2f@O) + ft+h) _ Ly 2fD) 5 27O
h? B T
27N (1)

+_..+Wh2N—2+O<h(2N))

h4
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Wegen Rundungsfehlern kann man h nicht bel. klein wéhlen.
Wir sehen aber, daf sich der Ausdruck rechts wie ein Polynom iiber h? verhilt (bis auf den
Restterm der Ordnung 2N + 2).

2.75 Idee (von Richardson, 1920)

Wir berechnen nun die linke Seite der obigen Gleichung fiir A1 > hg > hs und wollen dann
aufgrund der Werte der linken Seite auf ein Polynom extrapolieren und erhalten folgende
Néaherungen:

f+h1) = 2f(@) + f(t = M)

yr =

ht
[t +ho) —2f(t) + f(t — ha)
Y2 = h%
_ ft+h3)—2f(t) + f(t — h3)
Y3 = h%

Wir suchen nun das Interpolationspolynom p durch (h2,y;) und nehmen p(0) als (bessere)
Néherung an f”(t).
Dies ist die Extrapolation auf h? = 0.

2.76 Hilfssatz

Seien (20, %0), - - -, (Tn, yn) gegeben und x; alle verschieden.

Sei pg das IPP, welches durch (xo,v0), .., (Tn—1,Yn—1) geht und p; sei das IPP durch die
Punkte (x1,y1),- .., (Tn, yn). Wir kennen bereits ein Polynom, das durch alle n + 1 Punkte
geht, und zwar:

(z = zo)p1 (%) + (#n — 2)po(x)
Tp — 0

p(x) =

2.77 Algorithmus (H-Quadrat-Extrapolation)
Wir setzen nun

S+ 1) = 20(t) + f(t ~ D)
hj

Tjh=y; =

Und Tj 41 sei der Wert in & = 0 des IPP durch (h?,yj), (h?_l,yj_l), e (h?_k,yj,k) fiir
i>k+1.

Nach dem Hilfssatz berechnet man T} ;41 aus T} und Tj_q, mit, dabei gilt z = 0 und
:cozh? undxn:hi_k,n:kundek—l—l:

Tikt1 = h2  _}2
Jj—k J
. ijk — T7_17k
- ]7k h2
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Dabei ist es iiblich, dal man h; := % wahlt und n; = j. Mit dieser Wahl ergibt sich:

Tir—Tj 1k
Tj,kJrl — j}k + Js J—4

| (n?ik)Q_l

2.78 Bemerkung (Rechenaufwand und Fehler)

Der Rechenaufwand wird im Wesentlichen durch die Anzahl der Funkiontsauswertungen
bestimmt, der sich durch die Anzahl der verwendeten Zeilen wiederspiegelt.

Wir fragen uns, wieviele Zeilen zur Berechnung sinnvoll sind.

Wir schitzen den Fehler ab durch:

E+1<j

ej = Tjj — Tjj—1

Wir gehen nun soweit, bis |e;| < TOL, wobei TOL die Toleranz ist;
oder bis |e;j| > |e;j—1] ist (dies kann aus Rundungsfehlern z.B. auftreten).

2.79 Proposition (Theoretische Betrachtung des Fehlers)
Sei y(h) = y(0) + c1h? + coh* + ... + cnh?N + O(R?N+2)
Wir gehen davon aus, dafl wir bereits y; = y(h;) berechnet haben, als z.B.

y(h) = o (F(6+R) — 2f(0) + [t 1) oder y(h) = oo (F(t+h) — f(t — b))

Wir interessieren uns fiir den Fehler y(0) — Tj .

Setze nun §(h) = y(0) + c1h? 4. ..+ cxh?Y als abbrechende Entwicklung und §; = (h;) fiir
die Fehlerentwicklung, die nicht berechnet werden.

Wir betrachten nun die IPP:

I i (T — h3)
) = )

Damit ergibt sich fiir z = 0:

p(0) = B(0) = (i — 5:)4:(0)

H

und es gilt, weil wir eine Verteilung h; = ;> annehmen:

&@zﬂ—%fﬂll =0(1)

2

n<
Fl—gr A l— %
J )

Kapitel 2
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Somit ist T}, — Tj,kz = O(H?N*2), womit wir diesen Term in Zukunft ignorieren kénnen.

Wir kénnen nun den Fehler der Interpolation auf die abbrechende Entwicklung anwenden
und erhalten:

. 5 5 1 dry

y(0) = Tjr=(0—h3)-...- (0— hj—k+1)H(dh2)k(€)

(—1)* % 242
= 5 o H ot O(H™™)
TR

2.80 Satz (Fehler bei der Extrapolation)

Seiy(h) = y(0)+c1h®+cah*+. . . +enh?N +O(h*N+2) eine asymptotische h2-Entwicklung.
Wenn die 7}, aus den y; = y(h;) wie oben berechnet sind und h; = nﬂi, dann gilt fiir
k < N:

—1)k
y(0) = Tk = — ( )2 ceH* + O(H?"+?)
ng-.ooomi g

2.81 Bemerkung
Fiir einen asymmetrischen Differenzenquotienten ergibt sich eine A-Entwicklung:

fiE+h) = ft) f"(t) ()
— = f'(t)+h 5 + h? 2

+ ...

Dafiir kann man analog die gleiche Rechnung durchfithren, was jedoch zu einem gréfleren
Fehler fiihrt.

2.82 Bemerkung (Ausblick)
Die Extrapolation, egal ob h- oder h?-Extrapolation, kann man vielseitig anwenden, bspw.
bei der numerischen Integration:

xo+H

/ £(z) da

o

Mit der Trapezregel und h = % ergibt sich, falls f € C?N*2 ist:
h h
y(h) = §f($0) +hf(xo+h)+...+hf(xo+ (n—1)h)+ if(xo + nh)
xo+H
— / f(x)dz + c1h® + cah* + ...+ enh®N + O(R*V+2)
Zo
Dies ist die EULER-MACLAURINsche Summenformel, die 1745 entstanden ist und wir ohne
Beweis annehmen koénnen.
Hiermit kénnen wir analog das oben berechnete Verfahren anwenden.
Weitere Anwendungen kénnen wir bei den Differentialgleichungen sehen.



3 Lineare Gleichungssysteme und lineare
Ausgleichsrechnungen

3.1 GauB-Elimination

3.1 Motivation
Wir mochten im Folgenden Ax = b lsen, wobei A eine reelle, invertierbare n x n-Matrix
mit A € R ist und b € R™ ein Spaltenvektor ist, d.h.

a1121 + a1oTs + ...+ ainxy, = b1
ao1T1 + a2 + ... + agp Ty, = bo
n1T1 + ap2T2 + ... + AppTn = by

Wir nehmen an, da§ a1; # 0 (ansonsten Zeilentausch, falls A invertierbar).
Fir ¢ = 2,...,n ersetzen wir die i-te Zeile durch:

(Zeile 1) — £;(Zeile 1)

Damit erhalten wir das dquivalente LGS:

agll)wl +a§12)$2 +... +a%1)xn = bgl)
agll)xl +a§12)x2 +... +agz):pn = bél)
agl)xl +CL£}2)CC2 +... +a,(1172:cn = bV

mit a%) = ayj, bgl) = b; und

CLS) =aij —lia, bV =bi—la1-b
Man wiederholt nun den Vorgang mit der Untermatrix der Dimension (n — 1) x (n — 1) von

AW die wiederrum invertierbar ist, weil das LGS eindeutig 16sbar ist und vertausche die

Zeilen so, dafl a§12) # 0. Fir ¢ = 3,...,n setzen wir dann:
gy
iz = —35
(29

o1

Kapitel 3
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und die i. Zeile wie oben.
Es ergibt sich folgendes Schema:

(A,b) = (AN 1) 5 (AP p@)y 5 o (AP p(=Dy = (R, ¢)

Dabei ist R eine obere Dreiecksmatrix mit r;; £ 0 und 711 = a11,722, ..., Tpp = agﬁ_l). Das
LGS ist nun Rz = c.
Fiir die Losung von diesem LGS erhélt man dann:

Y
1l j=it1

C 1

mn

Ly = — Tr; = C; — E ’l“ijl'j . -
T'ii

3.2 Satz (LR-Zerlegung)
Sei A € R™ " invertierbar. Die Gauflelemination liefert:

P-A=L-R

mit L eine untere Dreiecksmatrix und R eine obere Dreiecksmatrix und P ist Permuta-
tionmatrix.

BEWEIS
Wir nehmen an, dafl die notwendigen Zeilenumtaschungen fiir die Gaufl-Elimination bereits
zu Beginn durchgefiihrt wurden, d.h. wir ersetzen A durch PA.

Wir setzen:
1, 1=7
Li=<—ly j=kNi>k
0, sonst

Damit ist AN = L;PA und A®) = L, A®~1D_ Damit erhalten wir:
R=A"Y =1, A" = =L, Lyy-...-L1PA

Zu zeigen bleibt noch, daB Ly'-... L 1, = L ist.
Wir setzen hierzu

Vi:{&-k j=knNi>k

0, sonst

Damit L; = I — V; und wir sehen, dafl V;V;, =0 fir ¢ < k.
Damit ergibt sich (I +V;)(I =V;) =1+ V; —V; = V;V; = I. Damit ist (I +V;) ist die Inverse

zu L;.
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I +Vj ist eine untere Dreiecksmatrix und untere Dreiecksmatrizen sind unter Multiplikation
abgeschlossen, bzw. (wenn man viel Rechnerei mag):

Lt oL =4V (T4 V) = T4+ VA AV V24 =L

3.3 Algorithmus
Dabei ergibt sich der folgende Algorithmus:
Setze A® .= A Firk=1,...,n—1:

1. Setze
ot
A,
2. Berechnung der Koeffizienten von AK) fijr j=1,...,n:
ag-“)zagffl) i=1,....k
agy) =agy )~ b ag Y i=k+1,...,n

3.4 Bemerkung (zur Permutationsmatrix)
Eine Permutationmatrix ist eine Matrix, deren Spalten aus Einheitsvektoren besteht, z.B:

Y

Il
S = O
S O =
_— o O

3.5 Bemerkung (Determinantenberechnung)
Die Beziechung PA = LR ist besonders praktisch, um die Determinante einer Matrix zu

berechnen. Denn det(PA) = det(LR) <= det(P)det(A) = det(L) det(R) <= +det A=
det(L) det(R) = 1 - det(R) und damit

detA::tHrkk:rn-...-r,m
ken

3.6 Algorithmus (zur Losung eines LGS mit LR-Zerlegung)
Ist die LR-Zerlegung von A bekannt, ist ist das LGS Az = b wie folgt zu 16sen.

PAx =L Rx = Pb
~~
)

1. Wir 16sen zuerst Ly = Pb, dies ist einfach, da L eine untere Dreiecksmatrix ist von
oben nach unten

von Y1 — Yn.

2. Dann lésen wir Rz = y, was eine obere Dreiecksmatrix ist von unten nach oben, also
von Tp,Tp—-1 — I1.

Kapitel 3
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3.7 Proposition (Betrachtung des Rechenaufwands)
e Fir A — AW benstigt man n — 1 Divisionen. Man benétigt die gleiche Anzahl von
Multiplikationen, d.h. man benétigt etwa n? Operationen.
Fiir die Berechnung von A — R, L benédtigen wir insgesamt n? + (n —1)2 + (n — 2)? +
o+ 2241 %3 Operationen.
e Die Berechnung von y aus Ly = b bendtigen wir etwa "72 Operationen und fiir die

Berechnung von x aus Rx = y bendtigt ebenfalls mit ”72 Operationen.
Damit liegt der Hauptaufwand in der LR-Zerlegung.

3.2 Pivotwahl und Implementierung der GauB-Elimination

3.8 Motivation
Wir wollen wissen, wie sich Rundungsfehler auf die Berechnung auswirkt. Dazu betrachten
wir zunéchst ein Beispiel als Motivation:

3.9 Beispiel
Sei folgendes LGS gegeben:

10742 429 =1
1 +x9 =2

Die exakte Losung ist 1 = 1,000100010001 ... und x2 = 0,99989998. . ..

Bei einer 3-stelligen Gleichpunktrechung erhélt man:

0,100-103z; +0,100-10'zy =0,100- 10"
0,100-10'z; 40,100 - 10'zy = 0,200 - 10!

Wir erhalten wegen a1; = 10~* die Pivots

Ly = % =10%
Mit 3-stelliger Genauigkeit ergibt sich: zo = 1, aber 1 = 0, was vollig falsch ist.

2. Durch den Zeilenumtausch erhalten wir wegen ao; = 1 den Pivot {91 = % =10"%

Mit 3-stelliger Genauigkeit ergibt sich damit: zo =1lund 2y =2—2; =2—-1=1, was
notig ist.

3.10 Bemerkung (Abstrakte Erkldrung des Beispiels)
Fals |02 groB ist, dann gilt:

aélg) = ag1 — la1a12 = —L1a12, bél) = by — lo1b1 = —lo1by

Damit erhalten wir:

)by
1@ ~ ap,

ro =
a12
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Aber bei Berechnung von x; ergibt sich eine Stellenausléschung;:

b1 — a12w2
gy = A2 g
a1

Der Ausweg davon ist der Zeilentausch: — |ag1| < |a11| und damit |[f9;| <1

3.11 Bemerkung (Spaltenpivotsuche)
Wir nehmen das Pivot im (k + 1)-ten Schritt:

a® | mit [o®) | = max |al®)
jok+1 Gkl T, [ ik
Im 1. Schritt also |aj1| > |ann| Vi=1,...,n

Wir erhalten damit dann, daf |£;;] <1

Kapitel 3

Die Schwierigkeit ist, dal durch Multiplikation der Zeilen des LGS mit bel. Zahlen die
Pivotwahl bel. gedndert wird.

3.12 Algorithmus (Zeilendquilibierung)
Wir multiplizieren die i-te Zeile von A mit

1

Si = =
b laid

wobei der Nenner die Zeilensumme der Betrége ist.
Damit ergibt sich als Kriterium fiir die Pivotwahl:

1. 1. Schritt: |aj1| ©85 = lagsi| Vi

2. k 4+ 1. Schritt: ’agfk)H‘ 55 > agﬁgﬂ

Si

3.13 Bemerkung (Speicherung der Variablen)

Man speichert nun von der Matrix A alle Variablen, dann die ¢;1, usw. bis man eine Matrix
erhélt, auf der man auf der unteren Dreiecksmatrix das L speichert, allerdings ohne die
Diagonale und tiberall dariiber die Matrix R als obere Dreiecksmatrix.

Auflerdem merkt man sich die Zeilenvertauschungen mit p(k) = m, falls im k-ten Schritt mit
m-ten Zeile vertauscht.

3.3 Cholesky-Verfahren fiir symmetrische positiv definite Matrizen

3.14 Definition (symmetrische positive Definitheit)
1. A ist genau dann symmetrisch, wenn A = AT, d.h. a;; = aj;

2. A ist genau dann positiv definit, wenn 27 Az >0 V0 # z € R”
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3.15 Satz (Existenz der Cholesky-Zerlegung)
Sei A € R™*"™ symmetrisch positiv definit. Dann gilt:

1. Die GauB-Elimination kann ohne Zeilenvertauschungen durchgefiithrt werden.

2. Fiir die Zerlegung A = LR gilt R = DL” mit D eine Diagonalmatrix mit echt
positiven Elementen und damit A = LDL”

BEWEIS
1. A= (aij)?,j:y Dann kénnen wir a;; = e} Ae; > 0 schreiben. Damit kénnen wir a1 als
Pivot-Element nehmen.
Damit ergibt sich fiir A folgende Gestalt, wobei z € R"~! und C eine symmetrische
positiv definite Matrix aus R?~1*7~1 ist:

T T
_[an =z 1 _ (a1 =
(o) (i)

Hierbei ist C") symmetrisch, denn

(1) @i1 aj1 (1
Cz‘j = aij — alj = aji — al; = le-
aii a1
~—~
41

AuBerdem ist C(M) positiv definit. Fiir y € R? ! gilt:
T
0< (“;) A (”;1> = ana? + 2227 +yTCy >0 ¥ (9;1> £0

Aber CV) = ¢ — a—}lzzT, aber z - 2T = (ailaij)zj:2.
Nun zeigen wir, dal C(!) positiv definit ist:

1
yTOWy = yTOy — —(y7'2)?
all

T
Mit z; = —% ist

T
yTCeMy = (?) A <a;1> >0 VYy#0

Diesen Schritt wiederholt man nun solange rekursiv und damit kann man den Gauf-
Algorithmus benutzen, ohne Zeilen zu vertauschen.

@ .
2. Betrachte ¢;1 = aﬁ = ﬁ mit r; = a1; = a1
(1) (1)
opo %ol Gy : ) (D)
Damit 4,5 = aé? = 72 mit 79 = ay;” = a;,

Im Allgemeinen gilt dann:
b = % Vi, j. Dies kann man aber auch schreiben als: rj; = rj; - £;;

Und rj; = a%—l) > 0 wegen der positiven Definitheit. Und damit ergibt sich sich die

Behauptung. O
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3.16 Bemerkung
Bei positiv definiten Matrizen wird die Gau-Elimination ohne Zeilenvertauschungen durch-
gefiihrt, da sonst die Symmetrie der Matrix zerstort werden wiirde.

3.17 Bemerkung (Cholesky-Zerlegung)
Wegen d; = ri; > 0 ist D = DV/2. D1/2 mit den Wurzeleintrigen auf der Hauptdiagonalen.
Damit erhélt man mit L = LDY/?2:

A=LDLT = LDY?2.pY\21T - [. [T

L ist eine untere Dreiecksmatrix mit den Diagonalelementen £;;+/d;.
Dies nennt man die Cholesky-Zerlegung der Matrix A.

3.18 Algorithmus (Cholesky-Zerlegung)
Wir bezeichnen im folgenden die Eintrége in L mit ¢;;.
Wir konnen also die Matrix A schreiben als:

Kapitel 3

air ... Qin 611 e 0 le e Enl
=1 : .0 0
anpl  --- Qpn b1 oo Apn 0 ... lun

Damit erhalten wir in der 1. Spalte:
o ;1 =1: 0<a11:€%1:>€11:\/a11

e i >1:a; =¥l =l = Zﬁ

Allgemein gilt fiir die k-te Spalte:

e i =k:ap = E%l + K%Z 4+ ...+ K%,k—l + K%k. Damit erhélt man

e i >kiajy =Vl + ...+ &7;{;,16;67;6,1 + 434k Damit erhélt man

k—1
@ik — 25— Lijli;

lry

Fiir die Speicherung iiberschreibt L dann die Ursprungsmatrix A.

3.19 Proposition (Rechenaufwand)
Wir haben n Wurzeln, was aber vernachléssigbar ist.
Dann haben wir

zn:(k—i—(n—k)—i—(k—l)(n—k:))

k=1
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Multiplikationen oder Divisionen und ebensoviele Additionen, das sind ungeféhr:

n

1
Ik -1 n?
k(n —k+1) - ~ n® 1—a)de~ —
0

k=1

Dies sind etwa halb so viele Rechenoperationen wie bei der Gauf3-Elimination.

3.20 Bemerkung (Losen des LGS)
Wir 16sen dann Az = b folgendermafien:

1. A= LLT mit Cholesky mit %3 Operationen
2. Ly = b mit "72 Operationen
3. LTz = y mit %2 Operationen

3.21 Frage

1. Wie wirken sich Stérungen in A und b auf die Losung von Az = b aus? (Kondition des
Problems)

2. Wie wirken sich Rundungsfehler auf die berechnte Losung aus? (Stabilitdt des Algo-
rithmus)

Dazu benétigen wir einige Hilfsmittel.

3.4 Einschub: Matrixnormen

3.22 Definition (Matrixnorm)
Sei ||.]| eine Norm auf R™ bzw. R und sei A € R™". Dann ist allgemein

4] = sup ”|’|““’|”|”

3.23 Beispiel (Spezialfille)
Wir konnen speziell |||, fiir p = 1,2, oo definieren:

p 1Azl

1Al =
:z:;éU || Hp
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3.24 Satz (Matrixnormen)
Fir A € R™*"™ ist

m
AL = jmax Z ;] max. Spaltenbetragssumme
Toti=1
n
Allse = max ai; max. Zeilenbetragssumme
| A J g
i=1,... mj*l
| All2 = \/gréﬁter EW von AT A Spektralnorm

BEWEIS
1. Analysis 2

2. ebenso

3. AT A ist symmetrisch und positiv semidefinit.
2T AT Az = (Ax)T(Az) = ||Az||3 > 2, d.h. es gibt eine orthogonale Matrix @ mit
QT AT AQ = Diagonalmatrix mit den EW auf der Diagonalen.
Damit gilt: ||Az||3 = 27 AT Az und fiir * = Qx ergibt sich:

|Az[|5 = y" QT AT AQy = diag(A\:) = > At} < Amax D 7
=1 i=1

= )\maxyTy = )\maxxTQQTx = )\maxxT-r = )\maxH:UH%

Und damit
12202 < e va e R
[2l2
Damit ist
A
||A”2 = sup H :L'HQ <v )\max

w20 lzll2

Doch wie bekommen wir eine Gleichheit? Wir wéihlen y so, dafl in der Abschétzung
eine Gleichheit steht, d.h. y wird so gewahlt, dafl iiberall 0 und an einer Stelle eine 1
steht. O

3.5 Kondition einer Matrix

3.25 Motivation ) )
Wir haben ein LGS Az = b und ein LGS mit gestorten Werten A% = b.
Wie kénnen wir

lo—al (nA—An . ||b—6||>
el = A e

Kapitel 3
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abschétzen, d.h. wie sehr wirken sich Stérungen in den Werten auf die Losung aus?

3.26 Satz (Kondition) ) )
Sei A invertierbar, Az = b und AZ = b. Seien

lA-al__ ool
A= [l —
Dann gilt:
|z — Z|| cond(A)
< .
|lz||  — 1—e4-cond(A) (Ea+e)
wobei cond(A) := ||A| - [|[A7Y| die Konditionszahl der Matrix A ist und sofern

eqcond(A) < 1 ist.

BEWEIS B B
Gelte Az = b und AZ = b. Damit erhalten wir durch Subtraktion:

Ax(—AZ + AZ) — Az =b—-b <= Alx—3)+(A-A)i=b->
Aufgeltst ergibt sich:
r—3=-A"1((A= D)z (b-1h))

Wegen [|A™1ol| < A7) - [Jv]] gilt:

lz — 2| < A7 - (1A = Al - [|2]] + [|b — b]l)
< (ea-[[ADzl + llz = ZI) + e/l
Az
=ep||Ax

(1 —eacond(A))||z — Z|| < cond(A) - ||z||(ca + €p)
womit die Behauptung gilt. O

3.27 Proposition (Eigenschaften der Konditionszahl)
Da die Stoérung der Losung von der Konditionszahl der Matrix abhéngt, sind uns einige
Eigenschaften sehr wichtig:

1. cond(A4) > 1
2. cond(aA) = cond(4) VaeR®
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3. Es gilt:
max |y =1 [[Ay||

A) =
cond(4) min = [|Az||

BEWEIS
1. Betrachte

L= |1] = [laa=" < [lA] - A~

2. Klar
3. Ohne Beweis, s. Ubungsaufgabe O
o
3.28 Beispiel (Konditionen bekannter Matrizen) E
: — 1 =
1. Sei A= (i+j_1)(i,j)e(nxn)’ d.h. -
1111 X
111
A=t 1 11
3 4 5 6

Wir erhalten fiir diese Matrix fiir versch. n folgende Konditionen:

nf[1]2 |3 |4 ... |10
cond(A) [ 1]27] 748 [ 2300 | ... [ 3,5-10"3

Dies ist eine sog. HILBERT-Matrix
2. cond(I) = ||I]|-|I||=1-1=1
3. Sei @ eine orthogonale Matrix, d.h. QT Q = QQT = I. Damit gilt:
1Qz (3 = (Qu)" (Qz) = 2" QTQx = 2™z = |lx[}3
und damit

cond(Q) = [Qll2- |Q 2 = IQfl2 - QT2 =1-1=1

4. Betrachte die Matrix fiir die Splines bei dquidistanter Unterteilung. Die Kondition ist
unabhéangig von der Schrittweite h.
Es gilt ||[A]| = 6 und A = 4( + N) mit |[N| =1 < 1 und damit
Al =3I+ N)"'=2(I-N+N?-N3+...) wegen der geometrischen Reihe:

= = Yao(—1)"a" fiir [z < 1

Damit erhalten wir:
1 11 1
1—||N| 41—

T2

_ 1
lA7H < 5 (I IV IV 4 N9 <

> =

il
2
und damit cond(A4) = ||A] - |[A7Y| < 3
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3.6 Stabilitat der GauB-Elimination

3.29 Definition (Numerische Stabilitit)

Sei z die exakte Losung (hier Ax = b) und & die mit dem Algorithmus berechnete Losung
(inkl. allen Rundungsfehlern).

Der Algorithmus heiit numerisch stabil

1. im Sinne der Vorwdrtsanalyse, falls

< C-cond(A) - eps

mit nicht allzu groflem C, d.h. der Einflufl von Rundungsfehlern wéahrend der Rechnung
ist nicht viel grofer als der zu erwartende Einflul von Rundunfsfehlern in den Daten

(A)b) - x

2. im Sinne der Rickwdrtsanalyse, falls das numerische Ergebms & interpretiert werden
kann als exakte Losung einer Gleichung mit gestorten Daten Az = b mit

1A — A 1o — o]
1Al 18]

mit nicht allzu grofien C.

< C - eps, < C -eps

Man braucht dazu nicht cond(A) zu kennen.

3.30 Notation
Wir bezeichnen im Folgenden A = (a;;) und B = (b;;)
Dann gilt A < B <= aj; < b;; Vi, j und |A| = (|as])

3.31 Satz (Rundungsfehler beim Gauf3-Algorithmus)

Wir untersuchen den Rundungsfehler bei der Zerlegung PA = LR und nehmen an, daf}
die Zeilenvertauschungen bereits zu Beginn durchgefithrt wurden und ersetzen A durch
PA.

Sei A € R™*™ eine Matrix von Gleitpunktzahlen.

Falls bei der LR-Zerlegung von A keine Nullpivots auftreten, dann gilt fir die in Gleit-
punktrechnung durch Gauss-Elimination erhaltenen gestorten Matrizen L und R:

|A — f}]fi] <(n+ 3)]ﬁ\ . ]ﬁ\ - eps + O(epsz)

sofern n|L| - |R| < = ist.

eps

BEWEIS
Induktion tiiber n fiir n = 1 ist der Fall klar.

Sei die Behauptung wahr fiir (n — 1) x (n — 1) als Gleitpunktmatrix.

awT

Dann ist A = B
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Die Gauf3-Elimination berechnet z = g und A; = B — zw?

Bei der Gleitpunktrechnung erhalten wir die Werte Z und Ay

i = 2 (1 +¢&;) mit |g;] < eps und damit erhalten wir
12 — 2| < leil - 2] V4, |2 — 2| < eps - |2

Damit ergibt sich

A

(A1)ij = (bij — 2i - wj(1 4 e45)) (1 + €55), leijl, l€i;| < eps
und damit

|(A1)ij = (A1)i5| < eps - (1bigl +3- [24] - [wy]) + O(eps?)

d.h.

A1 = At| < eps (1B]-[B] - |2] - [w"]) + Oleps?)
und mit B = A; + zw’ ergibt sich:

AL = Ai| < eps - (|A1] + 4z||w"]) + O(eps?)
mit der Induktionsannahme fiir A; ergibt sich:

A1 = LiRi| < (n+2)|L1] - | Ra| + O(eps?)
Wir haben also:

T T
th=(t 9V (> wy_(> o
z L1 0 R1 oz zZw +L1R1

und fiir die urspriingliche Matrix ergibt sich:

1 0 a wl Q w?
A=Lk= (z L1> (0 R1> - (az sz+L1R1>

Fiir die Differenz ergibt sich:

IR 0 0
A—-LR= A " N
(a(z — 2) (Z — 73)wT + (Al — Al) + (Al - L1R1)>

Kapitel 3
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mit den obigen Abschétzungen ergibt sich:

0 0
- J2| 2l + AL + 4lzljw”| + (n+2)| Ly

|> +0O(eps?)

|A — ﬁ]fi] < eps- A + (’)(epsQ)
|11

| jw|

< (n+ 3)eps SR
< (n+3)ep <|a||z| 2| + 4| By

=IL|-|R|
womit die Abschitzung bewiesen ist. O

3.32 Bemerkung
Koénnen L und R grofi werden? Wir nehmen an, daf8 bei Spaltenpivotsuche |¢;;| < 1 Vi, j ist,
dann gilt:

max [r;;| < 2" max |az;|
1/7.7 l’]

fiir gewisse konstruierte Beispiele.
Fiir zufillige gewdhlte Matrizen A beobachten wir dann max; ; [r;j| & n - max; j |ai;|.

3.33 Satz (Fehlerabschitzung beim Losung der LGS)

Seien L, R eine untere bzw. obere Dreiecksmatrix von Gleitpunktzahlen und b, ¢ seien
Vektoren von Gleitpunktzahlen.

Die in Gleitpunktrechnung erhaltenen Ergebnisse & und ¢ fiir die linearen Gleichungs-
systeme Ly = b, Rx = c sind die exakten Losungen von gestorten Gleichungen ﬁg) =0
und R# = ¢ mit

|L — L| < n|L| - eps, IR—R| <n-|R|-eps

BEWEIS
s. Ubungsblatt O

3.34 Satz (Fehler des Losungsvektors bei der LR-Zerlegung)
Seien L und R wie im vorherigen Satz erhalten.

Das in Gleichpunktrechnung erhalte Ergebnis Zvon Lé =bund Rz = ¢ gilt A% = b mit

|A— Al <3(n+2)|L| - |R| - eps + O(eps?)

BEWEIS
Ohne Rundungsfehler erhalten wir: A = LR, L¢ = b und Rz = ¢ und damit die Lésung des
LGS Az =b.
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Statt L, R haben wir allerdings gestérte Matrizen L, R.
Wir erhalten Z als exakte Losung von gestorten Gleichungssystemen:

¢=b mit |L — L| <n-eps|L]

S~

und

i=é mit |R— R| <n-eps|R)|

9>

~

|A—Al=|LR— LR+ LR—LR+LR—-LR

<|L|-|R=R|+|L—-L| |R|+|LR— LR|
< |L|n - eps|R| + n - eps|L||R| + (n + 3)eps|L||R| + O(eps?)
<3(n+ 1)eps]ﬁ||f?| + O(epsQ)

Kapitel 3

womit die Abschétzung gilt. O

3.35 Bemerkung
Fiir A symmetrisch und positiv definit erhalten wir fiir die Cholesky-Zerlegung A = LL”
auf dhnliche Weise:

[LLT — A] < (n+3)eps|L| - |LT| + O(eps®)

Wir sehen sogar, daB |L| nicht grof werden kann, denn mit A = LL” ergibt sich:
ai =Y U =l Vij
k=1

Damit gilt fiir @ = max; a; = max; j |a;;l:

1] < Va

3.7 QR-Zerlegung mittels Householder-Transformation

3.36 Motivation
Im Folgenden sei A € R™*™ mit m > n und wir wollen eine Zerlegung der Art

A=QR
konstruieren mit Q € R™*™ orthogonal, d.h. Q= = QT und
R

und R eine obere Dreiecksmatrix.
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3.37 Bemerkung (Anwendungen der QR-Zerlegung)
1. Fir m = n kann man das LGS Az = b betrachten. Dann gilt fiir A = QR:

Qc =0, Rr=c

Wir 16sen hierbei die erste Gleichung mit ¢ = QT'b auf und die zweite wie gehabt durch
Substitution von unten nach oben.

Dies liefert einen besonders stabilen Algorithmus fiir das lineare Gleichungssystem,
aber doppelt so rechenaufwindig wie die Gauf3-Elimination.

2. Fir m > n haben wir statt Az = b (m Gleichungen in n < m Unbekannten), d.h. wir
mochten ||Az — b||2 minimal erhalten.

Diese Art eines LGS nennt man lineare Ausgleichgsrechnung, auf die im néchsten
Kapitel eingegangen wird.

3. Der sog. QR-Algorithmus zur Berechnung von EW.

3.38 Konstruktion (Householder-Transformation)
Nehme Matrizen der Form Q = I — 2uu” mit « € R™ und Dabei ist u”u = |jul|3 = 1.
Diese Matrix ist eine HOUSEHOLDER-Transformation und hat folgende Eigenschaften:

1. Q ist eine Spiegelung an der Hyperebene {x|u”z = 0}, denn:

Sei z = au+v mit a € R,ulv =0.
Dann ist Qz = au + v — 2uuTua — 2uuTv = —au + v.

2. Q ist symmetrisch, denn Q7 = Q
3. @ ist orthogonal, denn V2 QTQz = Q2 = 2. Damit ist Q7 Q = I
3.39 Konstruktion (Erster Schritt der QR-Zerlegung)
Sei
ari
a) =
am1

die erste Spalte von A.
Wir suchen eine Householder-Matrix Q1 = I — 2uju!, sodaf} gilt:

aj
0
Qa1 =

0
Weil @1 orthogonal, muf gelten:

1Q1as 3 = [laall3
——

2
31
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Damit muf3 gelten:
o1 = *llaff

Wir méchten, dal Q1a1 = a1e1 und damit erhalten wir:

(I — 2u1u{)a1 =a; — 2uy u{al
€R

Damit mufl u; ein Vielfaches sein von a; — aje;. Andererseits muf ja gelten, daB ||ui|2 = 1.
Wir erhalten damit:

ap — a1eq

U = ———
a1 — ez

mit

lar — crerlls = Jla|l3 —201a11 + of = 201 (ay — an1)

2
aq

Das Vorzeichen von «a; ist so zu wéhlen, daf es genau das entgegengesetzte Vorzeichen von

a11 hat. Damit gibt es keine Stellenausloschung bei der Berechnung dieser Differenz.
Damit:

arp = —sgn(a) - [|ail2

a1

Es ergibt sich damit durch Q; A = A’ eine Matrix, die in der ersten Spalte [ 0 | hat in der

ersten Zeile bel. Eintrige und eine Restmatrix A1),

Wir bezeichnen mit a; bzw. a§-1) die j-te Spalte von A bzw. AW mit vy = ay —aqe; gilt dann

fir 7 > 2:
wTla;
/ 1%
Oé-:Ql(l‘:Oé'— V1
J J T Ty
——
€R

wobei zu beachten ist, dafl

vivg 1

= a1 - Oé1€1||2 = ai(o — an)
2 2

Um (1A zu berechnen, braucht man nur vy und a7 zu kennen. Man mufl nicht die Matrix
Q1 = I — 2ujul berechnen.

Kapitel 3
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3.40 Konstruktion (Wiederholte Householder-Transformation)
Wir erhalten dann eine Matrix

_(1 0
a-(5 4

und wir bestimmen Qg =Ipn_1— 2u2ug und ug € R™ ! mit u2Tu2 =1 so, daf3

Q2
_ 0
Qoal!) =

Wir erhalten damit eine Restmatrix:

Q1 ok R
A// = QQA/ = 0 a9 * *
0 0 A®

im k-ten Schritt erhalt man dann fir

(L1 O
Qk = ( 0 Qk)

und die Bedingung, dafl

af
Qkagk—l) _

Das Ergebnis der Umformung nach dem n-ten Schritt ist dann:

Qn-... Q1 A=R
—_— —————
—.QT
Das Produkt von orthogonalen Matrizen Q,,—1 - ... @1 ist wieder orthogonal.

Damit ist A = QR, wobei ) orthogonal ist und R ist die obere Dreiecksmatrix.
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3.41 Algorithmus (QR-Zerlegung)
Wir kénnen A = QR zerlegen mit Q = Q,,—1-...-Q1, A hat die Dimension m X n mit m > n.

Fiir die Speicherung benétigt man fiir A ein (m, n)-Feld.
Zudem braucht man einen u-Vektor fir ag, ..., a,.

Man fiangt bei der Matrix A an, iiberschreibt die erste Spalte mit dem Vektor v und speichert
zusatzlich das o;.

Dann tiberschreibt man in Treppenform die zweite Spalte (d.h. ohne das erste Element) mit
V9, USW.

Man erhilt dann eine untere Dreiecksmatrix mit den v; und die obere Dreiecksmatrix R
ohne die Digaonale, die aber in den «; gespeichert ist.

3.42 Proposition (Rechenaufwand)
1. Man berechnet die Norm von A mit ||a1l|e fiir j =2,...,n die a
Dies sind m + (n — 1)(2m + 1) = 2mn Operationen.

)

g -

Man erhélt als Gesamtaufwand an Rechenoperationen:
2mn+2m—1)n—1)+...+2(m—n+1)-1

Fiir den Spezialfall: m = n ist der Aufwand etwa %n?’ Schritte. (Dies ist der doppelte
Aufwand wie bei der GauB-Elimination, jedoch ist dieser Algorithmus sehr stabil).
Fiir den Spezialfall m > n erhilt man ungefihr 2m(n + (n — 1) + ... + 1) =~ mn?
Operationen.

3.43 Bemerkung (Stabilitit und Rundungsfehleranalyse)

Da A = QR und Q@ ein orthogonale Matrix ist, ist [|A||2 = ||QR||2 = || R]|2, d.h. die Eintrége
in R konnen nicht grofl werden.

Fiir das berechnte Q gilt:

HQATQ - IHQ < Cmn - €pS

d.h. @ ist fast orthogonal.
Es gilt daher:

1A = QRll2 < ¢l All2 - eps

3.8 Lineare Ausgleichsrechnung

3.44 Motivation

Gegeben ist eine Matrix A € R™*™ mit m > n (oft ist m > n) und b € R™.
Das LGS Az = b mit m Gleichungen in n Unbekannten ist somit iiberbestimmt.
Wir méchten stattdessen Az — b ,,mdglichst klein“ machen, genauer:

Suche ein z € R", soda} ||Az — b||2 minimal ist.
Dies ist die lineare Ausgleichsrechnung mit der euklidischen Norm.

Kapitel 3
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3.45 Konstruktion (Methode der kleinsten Fehlerqudrate)
Ein typisches Beispiel sind Messdaten (¢, y;) mit j = 1,...,m, sodal man z.B. eine Gerade
durchlegen kann.

Konkret suchen wir eine Funktion
n
y=f(t)=>_ zipi(t)
i=1

mit ¢1,...,p, gegebene Funktionen sind (z.B. o1(t) = 1,p2(t) = t,¢3(t) = t3) mit den
unbekannten Koeffizienten 1, ..., z, unbekannt so bestimmen, dafl y; =~ f(t;).
Genauer definiert man den Fehler e; = y; — f(t;) erfiille

€1
minimal
em
2
d.h. > €; muf} minimal werden.

j=1
Dies ist die Methode der kleinsten Fehlerquadrate, die auf GAuss (1801) zuriickgeht.

3.46 Bemerkung (Formulierung in der Matrixschreibweise)
Wir schreiben:

e1(t1) - @alt1) Y1
A= : : € R™*™, b= :
@l(tm) ce Son(tm) YUm

und fiir die Fehler ergibt sich:

ej =y; — f(t;) =y; — Y_wipilty) = (b— Ax);
Il

Jt

Wir sehen also, daf3 gilt:

m
Z e? minimal <= ||Az — b||2 minimal
j=1

3.47 Satz (Gauflsche Normalgleichungen)
Wir méchten ein # € R™ finden, sodafl ||Az — b||2 minimal ist.
Dann gilt:

z ist die gesuchte Losung <= AT Az = ATb
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3.48 Bemerkung

Die geometrische Interpretation zu AT (Az — b) = 0 ist:

Sei V' = Bild(A) = {Az|z € R™} ein Unterraum des R™. Ist b ein Vektor, dann ist Az so
gewihlt, daB es die orthogonale Projektion von b auf den Unterraum V ist, d.h. v7 AT (Az —
b)=0 VYveR"

BEWEIS
Es gilt ||Az — b||2 minimal <= Az — b orthogonal auf Bild A, denn:

IA(z +y) = b3 > | Az — bl; VyeR"

Es gilt aber auch:

1Az +y) = bl13 = || Az — b3 + 2(Ay)" (Az — b) + || Ay|]3
>0

Kapitel 3

— (Ay)T(Az —b) =yTAT(Az —b) =0 Vy € R"
und dies ist dquivalent zu AT (Az — b) = 0, womit wir die Behauptung bewiesen haben.

3.49 Bemerkung (Bemerkung zur Losung der neuen Bedingung)
AT A € R™" ist eine symmetrische, positive semidefinite Matrix und es gilt:
AT A positiv definit <= rg(A) = n.

BEWEIS
2TATAx =0 <= ||Az||0 <= Az = 0. Daher gilt:

AT A positiv definit <= (27 ATAz =0 = 2 =0)
— (Az=0=2=0) < 1g(4) =n

womit die Behauptung bewiesen ist. O

3.50 Zusammenfassung (Rechenaufwand bei der Berechnung)
Falls rg(A) = n, gibt es verschiedene Algorithmen, um das Ergebnis zu berechnen:

1. Man berechnet AT A (mit $n?m Operationen) und A”b (mit n - m Operationen) und
16st AT Az = ATb mit der Cholesky-Zerlegung in %n3 Operationen

2. mit der QR-Zerlegung benétigt man mn? Operationen.
Wir betrachten

| Az — b||3 = [|QRz — b|)3 = |Q(Rz — Q" 'b)[|3 = ||[Rz — Q"b|3
R\ (NI B -\ |
“I\o ) \d 2_ —d

= || Rz — c|3 + |1d]I3
2

und damit ist rg(A4) = rg(R) = rg(R) und daher ist R invertierbar. Somit gilt:

|Az — b||2 = min <= Rz =c.
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Wir sehen, dafl die Berechnung mit der Cholesky-Zerlegung zwar weniger Schritte bendtigt,
aber die QQ R-Zerlegung wieder stabiler ist.

Die QR-Zerlegung benétigt etwa doppelt so viele Operationen wie die Berechnung von AT A,
aber der zweite Algorithmus ist stabiler.

3.51 Beispiel
Seien

Wir erhalten

T, [(1+e* 1 (1
A‘4_< 1 14+¢2)° ATb = 1

die exakte Losung hierdavon ist z1 = z9 =

[y

1
2+e2 T 2
In Gleitpunktrechnung ist aber [1 4 2] = 1. Damit ist A7 A singuldr und der erste Algorith-
mus gar nicht durchfiihrbar.

2
Mit der Householder-Transformation ist dann oy =~ —1, v1 = | € | und damit:
0
-1 =1 -1
R=|0 V2|, Qv=|-5
3]
0 0 ~/5

Damit ist Rx = c; die exakte Losung 1 = x9 = %

3.52 Motivation (fiir die bessere Stabilitit)
Beim ersten Algorithmus 16sen wir AT Az = ATb. Dabei ist dann

condy (AT A) = condy(A)? > condy(A)
Mit dem zweiten Algorithmus 16st man Rz = ¢. Dann ist

conda(R) = conda(R) = conds(QR) = condy(A)
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3.53 Algorithmus (falls der Rang nicht voll ist)

Fiir rg(A) < n bricht der erste Algorithmus zusammen, da A nicht invertierbar ist. Wir
betrachten daher nur die Q) R-Zerlegung mit Spaltentausch:

In jedem Schritt der @ R-Zerlegung vertauscht man die Spalten so, daf3 die Spalte mit der
groBten Norm vorne steht.

Damit erhalten wir: AP = QR.

Wir partitionieren auch Px = <i1> und Qb = (fl) und damit ist
2

| Az — b]|3 = | Riz1 + Raza — |3 + ||d]|3

Dann muf} gelten: Ryx1 + Roxo = ¢, wobei R; invertierbar ist.
d.h. x5 € R"* ist beliebig. Daher ist die Losung nicht eindeutig.

Kapitel 3






4 Nichtlineare Gleichungssysteme

4.1 Motivation
Wir stehen in diesem Kapitel vor folgendem Problem:
Zu einer Funktion f: D C R™ — R” sucht man ein & mit f(x) = 0, d.h. man erhélt

f1<(L’1,...,JJn) =0

fn(xl,...,:vn) =0

diese n Gleichungen mit n Variablen. Hier gibt es verschiedene Mdoglichkeiten: <
I
fz)=¢" keine Losung 'g_
flx)=2%-1 evtl. mehrere Losungen Q
f(x) =sinx unendlich viele lokal eindeutige Losungen
o1
f(x) =z -sin -

4.1 Newton-Verfahren

4.2 Algorithmus (Prinzipielle Vorgehensweise)

Das NEWTON-Verfahren ist ein iteratives Verfahren, bei dem man wie folgt vorgeht:
1. Wihle einen Startwert xg
2. Ersetze die Funktion durch die Tangente in (zg, f(z0))
3. Die Nullstelle der Tangente ist x;

Danach werden die Schritte wiederholt.
Wir ersetzen also ein nichtlineares Gleichungssystem durch eine Folgen von linearen Glei-
chungssystemen.

4.3 Bemerkung (Konvergenzbetrachtung)

Das NEwWTON-Verfahren mufl nicht konvergieren.

Falls der Startpunkt schlecht gewahlt ist (z.B. bei nicht-konvexen Funktionen), kann das
Verfahren auch divergieren.

75
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4.4 Algorithmus (gewohnliches Newton-Verfahren)
Sei zg in der Nahe einer Nullstelle x*.
Wir entwickeln nun die Funktion nach Taylor:

0= f(z") = f(wo + (& — 20)) = f(wo) + ['(z0) - (2" — o) + O((z" — z0)?)
Wir ersetzen diese Gleichung durch ein lineares Gleichungsyssystem:

f(xo) - (21 — 20) = —f(0)
=Axg

Damit erhalten wir folgenden allg. Algorithmus:
1. Wahle zq ,,geschickt®

2. fur k=0,1,2,...:
Lose f'(xy) - Az = —f(x1) und setze zy1 = zx + Axy

4.5 Satz (Konvergenzverhalten)

Dann gilt fiir den Fehler e, := xj, — x*:
1 _
err1 = 5 f (@) Lo () (ers en) + O(llex®)
wobei

) P
P ) = 3. g whuny

Das NEwTON-Verfahren konvergiert quadratisch, falls e, geniigend klein ist.

Sei f € C? und f(z*) = 0 und die Folge (z}) sei durch das Newton-Verfahren definiert.

BEWEIS
Es gilt:

0= f(z*) = f(ax —ex)

= k)~ @r)e + 5 f (@) ens i) + O(exl)
——

Wegen des Newton-Verfahrens gilt:

k) = = (@) (@rg1 — 2k) = —f () (@pg1 — ¥ + 2% —ap) = —f'(2r) (epg1 — ex)

Damit ist:

0= —f(an)enss + 5" (@) erser) + Olen])
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Durch Umstellen der Gleichung und Invertieren mit f’(xy) ergibt sich die Behauptung.

4.6 Motivation
Wir mochten nun wissen, wann ey (und damit alle weiteren ey) gentigend klein ist, damit
das Verfahren konvergiert.

4.7 Satz (Newton-Mysovskii)
Sei D C R” offen, f : D — R™ € C}(D) und f/(z) sei invertierbar fiir alle z € D.
Sei g € D und gelte:

1. |Azg|| < @ € R (Diese Bedingung definiert o)

2. /()" () = f(2)y—2)l Sw-[ly — z[|* Va,y,z € D mit y auf der Verbin-
dungsstrecke zwischen z und z. (Diese Bedingung definiert w).

3.7::%aw<1

4. Fir ¢ := 7% sei By(xo) = {z € R"|[lx —zol| <o} S D

Dann bleibt die Folge (x)) des Newton-Verfahrens in B,(x¢) und konvergiert gegen eine
Losung z* der Gleichung von f(x*) = 0.
Auflerdem gilt:

Kapitel 4

w
zks1 — xxl| < 5!\9% — xp|?

und
9 72k 72’&1
ka_x*H Si k = k
wl— 2 1—~2
BEWEIS
1. Wir zeigen zunéchst, da fir zx_1, 25 € By(zo) gilt: [lzpr1 — zk| < $lloe — zp_1|*:
Es gilt:

1Azl = 1| = ' (zr) ™" f(zn)l

| Zr1 — zl

= || f'(ze) ™" | Flak) — f@rr) — f(@r1)Azg_y

=0

Wir verwenden nun die Beziehung

1
flog) — f(op—1) = /f/(flfk—l +tAx,_1)Axy_q dt
0
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und damit ergibt sich:

1
|Tpr1 — x| = /f'(wk)_l (f'(zp—1 + tAzp_1) — f'(xp—1)) Azp_ydt
0

1
< [ 17 (P + t8m0) = o) than|
0

Wir verwenden nun die zweite Voraussetzung, wobei xp = x, 51 + tAxr_1 = y und
ZTp—1 = z ist (damit ist y — z = tAxg_1) und erhalten:

1
dt
fowss = el < [ w- AP
0

1

:w'HAmk_ﬂ]Q‘/tdt
0
w
= ~||Azp_1|?
e

2. Induktion iiber k. Wir nehmen an, dal zo, z1,...,2, € By(zo) liegen. Dann gilt:

w
lansr = anll = [ Azil| < 5 Awp |
w w?
2 4

1424...42k—1
w k
<(%) Ao ?

2k—1
w k
(%) lawp?

2 ||w 2k
= —||=A
w H 2 o

IN

1Az o |*

IN

2
w

Fir 0 < ¢ < k ist damit

2k t1 = zell < ks = ull + ok — zpall + - 4 lze — 2]

2
<= (AT T 1 )
w
2t
SR
w 1—72
Fir ¢ =0 ist
2 v o
— < —— = =
[ ﬂé‘oll_wli7 ¢
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Damit liegt auch x4 in B,(xo).

Fir k,v — oo gilt: ||zkx11 — z¢|| < 0. Damit bilden sie eine Cauchy-Folge, womit in R"
dies auch einer Konvergenz entspricht.

Wir miissen nur noch zeigen, dafl dies einer Nullstelle entspricht. Wir wissen ja, daf
gilt

Tpp1 =z — f'(2p) 7 f(2k)

Damit gilt fiir & — oo:
SC* _ .’E* o f/(x*)—lf(x*)
und damit f(z*) = 0. 0

4.8 Bemerkung (Praktische Durchfiihrung des Algorithmus)

Wir haben zg gegeben.

Man 16st nun iterativ f/(zx)Azg = —f(x), z.B. durch eine LR-Zerlegung.

Wir setzen nun zx11 = xp + Axg.

Dieses Verfahren fiithren wir solange durch, bis k& = kpax oder bis ||Az|| < tol, wobei tol
eine vorgegebene Toleranz ist.

Alternativ konnte man auch || f(zg)|| < tol als Abbruchkriterium nehmen. Dies wird in der
Praxis jedoch nicht durchgefiihrt, denn wenn f(z) = 0 gilt, dann liefert Af(x) = 0 dieselben
Nullstellen fiir eine regulare Matrix A. Auflerdem &ndert diese Matrix auch nicht das Itera-
tionsverfahren. Das Newton-Verfahren ist affin-invariant.

Allerdings dndert sich dadurch die Norm ||Af(zy)|| < tol. Damit wiirde sich das Abbruch-
kriterium dndern. Dieses sollte sich aber nicht &ndern, also nehmen wir nicht diese Norm

4.9 Proposition (Rechenaufwand des gewdhnlichen Newton-Verfahrens)

Wir brauchen pro Iterationsschritt eine f’-Auswertung und eine LR-Zerlegung, was je nach
Grofle der Matrix aufwendig ist.

Daher suchen wir nach einer Vereinfachung des Verfahrens.

4.2 Vereinfachtes Newton-Verfahren

4.10 Algorithmus (Prinzipielles Vorgehen)

Wir haben einen Startwert xo gegeben und berechnen A ~ f'(xg) sowie die LR-Zerlegung
dieser Matrix.

Wir 16sen dann fir £ =0,1,2,...:

AAzxy = —f(xg)

und setzen dann xp, 1 = g + Axy.
Damit bleibt der Rechenaufwand bei einer einzigen LR-Zerlegung einer Ableitungsmatrix
sowie den einzelnen Funktionsauswertungen.

Kapitel 4
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4.11 Satz (Konvergenz des vereinfachten Newton-Verfahrens)
Sei f zwei mal stetig diffbar und sei () durch das vereinfachte Newton-Verfahren
definiert. Dann gilt fiir den Fehler e = xp — z™:

er1 = (I — A7 f'(wp))er + O(llex]]?)

BEWEIS
Es gilt wegen der Taylorentwicklung um zy:

0= f(z") = f(zk — ex)
= flzx) —f (zp)ex + O(llexl)
——
=—AAxy
= —Alepy1 — ex) — f'(@r)er + O([lex]?)

Damit ergibt sich:
Aegi1 = Aeg — f'(xr)er + O(|lex|)

womit die Behauptung bewiesen ware. O

4.12 Satz (Newton-Mysovskii fiir das vereinfachte Newton-Verfahren)
Sei D C R" offen und f : D — R" stetig diffbar. Dann sei g € D und es gelten die
folgenden Voraussetzungen:

1. ||Azg| € «
2. I -A"f'(y)| <v<1 VyeD

3. Fiir o = 72 sei By(wo) € D.

Dann bleibt die Folge (xf) des vereinfachten Newton-Verfahrens in B,(xo) und konver-
giert gegen eine Nullstelle * von f.
Es gilt zudem:

lzer1 — 2| < Yllzk — -1

4.13 Bemerkung
Das vereinfachte Newton-Verfahren ist im Prinzip eine Fixpunktiteration, womit sich fiir den
Beweis der Banachsche Fixpunktsatz anbietet.

BEWEIS
Es gilt zp11 = @(xk) mit p(z) =z — A_lf(ﬂf)-
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Die zweite Bedingung besagt, daf3 ¢ eine Kontraktion in B,(x¢) ist, denn es gilt nach dem
Schrankensatz:

lo(z) — o)l < sup ("] -z —yll
E€fzy] "
—I-A-1f1(€)

und damit:

(@) = el < vllz =yl

mit y < 1.
Auflerdem gilt:

@ : By(xo) — By(xo)
denn

lp(x) = xoll = llp(x) = @(x0) + ¢ (20) = ol| < [[p(x) = (o) + [l (o) — ol
<ve o

<vot+a=p

Somit ist ¢ eine Kontraktion auf B,(x).
und nach dem Banachschen Fixpunktsatz ergibt sich, daf} diese Folge gegen einen eindeutigen
Grenzwert konvergiert. O

4.3 Abstiegsrichtungen und gedampftes Newton-Verfahren

4.14 Motivation
Wie geht man vor, wenn der Startpunkt xg schlecht gewéhlt ist?

Sei D CR™ f: D — R"” stetig diffbar.
Unser Ziel ist es, eine Nullstelle von f zu finden.
Es gilt fiir ein bel. A € R™*"™ invertierbar, daf}

J@) =0 < A7 f(@) =0 < A7 f(2)|}} = min

4.15 Definition (Niveaumenge)
Eine Niveaumenge ist

{zeD: A7 ()|} <}

Wir haben also eine Art Potentialtopf, mit vielen Ringen und suchen eine Abstiegsrichtung,
daB man von Kreis zu Kreis geht, sodaf co > ¢; > co der Wert von ||A~!f(z)||3 abnimmt.

Kapitel 4
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4.16 Algorithmus
Wir suchen eine Abstiegsrichtung Az und A > 0 so, dafl

JA™ (20 + ANAZ) |12 < A7 f(20)]]3

Wir betrachten also
A7 f (20 + AAZ) |12 = f(z0 + AAZ)TACDT A7 (2 + AAZ)
= flao)" ATV AT f(ao)
1A= (z0) 13
+2X - fzo) (A HT AL (z0) Az +O()N?)

<0

4.17 Bemerkung (Methode des steilsten Abstiegs)
Fiir A = I ist dies die Methode des steilsten Abstiegs Ax = — f'(20)7 f (o)
Dies steht orthogonal auf der Niveaulinie, denn fiir p(z) = || f(z)||3 = f(z)T f(x) ist

und Az = —3 V().
Fiir die Niveaulinien gilt aber, dafl ¢(x(t)) = const und damit:

(Ve(z(t)),2'(t)) = ¢'(x(t) - 2'(t) = 0
und damit
(Az,2'(0)) =0

d.h. Az steht senkrecht auf den Niveaulinien.

4.18 Beispiel

Sei f(x1,22) = o
12 10022

Dabei sind die Niveaulinien schmale Ellipsen. Hier ist die Methodes des steilsten Abstiegs
nicht optimal.

. Dann ist || f(z)]|? = 22 4+ 10*22.

Wiirden wir allerdings die Matrix A = (1 0 wihlen, dann wire A~ f(z) = <$1>

0 100 2
Dann erhalt man als Niveaulinien nur Kreise, d.h. man erhéalt eine schnelle Konvergenz.

4.19 Bemerkung (Wahl der Richtung)
Wir fragen uns, ob es eine Richtung Ax gibt, die fiir jede Wahl einer invertieren Matrix A

eine Abstiegsrichtung ist, d.h. wir wollen, dafl f(xo)TA(_l)TA_lf’(xo)Ax <0 VA

Dies ist erfiillt fiir Ax = —f/(z0) " f(20).
Wir erhalten namlich dann:

—[|A7 f(mo)ll3 <O f(wo) #0
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4.20 Bemerkung
Die Newton-Richtung ist die einzige Richtung, die diese Bedingung erfiillt (ohne Beweis).
AuBerdem ist dies die Richtung des steilsten Abstiegs fir A = f/(zo).

4.21 Motivation (zum gedampften Newton-Verfahren)

Ziel ist es, das Newton-Verfahren fiir ,,schlechte“ Startwerte konvergieren zu lassen, aber die
Newton-Richtung ist die Abstiegsrichtung fir jede Wahl von A und die steilste Abstiegsrich-
tung fir A = f'(x9).

4.22 Algorithmus (gedampftes Newton-Verfahren)

Wir haben xy gegeben und fir & = 0,1,2,... 16sen wir: f'(zg)Azr = —f(zx) wie beim
gewOhnlichen Newton-Verfahren.

Wir setzen dann

Tl = Tk + Az 0< Ay <1

Wir wéhlen dabei den Dampfungsfaktor Ay so, daf

AT f (@i )| < 1ATf ()l

Fiir gewShnlich nimmt man A, € {1,1,1, ..., 2L7 o

AuBerdem wihlt man dann A = f/'(z¢) oder A = f'(xy).

Kapitel 4

4.4 Homotopiemethoden

4.23 Motivation (Einbettung der Funktion in eine Homotopie)

Wir méchten noch immer f(z) = 0 lésen.

Wir nehmen an, dafl f(z) in ein Problem F(z,7) = 0 eingebettet ist. Dabei ist 7 der
Homotopie-Parameter.

Dabei ist F : R” x [0,1] — R™.

Fiir 7 = 1 seien die Losungen F(z,1) = 0 die Losungen von f(z) = 0, also typischerweise
F(z,1) = f(z).

Fiir 7 = 0 seien die Losungen von F'(z,0) = 0 bekannt (oder leicht zu berechnen).

4.24 Beispiel
Sei F(z,7) =71f(x)+ (1 — 7)fo(z), wobei die Nullstellen von fy(z) bekannt sind.
Dies funktioniert sehr gut, wenn fy ,nahe“ an f liegt.

Oft sind solche Einbettungen kanonisch aus physikalischer Einsicht gegeben.
4.25 Algorithmus (Einfache Homotopiemethode)

Wir tasten uns dabei von 7 = 0 zu 7 = 1 hoch mit z(7,-1) als Startpunkt fiir benachbarte
Toy-
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4.26 Algorithmus (Tangenten-Homotopiemethode)
Wir differenzieren F'(z(7),7) nach 7:

OF , . OF B
(), ) (1) + (7)) = 0

und lésen nach z’(7) auf:

) — 3F>_18F
w(r) = ((91’ or

und erhalten eine Tangentenrichtung.
Damit erhalten wir den neuen Startwert:

2(Tm) = 2(Tm-1) + (T — Tm—1) - ' (Tm—1)

Man wahlt dann 7, so, dafl das Newton-Verfahren ,schnell* konvergiert.

4.5 Nichtlineare Ausgleichsrechnung

4.27 Motivation
Wir haben eine tiberbestimmte nichtlineare Gleichung f(x) = 0 mit f : R — R™ fiir m > n.
Dies hat im allgemeinen keine Losung. Daher suchen wir eine Lésung der Minimierungsauf-

gabe, d.h.
wir suchen z* € R" mit || f(z*)]|2 minimal.

4.28 Idee
Wir linearisieren f wie beim Newton-Verfahren und 16sen zu einem gegebenen xg dann

1 (o) + f/(zo)(z* — m0) + O(||z* — 20[*)||2 = min

Dabei vernachlassigen wir die quadratischen Terme und erhalten dann ein lineares Aus-
gleichsproblem und erhalten damit eine neuen Startwert:

| f(z0) + f'(z0)(z1 — x0)|]2 = min

Dies 16st man iterativ mit dem Gauf3-Newton-Verfahren.

4.29 Algorithmus (Gauf3-Newton-Verfahren)
Fir £k =0,1,..., berechne f(xx) und f’(zy), bestimme dann Az als Losung eines linearen
Ausgleichsproblems mittels

| f(zx) + f'(2)Azgl|2 = min

Setze danach xpy1 =z + Axy,
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4.30 Bemerkung (Konvergenzbetrachtung des Gauf3-Newton-Verfahrens)

Wir betrachten p(z) = || f(z)||3 = f(2)? f(z). Eine notwendigige Bedingung fiir das Vor-
liegen eines Minimums ist V(z) = 0 = 2f'(z)” f(x). Theoretisch kénnte man auf diesen
Ausdruck das Newton-Verfahren anwenden, dann bréuchte man aber die zweite Ableitung
von f. Dies mochten wir vermeiden.

Wir betrachten nun g(z) = f/(x)7 f(z). Wir wissen, daf8 g(z*) = 0 gilt, falls z* das Minimum
ist.

Wir erhalten:

g(x) = gax) +¢'(zx) - (& — @) + O(||z — @)

Wie sieht g;(x) aus?

gilx) = > 2D ) ()
j=1 9%

Wir betrachten nun

82(56) N Z 8:ce£]56¢ () f(x) +j§: 82 (ac)agZ(x)

Kapitel 4

In Matrixform ergibt sich:

g'(@)v = B(x)(f(x),v) + f'(x)" f'(z)v

wobei B : R™ x R™ — R"™ billinear definiert wird durch

Damit ist

0= g(z) = glax) + g (zr) (@ — x) + O||x — 24|1?)
= (@) f(@r) +f (@) f () (@ — 1) + Blaw) (f (@r),  — 2) + Ol — %)
—_—

Bei dem Gaufl-Newton-Verfahren ermitteln wir

I f(xx) + f'(zk) (Zhs1 — 2)||2 = min

Mit der Normalengleichung ergibt sich:

F@e) " f () (@rgr — 2x) = —f (xn)" f (k)
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wobei hier die rechte Seite wieder in der obigen Gleichung zu finden ist. Setzt man dies ein,
folgt

0= — f'(ae)" f' () @prrze) + (@) f (@) (@ — 2p)
+ B(ag) (f(z), @ — x3) + O(||lz — x3]%)
= (@) f(xn) (@ — 2pp1) + Blae) (f(ar), © — x) + O(||x — 24]%)

4.31 Satz (Fehler beim Gauf3-Newton-Verfahren)

Sei f: R™ — R™ mit m > n drei mal stetig diffbar und rg f'(z) = n und sei z* die
Loésung von || f(x)]|2 = min.

Fiir den Fehler e, = x — 2™ des GauB-Newton-Verfahrens gilt:

-1

entr = — (@) @) Blan)(f(@n),ex) + Oflex]”)

4.32 Bemerkung (Diskussion des Konvergenzverhaltens)
1. Falls f(x*) =0, dann ist f(zx) = f(*) + f'(zx)er, + O(||zx]|?). Dann erhiilt man eine
lokale quadratische Konvergenz.

2. Falls || f(z*)||2 geniigend klein ist, erhdlt man lineare Konvergenz.

3. Falls || f(z*)]| zu groB ist, kann das Verfahren auch divergieren.



5 Numerische Verfahren fiir AWP
gewohnlicher Differentialgleichungen

5.1 Motivation
Wir haben eine Anfangswertaufgabe v/'(t) = f(t,y(t)) gegeben mit y(tg) = yo und suchen
dafiir eine Losung y : [to, T] — R%, wobei f: U — R® mit U C R x R* mit (tg,y0) € U.

5.1 Einige Beispiele von Differentialgleichungen

5.2 Beispiel (aus der Physik)

Als klassisches Beispiel hat man ein mathematisches Pendel:

Dabei ist s = £ - a, wobei o der Winkel, s die Auslenkung und ¢ die Lédnge des Fadens ist.
Dabei gilt dann ms”(t) = —mgsin «(t) und man erhilt damit die Differentialgleichung

a(t) = —% sin a(t)

was eine homogene Differentigleichung 2. Ordnung ist, die sich als System von Differential-
gleichungen 1. Ordnung schreiben 148t:
Mit w = o erhilt man

mit y = (Z)

5.3 Beispiel (aus der Chemie)
Bei einer chem. Reaktion gibt es Substanzen X, Y, Z die wie folgt reagieren:

X—=Y, Y+Z-sX+Z Y4YSZ+Y

Sei z(t) die Konzentration von X zur Zeit t. Zu welchen GesetzméBigkeiten geniigen die
Substanzen?

87
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Dies fiihrt zum Massenwirkungsgesetz, das auf Differentialgleichungen fiihrt.
Dabei sind kq, ko, k3 Reaktionsparameter und wir erhalten die folgende Differentiagleichung

2 = —kiz + kayz
y =k — koyz — ksy®
7 = ksy?

Dazu gibt es natiirlich gewisse Anfangsbedingungen, mit Hilfe derer man den Reaktionsver-
lauf zu jedem bel. Zeitpunkt berechnen kann

5.4 Beispiel (aus der Biologie)

Hier gibt es Modelle zur Populatiostheorie, was auf Voltaire (um 1920) zurtick geht.

Sei y(t) die Anzahl der Speisefisch zur Zeit ¢t und z(¢) die Anzahl der Raubfisch zur Zeit t.
Dabei ergibt sich das folgende System von Differentialgleichungen:

Y =ay—byz

/ p—

Z = —cz+dyz

Es gibt aber auch komplizierter Modelle, etwa Epimediemodelle, usw.

5.5 Bemerkung (Raumdiskretisierung bei PDE)
Wir diskutieren dies am Beispiel der Warmeleitungsgleichung:

ou 0%u

E(xat) = %('%t) +g(z,t) 0<z<1
mit der Randbedingung u(0,t) = u(1,¢) = 0 fiir ¢ > 0 und der Anfangsbedingung: u(z,0) =
uo(x)
Die numerische Losung dieses Ansatzes erfolgt durch eine Diskretisierung beziiglich z, d.h.
wir unterteilen das Intervall in N Teilintervalle, d.h. 1 = NAz und erhalten dadurch auch
(N + 1)? Gitterpunkte.
Dazu ersetzen wir 88722 durch einen Differenzenquotienten, der nur auf den Gitterpunkten
lebt.

Wir approximieren dann:

Blt) 2 u(Aat) (i=0,... N +1)

=x;

was definiert ist durch:

) = 5o (i (1) = 250) + i (0) + 9t

Wir setzen aulerdem entsprechend der Randbedingungen dann

Yo(t) = yn1(t) =0

Wir erhalten auf diese Weise ein grofies System von gewohnlichen Differentialgleichungen.
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5.2 Bemerkungen, Erinnerungen an gewohnliche
Differentialgleichungen

5.6 Bemerkung
1. Eine Differentialgleichung zweiter Ordnung y” = f(t,y,y’) 148t sich als System von
Differentialgleichungen erster Ordnung schreiben:

Yy =v

v = f(t,y,’l))

2. Bei nichtautonomen Differentialgleichungen ist die Differentialgleichung von ¢ abhén-
gig, d.h. y' = f(t,y) mit y(to) = yo
Diese Differentialgleichungen sind &quivalent zu autonomen Systemen der Dimension
d—+1:

=1

y = f(t,y)

Damit ist mit g = <;>

b= ()

und es ergibt sich als neue Differntialgleichung ¢’ = F(g).

5.7 Erinnerung (an Existenz und Eindeutigkeit)
Wir haben U C R x R? offen, zusammenhingend und (o, yo) € U.

AuBlerdem sei f : U — R? stetig und erfiille lokal eine Lipschitzbedigung beziiglich der
zweiten Komponente, d.h.

VK C U K kompakt V(t,y), (t,z) € K 3L = L(K) || f(t,y) — f(t,2)|| < L|ly — z||

Dies ist auf jeden Fall erfiillt, falls f stetig difftbar ist. Dann ist

L = max
(ty)eK

o

Dann gilt:
1. Es gibt ein offenes Intervall I mit ¢y € I.
2. Es gibt genau ein 3 : I — R? mit
y'(t) = f(tyt) vtel,  ylto) =wyo

Dies ist der Existenzsatz von PICARD-LINDELOF.
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3. Die Losung kann bis an den Rand von U fortsetzt werden, genauer:
VK C U, K kompakt mit (tg,y0) € K 3t; > to, so daBl die Losung des Anfangswert-
problems auf [tg,t1] existiert und ¢1,y(t1) ¢ K ist.

BEWEIS (BEWEISIDEE FUR DEN SATZ VON PICARD-LINDELOF)
Wir wissen, dafl

t
y(t) = yo + / F(s.y(s))ds
0
und damit iterieren wir dies k-Mal:
t
L) = yo + / Fs,y®)(s)) ds
0

Dann fithren wir eine Fixpunktiteration in C[I] durch und verwenden den Banachschen
Fixpunktsatz, da wir den Operator durch die Lipschitzkonstante beschrdnken kénnen. g

5.8 Beispiel
Betrachte 3’ = 32 mit y(0) = 1 und U = R x R ist lokal Liptschitz-stetig. Dann ist

1
)=—— 0<t<l
y(t) T 0=t<

eine Losung.

5.9 Satz (Einflufl von Storungen der Anfangswerte auf die Losung)
Sei {.,.) ein Skalarprodukt auf R? und || - || sei die zugehérige Norm mit ||y = (y, y).
Es gelte die ,einseitige Lipschitz-Bedignung®:

(f(t,u) = f(t,0),u—v) <Lu—v|* V(t,u),(t,0) €U
Seien y,z : I — R? Lésungen der Differentialgleichungen y' = f(t,y) und y(to) = wo,
2= f(t, z) und z(to) = zo.

Dann gilt:

ly(8) = 2(8)]| < "1 - Jlyo — 20| VEeE T




Numerik I 91

BEWEIS
Betrachte

d

2 W) = 2(1),y(t) — =(1))
=2(y'(t) — 2'(1), y(t) — 2(1))
= 2(f(t;y(®) — [, 2()), y(t) — 2(¢))
< 2y(t) — 2(1)]

Falls y(to) # z(to), so gilt wegen der Eindeutigkeit der Losungen, dal y(t) # z(t) Vt e I.
Mit o(t) = ||y(t) — z(t)||* erhalten wird:

L lly(r) — =) =

N

d
1
S me(t) =
Integriert man dies auf beiden Seiten von ¢y bis ¢ erhalten wir

Inp(t) — Inp(ty) < 20(t — tg)

w(t)
»(tg)

=Iln £

Wegen der Monotonie der Exponentialfunktion ergibt sich:

e(t) < 2(t—to)
¢(to)

und damit ergibt sich
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ly(8) = 2(B)]* = p(t) < X Up(tg) = €210 |yg — 2]

Durch Wurzelziehen ergibt sich dann schlieflich
ly(t) = 2()I] < e~ lyo — 20| O

5.10 Bemerkung
1. Der Fehler in y¢ kann sich dem Faktor et(t=t0) aquswirken.

2. Falls f Lipschitz-stetig ist auf U, d.h. || f(t,u) — f(¢,v)|| < Ll|ju—v|| ¥Y(t,u),(t,v) € U,
dann gilt insbesondere die einseitige Lipschitz-Bedingung mit ¢ < L (dies ergibt sich
unmittelbar aus der CAUCHY-SCHWARZE-Ungleichung).

Fiir das bestmogliche ¢ kann unter Umsténden ¢ < L gelten. Differentialgleichungen,
bei denen dies gilt, werden als , steife“ Differentialgleichungen bezeichnet.



92 Numerik I

5.11 Beispiel
Betrachte ¢y = —1000y fiir ¢ € [0, 1]. Dabei ist

|| = 1000w — (—1000v)|| = 1000 ||u — v||
——
=L
(—=1000u — (—1000v), u — v) = —1000 ||u — v||?
N——
=/

Dies macht bei der Fehlerfortplanzung einen gewaltigen Unterschied aus.
Allgemein ergibt sich bei y/ = Ay dann y(t) = e*(t—t0)

¢=Xund L = |}

1o die Losung und es ergibt sich

1. Fir A < 0 werden Fehler im Anfangswert ausgeddmpft. Dieses System nennt man
»asympotisch stabil®

2. Fiir A = 0 erhilt man eine konstante Funktion. Dies nennt man ,stabil®

3. Fir A > 0 driftet die Funktion auseinander. Dann ist die Funktion ,instabil®.

5.3 Euler-Verfahren

5.12 Historische Notiz (Euler-Verfahren)
Das EULER-Verfahren ist das einfachste und &lteste Verfahren zur ndherungsweisen Losung
von y' = f(t,y) mit y(to) = yo und geht auf LEONHARD EULER, 1768 zuriick.

5.13 Idee
Wir ersetzen lokal die (unbekannte) Losung durch die bekannte Tangente:
Wir nehmen £ als Schrittweite:

ti=to+h
y1 = yo + hy'(to) = yo + hf (to, yo)

Wir nehmen dieses y; als Approximation der Losung an der Stelle ¢;.
Wir nehmen dieses y; als Startwert fiir den néchsten Schritt und setzen

y2 =y1 + hf(ti,y1)

fir to = t1 + h = tg + 2h, usw.
Wir erhalten dann y,, ~ y(t,) mit ¢, =to +nh Yn=0,1,....
5.14 Algorithmus (Euler-Verfahren)

Es sei y = f(t,y) gegeben mit dem Startwert y(to) = yo.
Setze fuir n =0,1,2,...:

Yn+1 = Yn + hf(tnv yn)

mit tn+1 = tn + h.
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5.15 Satz (Fehlerabschitzung beim Euler-Verfahren)
Sei I = [tp,T] ein Intervall und f : I x R? — RY stetig diffbar und (global) Lipschitz-
stetig, d.h.

1£(t,u) = F(&. )]l < Lllu— o]Vt € I,Vu,v € RY

Sei y : I — R? die Losung des AWP: ' = f(t,y) und y(to) = vo
Wegen f stetig diffbar, ist y zwei-mal stetig diffbar:

n_ Of

Ot

(ta y) + g(ty) : y,

Seien y, fiir n =0,1,... durch das Euler-Verfahren definiert.

Dann gilt fiir den Fehler:
Hyn_y(tn)H <M-h Vig+n-h=t,<T
mit

L(T—to) _ 11

€

\{i = — "
2l ol

Insbesondere gilt:

li W — ()] =0
ggggﬂy y(tn)||

d.h. die Naherungslésung konvergiert gleichméflig gegen die exakte Losung des AWP,
wenn die Schrittweite gegen 0 geht.

BEWEIS
Wir benétigen drei Schritte:

1. Wir untersuchen den lokalen Fehler, dies ist der Fehler nach einem Schritt, wenn wir

bei der exakten Losung starten:

Y(tnt1) — (W(tn) + hf(tn, y(tn))) = y(tn + h) — y(tn) — hy/(tn)
——
exakt Euler-Schritt

Dies entspricht gerade den ersten Gliedern der Taylorentwicklung und damit gilt:

1
ymwﬂ—@wﬂ+wﬁmM%D%ﬂﬁ/ﬂ—@MWM+®mﬂ)
0

exakt Euler-Schritt

Kapitel 5
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und damit folgt, wenn wir die Normen betrachten:

”y(tn—i—l) - ?/(tn) - hf(tna y(tn))H < Ch2
mit
1

_ = "
C=3 nggflly ()]l

. Wir betrachten die Fehlerfortplanzung:

Wir betrachten hierzu den Euler-Schritt zum Startwert v,,
Unt1 = Up + hf(tn,vn)
und einen Eulerschritt zum Startwert w,:
Wpt1 = Wy + hf(ty,wy)
Wir betrachten, was sich als Fehler fiir die n + 1-Schritte ergibt:

[ont1 = Wil < flvn = wnll + B[ f (tn, vn) = f (En, wn)|

SL|lvn—wnll

< (14 hL)||vy, — wy|

. Fehlerakkummulierung: ,Facher der Lady Windermere*

Bezeichne mit y* die Ndherung (an y(t,)) zum AWP y(3) nach n — k Schritten.
Insbesondere ist y, = y9 und y(t,) = y"

Die lokalen Fehler ergeben sich aus
lyks1 = y(tern)ll < CR?
Auflerdem ist durch die Fehlerfortplanzung gegeben:

lyk —yi ) < (1 + hL)||yk_y — yit|
< ..
<(L=hL)" "y — gt | < @ +RL)"FOR?
——
=y(tg+1)

Durch Anwenden der Dreiecksungleich ergibt sich dann:
lyn = y(ta)ll = llyn — vil

< lyp = yall + llyn = vall + -+ lyn =" =il
< Ch*(1+hL)" 4+ Ch?>(1 + hL)" 2 4 ...+ Ch?

(A +hD) =1 (1AL -1

=Ch 1+hL—1 =Ch L
nhlL __ L(T—to) _

gCheTgcwe vl

Damit ergibt sich die Konstante.
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5.4 ,Steife” Differentialgleichungen, implizites Euler-Verfahren

5.16 Motivation
Wir haben gesehen, daf beim (expliziten) Euler-Verfahren die Fehler mit dem Faktor (1+hL)
je Schritt verstarkt werden:

Yn+1l = Yn + hf(tna yn)
Zpt+1l = Zn + hf(tnu Zn)

5.17 Beispiel (zum expliziten Euler-Verfahren)
Sei v/ = —1000y mit ¢ € [0, 1] fiir yo = 1. die Exakte Losung ist y(t) = e~ 1000,
Wir betrachten nun die Losung dieses Verfahrens mit dem Euler-Verfahren:

Yni+1 = Yn + h(—1000y,) = (1 — 1000y,

Man wiirde hier fiir eine fast anndherende Losung sehr kleine Schrittweiten benétigen. Die
numerische Losung bleibt fiir zu grofle Schrittweiten nicht beschrinkt — im Gegensatz zur
exakten Losung.

Dies kénnen wir auf folgende Art und Weisen umgehen:

1. Wir benétigen sehr kleine Schrittweiten, also mind. h < ﬁ, um eine sehr glatte
Loésung zu approximieren, was zu einem hohen Rechenaufwand fiihrt.

2. Wir suchen ein Verfahren, das dhnliche Stabilitdtseigenschaften wie die Differential-
gleichung hat.

Die zweite Variante fiihrt dann zu einem neuen Algorithmus.
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5.18 Algorithmus (Implizites Euler-Verfahren)
Wir fiihrend die folgende Iteration ein:

Yn+l = Yn + h‘f(tn+17 ynJrl)

wobei wir daraus y,11 bestimmen, was im Allgemeinen nicht linear sein mu8.

5.19 Beispiel
Wir betrachten das Beispiel 4/ = Ay fiir A < 0. Dann ist y(t) = eMyg, was fiir t > 0
beschréinkt ist.

1. Das explizite Euler-Verfahren bringt:
Yn+l = Yn + hAYn = (1 + hA)yn

Dies ist nur beschréankt, falls A < ‘72|
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2. Durch das implizierte Euler-Verfahren erhalten wir allerdings:

Yn+l = Yn + h)\ynJrl
1

1

Dies ist YA > 0 beschrankt.
Wir haben keine Schrittweiteneinschrankung durch A.

5.20 Satz (Konvergenz beim impliziten Euler-Verfahren)
Sei f: I xR* = RY mit I = [tg, T stetig diffbar und erfiille die einseitige Lipschitz-
Bedingung;:

(f(t,u) — f(t,v),u—v) <Lu—o|*> VtelVu,veR?

fir ein Skalarprodukt (.,.) und || - || die dadurch induzierte Norm.

Dann gilt fiir den Fehler des impliziten Euler-Verfahrens wenn die Schrittweite hf < o <
1:

||yn_y(tn)|| <m-h t,=to+nhel

mit

1!
= - t
m 7 2rgg;<||y @l

5.21 Bemerkung
Unter der Voraussetzungen des Satzes hat das implizite Euler-Verfahren in jedem Schritt
eine eindeutige Losung y,,41, falls h¢ < 1 ist.

5.22 Erinnerung
Fiir Losungen y(t), z(t) der Differentialgleichung gilt:

ly(8) = =) < e ly(to) — =(to)]

Es gilt aber immer, daf§ ¢ < L, manchmal sogar, dal ¢/ < L (dies ist bei steifen Differential-
gleichungen der Fall)

BEWEIS (DES SATZES)

Wir beweisen hier nur die Abschétzung. Die Existenz folgt aus der Bedingung, dafl es sich
um eine strikte Kontraktion handelt.

Der Beweis folgt fast analog wie beim expliziten Euler-Verfahren und lauft ebenfalls in drei
Schritten ab. Wir verwenden dabei die gleiche Notation wie beim Beweis des Expliziten
Verfahrens:
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1. Lokaler Fehler:

Wir betrachten einen impliziten Euler-Schritt zum Startwert y(t,,):

Ynt1 = Y(tn) + hf(tnt1, Yngn)
Y(tnt1) = y(tn) + h f(tns1, Y(tnir) Hdnia
—_——
yl(tn+l))

Wir sehen, daf} es sich dabei um eine Taylorentwicklung handelt, wobei d,,+1 der Taylor-

Restterm bei der Taylor-Entwicklung um ¢, ist. Daher gilt analog zum expliziten
Euler-Verfahren

1
< Ch? == "
ldna]| < Ch%, - €= o max |y~ (t)l]

Nun subtrahieren wir die obigen Gleichungen und und machen eine Skalarmultiplika-
tion mit ¥, 1 — y(tp+1) und erhalten:
lyni1 — Y(tn1)]? = b (f(tnsa, Uni1) = ftng1, Y (tng1)), Unr — Y(tns1))

<lyp 1 —y(tnt1)lI?

+ (dnt1, Yn+1 — Y(tnt1))

Sldnall?-llyp 41—y (Ensa)l1?

Wobei die linke Abschédtzung durch die Vor. und die rechte Abschitzung durch die
Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt.

Damit ergibt sich dann:

(T}
(1= 1) i1 = y(tasn)ll < CR®|lypiy — y(tasr) | E
>0 %
n Ch?
[Yns1 — y(tnr)l| < -y X
. Fehlerfortplanzung:

Wir betrachten hier je einen impliziten Eulerschritt zu zwei verschiedenen Startwerten:
Up4+1 = Up + hf(tn+1a UnJrl)
Wp4+1 = Wy + hf(thrb wnJrl)
=vp + hf(tn+1a wn+1) + (wn - Un)
Wie im ersten Teil konnen wir nun die beiden Gleichungen subtrahieren und skalar
mit v,4+1 — Wwy41 multiplizieren und erhalten dafiir:

llvrn — wh ||
1-—he
Wir beachten, daf fiir £ < 0 dann %hﬁ <1 ist.

[ont1 = wnpa ]| <
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3. Fehlerakkummulierung:
Wir erhalten analog zum expliziten Fall:

i — )] < < </ N <y
I T A SR 7 R R ) s S SR A
crz () —1

1
1—ht L1

Wegen 1—1hé =147 Efw und der allgemeinen Abschitzung 1+ x < e® gilt dann

| Ch? exp (%) -1
oy <
_ Chenhz/(l—hz) -1
L
Damit folgt die Behauptung. O

5.23 Bemerkung (Numerische Losung des nichtlinearen Gleichungssystems)
Wir haben beim impliziten Euler-Verfahren die Gleichung

Ynt+1 = Yn + LS (tns1, YUnt1)

wobei wir y,41, welches nur implizit gegeben ist, berechnen.
Dies machen wir {iber eine einfache Fixpunktiteration:

Yo =yn+hf (tn+1, yﬁffﬁl)

Nach dem Banachschen Fixpunktsatz konvergiert dies, falls y +— y, +hf(tn+1,y) eine strikte
Kontraktion ist, d.h. hL. < 1, wobei L eine Lipschitzkonstante von f ist.

Dies fiihrt allerdings zu einer Schrittweiteneinschriankung, die im wesentlichen wie beim
expliziten Euler-Verfahren aussieht.

Das wollten wir allerdings vermeiden, denn bei bei steifen Differentialgleichungen ist das
ungeeignet.

Daher wenden wir nun das Newton-Verfahren zur Losung von F(y) = 0 an:
y ) =y — By W) 1R (y )

Wir wissen bereits, dafl wir ,gute” Startwerte zur Verfiigung haben, also kénnen wir das
vereinfachte Newton-Verfahren benutzen, d.h.

y D =y ® — F(y )" F(y ™)

und hier ist F(y) =y — yn — hf(tn+1,y), damit ist

19,
Flly)=1- hai?(tnﬂ, v)
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Wir berechnen iterativ

k41 k k
%(z+1 ) = 3/2421 + A%(wzl

mit y,(gzl = Yn, Wobei Ayiﬁl aus dem linearen Gleichungssystem kommt:

k k k
(- hJ)Af"H)-l == (%&421 —Yn — hf(tns1, yfz—ﬁl))

wobei J =~ %f(tn+1,yn+1) die Jacobi-Matrix ist.

Typischerweise beobachtet man, dafl 1-3 Iterationen meistens ausreichend sind, sodafl

Hy,(ﬁgl — yn+1|| < lokaler Fehler des impliziten Euler-Verfahrens

Eine groflere Genauigkeit ist beim Losen des LGS gar nicht sinnvoll.

5.24 Definition (lineares implizites Euler-Verfahren)
Beim linearen impliziten Fuler-Verfahren fiilhrt man nur eine Newton-Iteration durch und

nimmt yq(llil als Startwert fiir den nachsten Schritt.

5.25 Bemerkung (Aufwand beim impliziten Euler-Vefahren)
Wir sehen, dafl ein impliziter Euler-Schritt wesentlich aufwandiger ist als ein expliziter Euler-

Schritt.
Wir missen namlich zusétzlich berechnen:

1. %—Auswertung. Dies ist eine d x d-Matrix, die man ndherungsweise mit nummerischer
Differentiation berechnen muf}, wobei man d + 1 Funktionsauswertungen hat.
Wir benutzen fir mehrere Schritte dieselbe Ableitungsmatrix J, welches wir iiber die
Konvergenzgeschwindigkeit des vereinfachten Newton-Verfahrens steuert.
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2. LR-Zerlegung von I — h.J, wofiir man etwa d® Rechenschritte benétigt.
3. Riicksubstitution fiir das Losen des LGS
4. Zusatzlich eine Funktionswerte pro Iteration
Beim expliziten Euler-Verfahren hat man allerdings nur eine einzige Funktionsauswertung.

Dieser zusétzliche Aufwand lohnt sich bei steifen Differentialgleichungen, weil dort aus Stabi-
litdtsgriinden groflere Schrittweiten als beim explitite Euler-Verfahren gewédhlt werden kon-
nen, um eine vorgegebene Genauigkeit zu erreichen.

5.26 Bemerkung (Nachteile beider Euler-Verfahren)
Wir haben sowohl beim expliziten als auch beim impliziten Euler-Verfahren verschiedene
Nachteile:

1. Wir haben eine geringe Genauigkeit: Der Fehler ist proportional zu O(h).

Wir betrachten im Folgenden Verfahrensklassen, der Genauigkeit O(hP) mit p > 1,
wobei das p die Ordnung des Verfahrens ist.
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2. Wir mochten ein Verfahren haben, bei dem wir die Schrittweiten variieren kénnen.
5.27 Bemerkung (Ausblick)
Wir werden als néchstes folgende Verfahren besprechen:

1. Runge-Kutta-Verfahren, die auf Quadraturformeln aufbauen.

2. Extrapolationsverfahren, die auf das Euler-Verfahren aufbauen und dieses Extrapolie-
ren.

3. Mehrschrittverfahren, bei denen nicht nur der letzte Schritt, sondern auch die vorhe-
rigen Schritte beriicksichtigt werden.

Dabei muf} jeweils zwischen Verfahren fiir nichtsteife und steife Differentialgleichungen un-
terschieden werden.

5.5 Runge-Kutta-Verfahren

5.28 Motivation
Wir betrachten eine Differentialgleichung v = f(¢,y) und y(to) = yo auf I = [to + T

5.29 Algorithmus
Wir unterteilen unser Intervall in ¢; = ty + ¢ - h und wissen, dafl

t1

y(t1) = yo + /y’(t) dt

to

Wir tun nun so, als wiirden wir bereits 3'(¢) kennen und ersetzen das Integral durch eine
Quadraturformel mit Knoten cy,...,cs und den Gewichten by, ..., bs und erhalten:

y(t1) = yo +h Y biy'(to + cih)

Wir kennen aber den hinteren Ausdruck gar nicht.
Wir wissen aber, dafl

Y (to + cih) = f(to + cih, y(to + cih))

ist, wobei wir wiederrum die rechte Seite nicht kennen. Diese konnen wir aber wie y(¢1)
berechnen:

to+cih

y(to + cih) = yo + / y'(t)dt = yo+hY_ aijy (to + ¢;h)

to J=1
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Nun setzen wir
S
y1=yo+h>_ bY/
i=1
mit
Y/ = f(to + cih, Y;)

Damit erhalten wir

S
Y =yo+h)y aiY]
i=1

5.30 Algorithmus (Explizites Runge-Kutta-Verfahren)

Falls a;; = 0 fiir j > ¢, dann kénnen die Y; explizit nacheinander berechnet werden.

Man spricht dann vom expliziten Runge-Kutta- Verfahren und erhélt den folgenden Algorith-
mus:

Y1 =10 Y = f(to + c1h, Y1)

Yo =yo + halel’ Y2/ = f(to + coh, Yz)
i—1

.Y, =yo+h> ayY]Y = f(to + ¢;h, Y;)
j=1

Zuletzt setzen wir:
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S
y(t) =y1 =yo+h>_bY]
j=1
Wir benétigen s Funktionsauswertungen im Schritt yo — y1.

Das Runge-Kutta-Verfahren ist also durch die Koeffizenten a;;, b; und ¢; festgelegt, was man
iiblicherweise in einem Schema schreibt:

5.31 Beispiel
1. Das explizite Euler-Verfahren gehort zur Klasse der Runge-Kutta-Verfahren mit s = 1

und man kann es darstellen als
00
1

2. Das implizites Euler-Verfahren gehort ebenfalls zur Klasse der Runge-Kutta-Verfahren
mit s = 1:
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5.32 Algorithmus (Verfahren von Runge)
RUNGE kam 1895 auf die Idee, das Euler-Verfahren zur Mittelpunktsregel zu modifizieren
und setzte deshalb:

h h
y1 =yo+hf (to + §,y0 + 2f(to,y0)>
| —]

wobei der hintere Term einen Euler-Schritt zur Schrittweite % entspricht.
Damit erhalten wir folgenden Algorithmus:

Y1 =10
}/1, = f(t(]vy())

h
}/é:y0+§Y1/
, h
Yé :f(t0+§,Y2)
Y1 =1Yyo + hY;

Wir erhalten ein zweistufiges Verfahren mit den folgenden Koeffizienten:

010 O

1 1

213 0
0 1

5.33 Bemerkung (Fehlerabschitzung)
Wir sehen, dafl man durch eine Taylorentwicklung der numerischen Lésung folgendes erhélt:

hZ /0 0
y1 = yo + hf(to,y0) + 5 (a{(to,yo) + é(toyyo)f(to,yoﬁ + O(h%)

Fiir die exakte Losung erhalten wir die folgende Taylorentwicklung;:

y(to+h) = w% @ +h—2y”(t0) + O(h?)

2
Yo f(to,%0)
Dies ergibt sich, weil
of of
" _YJ ~J /
yi(t) = 5, (6 y(0) + 8y(t?y(O)) y'(t)

=f(to,y0)
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Damit entsprechen sich die Terme bis auf ihre h3-Ordnungen.
Damit ist der lokale Fehler:

y1 — y(to, h) = O(h®)

was wesentlich besser als das Euler-Verfahren ist.

5.34 Algorithmus (Das klassische Runge-Kutta-Verfahren)
Hierbei erweitert man die Simpson-Regel zur numerischen Lésung von Differentialgleichun-
gen. Man erhélt das folgende Koeffizienten-Tablaeu, welches vierstufig ist (s = 4):

= NN = O

o+ O O O
wH OoON- O O
wWHEFE O O O
o O O O O

5.35 Bemerkung (Fehlerabschitzung)
Durch Taylorentwicklung ergibt sich als lokaler Fehler

y1 — y(to + h) = O(h9)

5.36 Definition (Ordnung eines Runge-Kutta-Verfahrens)
Ein RKV hat die Ordnung p genau dann, wenn fiir jedes AWP ' = f(¢,v),y(to) = yo mit
einem (p + 1)-mal stetig diffbaren f fiir den lokalen Fehler gilt:

y1 = y(to + h) = O(h"™)

5.37 Beispiel
1. Das Euler-Verfahren hat Ordnung 1
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2. Das Verfahren von Runge hat Ordnung 2
3. Das klassische Runge-Kutta-Verfahren hat Ordnung 4

5.38 Bemerkung (Anwendung in der Praxis)

Heutzutage verwendet man das Verfahren von Dormand/Prince (1985) mit Ordnung 5 bzw.
8, was man in Hairer/Hobelt/Wanner: Solving orderary differential equations I nachlesen
kann.

5.39 Satz (Globaler Fehler)
Sei f € CP™! und das RKV habe die Ordnung p. Dann gilt fiir den globalen Fehler:

lyn —y(tn)|| < M -hP,  t, =to+nh € [to,T]

wobei M eine Konstante unabhéngig von n und h ist.
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BEWEIS
Dieser Beweis verlduft vollig analog zum Euler-Verfahren in denselben drei Schritten.
Wir schreiben néchst die Iteration auf:

Yn+l = Yn + h(p(tnaym h)

wobei

(P(t, Y, h) = Z bz}/z/(t7 Y, h)
i=1
mit

Yi/(t7 Y, h‘) = f(t() + Cih7 K(tv Y, h))

K(t7 Y, h) =Y + h Z ain;'/(ta Y, h)
j=1

1. Fiir den lokalen Fehler ergibt sich, da dieser < C - h?*!, was sich direkt durch die
Definition der Ordnung (und Kompaktheitsargumente) ergibt.

2. Fir die Fehlerfortpflanzung wissen wir, dafl ® (lokal) Lipschitz-stetig ist, denn sie ist
eine Hintereinanderausfithrung von (lokal) Lipschitz-stetigen Funktionen. Damit ist

Lo <> |bi|Ly + O(h)
=1

Fir zwei verschiedene Iterationen:

Unt1 = Up + h®(ty, vp, h)
W1 = Wy + hP(ty, wp, h)

ergibt sich der Fehler:
[vn41 — wnr || < (1 + hile)||vn — wy|

3. Uber den Ficher der Lady Windermere ergibt sich iiber das analoge Argument wie
beim Euler-Verfahren erhalten wir:

lyn —y(ta)ll < M - hP
mit
eLla(T—t0) _ 1

M="_""""¢
Le O

5.40 Bemerkung (Ausblick)

Welche Bedingungen miissen die Runge-Kutta-Koeffizienten a;j,b;,¢; erfiillen, damit das
RKYV die Ordnung p hat?

Kann man diese Koeffizienten konstruieren?

Wir werden im folgenden Kapitel eine Antwort auf die erste Frage finden.
Die zweite Frage ist relativ komplex und wiirde den Rahmen dieser Vorlesung sprengen.
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5.6 Taylor-Entwicklungen und Baume

5.41 Motivation
Wir betrachten in diesem Abschnitt eine autonome Differentialgleichung 3 = f(y) und sei
fec™

5.42 Erinnerung (Taylorentwicklung)
Die Taylorentwicklung war

y(to + h) = Zy(k (to)— +O(hp+1)

5.43 Konstruktion (Entwicklungen der Differentialgleichungen)
Wir erhalten durch Ableiten die folgenden Ausdriicke:

f)

)y =y =rff

= "Wy + W = W)@, Fw) + W) =f"(LH+ ' f
y W ="y 3 )W) + F )y

usw. Wir sehen darin bereits eine gewisse Struktur.
Die allgemeine Ableitung y®) ist eine Linearkombination von

Z'J
Z/
y"

y) = f(m)(y(kl),...,y(km)) mit Zkl =k—-1 1<m<k-1
=1
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5.44 Idee (graphische Darstellung)
f(m) sei ein Knoten mit m Asten und y*1), ... y*m) werden auf die Aste geschrieben.

5.45 Definition (Baume)
Wir bezeichnen mit 7 (trees) die Menge der Bdume (mit ausgezeichnetem Knoten, der
Wurzel), diese wird auf die folgende Weise rekursiv definiert:

1. e €T

2. Mit 71,...,7m € T mit m € N ist auch das ungeordnete m-Tupel 7 = [11,..., 7] € T.
Graphisch wird dabei an alle vorhandenen Bédume eine Wurzel unten drangehéngt.

5.46 Definition (Ordnung eines Baumes)
Die Ordnung eines Baumes ist die Anzahl seiner Knoten, d.h.

1. |[e| =1

2. 7| =n|+...+ || + 1 fir 7 =[71,..., )

5.47 Definition (Elementares Differential)
Wir definieren rekursiv das elementare Differential:
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L. F(e) = f(yo)
2. Fiir 7= [11, ..., 7] ist F(1) = f0(yo) (F(11),. .., F(Tm))

5.48 Satz (Aussehen der k-ten Ableitung mittels Bidumen)
Es gilt fiir die Ableitung von y:

yBto) = > a(mF(r)

TET,|T|=k

fiir gewisse ganzzahlige positive Koeffizienten a(7) € N, welche nicht von der Differenti-
algleichung abhéngen.

BEWEIS
Wir beweisen dies per Induktion, wobei wir den Induktionsanfang bereits besprochen haben.
Wir fahren also mit dem Induktionsschritt direkt fort

Wir wissen, daB8 y*) (to) eine Linearkombination von

£ (o) (v*) ko), - y*)(t0) ) mit ki =k —1

ist.

Wir benutzen nun die Induktionsvoraussetzung, daf fiir £ < k dann y (o) eine Linearkom-
bination von elementaren Differentialen zu Bdumen der Ordnung ¢ ist.

Damit ist

£ (yo) (F(m), ..., F(rm))
F(r)

mit 71| +...+ |7 +1=kund 7 = [r1,..., 7). U

5.7 Bedingungsgleichung fiir das Runge-Kutta-Verfahren

5.49 Konstruktion (Taylorentwicklung des Runge-Kutta-Verfahrens)
Sei y' = f(y) und y(to) = yo. Dann ist

S
yr=yo+h> bY/
=1

S
Yi=yo+h) ayY]

J=1
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mit Y/ = £(¥;).

Wir betrachten nun y;, Y;, Y/ als Funktionen von h und betrachten dazu die Taylorentwick-
lungen.

Hierzu betrachten wir die Ableitungen nach h:

Y] = f(V7)
Y/ = ()Y
Y/ = " (V) (Vi, Vi) + (Y)Y ...

Allgemein erhélt man

£ (V) itk bk = k=1 fie 1 <m < k-1

)

mit denselben Koeffizienten wie bei y(*).

Wir wollen nun

S
Yi=yo+h) a;Y]
j=1

nach h um die Stelle 0 mit Taylor entwickeln. Dabei miissen wir die Leibniz-Regel verwenden:

l
NG €\ ), ()
(u-v) 2:: (j) uVv

7=1

Damit erhalten wir:
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Y;(Z) _ hz aij (Yj,)(ﬁ) n ézaij(ij)(é—l)
j=1 j=1

da wir aber an der Stelle h = 0 auswerten, erhalten wir:
¢ > _
¥90) = 37 ay(¥)) 7 (0)
j=1

Dies setzen wir wieder in ™) (Y;) ein und erhalten, daB (Y;)#~1)(0) eine Linearkombination
ist von

k... km Z o Z Qijy *ee e az’jmf(m)(y0> ((Y}'l)(kl_l)(O), . (Yj’m)(km_l)(O))
ji=1 =1

mit denselben Koeffizienten wie zuvor und wir wissen auflerdem, dafl k1 + ...+ k,, =k — 1
fir m <k —1 ist.

Wir wollen nun versuchen, diese Formel rekursiv zu verwenden.
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5.50 Definition (elementare Differentiale)
Fir 7 € T setzen wir rekursiv:

pi(e) =1
(,0;(7’) = |7‘1‘ |7‘m| Z Ay '---'aijm"P;l(Tl)'---'
jlv“wjm
fir 7 = [11,..., 7] und wir erhalten damit

() = |71 D bigi(7)
i=1

@;m (Tim)

5.51 Satz
Es gilt

g = 3 e(r)a(n)F(r)

T€T,|T|=k

wobei a wie im vorherigen Kapitel definiert ist.

BEWEIS
Die obige Formel und eine Induktion liefern, dafl

YHEVO) = > dlr)arF(r)
€T |r|=k

und wir erhalten damit:

s (0) = k3 bu(¥) 5D (0)
=1

Falls

e(r)=1 YreT,|r|<p

gilt, dann hat das Runge-Kutta-Verfahren die Ordnung p.

5.52 Satz (Hinreichende Bedingung fiir die Ordnung)
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BEWEIS
Sei (1) =1 fiir alle Baiume 7 € T der Ordnung |7| < p.
Seien ®}(7), ®(7) wie ¢}, ¢ definiert, aber ohne die Faktoren |7;| und |7|. Dann gilt

wobei (1) rekursiv definiert ist durch

v(e) =1
(7)) = |7l () oo A (tm)

fir 7 = [11,...,Tm)-

Die Bedingungsgleichung ¢(7) = 1 ist damit dquivalent zu (1) = ,Y(lT).

®(7) berechnet man leicht wie folgt:

Wir fiigen zu jedem Knoten einen Summationsindex i, j, k, . .. hinzu. Dann ist
(1) = > bithijk,.

wobei 1; ;.. ein Produkt ist mit Faktoren aj,, wenn ein Knoten j mit einem hoéheren
Knoten n verbunden ist. 0

5.53 Bemerkung (Konstruktion expliziter Runge-Kutta-Verfahren)
Sei Qj; = 0 fiir ¢ < ]
Dann setzen wir

il To)
!
Yy1=yo+h Z b;Y; 3
=1 2
i—1 Q
Yi=yo+h) azY] Q
=1

mit Y/ = f(Y;) mit s als ,,Stufenzahl®.
Wir moéchten eine moglichst hohe Ordnung p mit moglichst kleiner Stufenzahl s haben.

5.54 Satz (Hochste Ordnung eines expliziten Runge-Kutta-Verfahrens)
Es gilt stets: s > p.

BEWEIS
Wir betrachten die Bedingungsgleichung fiir den l&ingsten Baum der Ordnung p. Dann ist

E bl-paihiQ LR a,—p_w-p = H
11,eenslp ’

Beim expliziten RKV ist a;; = 0 fiir ¢ < j. Damit der Summand ungleich Null ist, mufl aber
§2>141 > 19 > i3 > ... > 1, > 1 gelten.
Und damit mufl s > p sein. O
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5.55 Zusammenfassung (Ubersicht der Ordnungen)
Wir konnen nun die uns bekannten Verfahren einordnen:

S|P

Euler | 1|1
Runge | 2 | 2
klass. RK | 4 | 4

Es gibt kein 5-stufiges RKV der Ordnung 5.
Eine kleine Ubersicht iiber gréfiere Ordnungen erhalten wir durch folgende Bedingung:

pl1|2[3]|4|5 |6 |7 8 9 10
s|1]12]3 6 | 79|11 |>12] >13
Anz. Bedindungsgleichungen | 1 | 2 | 4 | 8 | 17 | 37 | 85 | 200 | 486 | 1205

=

5.8 Schrittweitensteuerung beim Runge-Kutta-Verfahren

5.56 Motivation

Wir méchten nun die Schrittweiten so steuern, dafl der Fehler in jedem Teilintervall akzep-
tabel ist.

Verwenden wir eine dquidistante Unterteilung, so haben wir teilweise einen hohen lokalen
Fehler und teilweise einen sehr kleinen lokalen Fehler.

Diese Problematik haben wir bereits bei den Quadraturformeln kennengelernt.

Unser Ziel ist es, das Intervall, in dem die Lésung berechnet werden soll, so zu untertei-
len, daf} die lokalen Fehler in jedem Teilintervall etwa gleich grof3 sind und unterhalb einer
gewissen Fehlertoleranz liegt.

5.57 Idee

Zur Schétzung des lokalen Fehlers benutzen wir eine Idee:

Wir verwenden nicht ein Runge-Kutta-Verfahren, sondern wir verwenden zwei Runge-Kutta-
Verfahren, die die selben Funktionsauswertungen benutzen. Dies verlduft wieder analog zur
Idee der eingebetteten Quadraturformel. Die Funktionsauswertungen stecken also in den
Y/, d.h. das zweite Runge-Kutta-Verfahren muf} die gleichen Koeffizienten a;; haben. Das
andere Runge-Kutta-Verfahren hat also eine andere Gewichtung und wir nennen dies analog
ebenfalls eingebettetes Runge-Kutta- Verfahren.

5.58 Konstruktion (Eingebettetes Kunge-Kutta-Verfahren)
Wir benutzen 2 RKV mit denselben Funktionsauswertungen:

Y/ = f(to+ch, Vi),  Yi=wyo+h)Y_ ajY]
j=1
und haben ein RKV der Ordnung p:

S
yr=yo+h> bY/
=1
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und ein eingebettes RKV der Ordnung p + 1:

J=yo+hd bY/

i=1

Wir betrachten nun die lokalen Fehler

y1 — y(to + h) = ChPT! + O(hP1?)

91— y(to + h) = O(hP*?)
mit C' = C(to, yo)
Wir vernachlissigen alle Terme der Ordnung h”*2 und bezeichnen den lokalen Fehler von g1
mit
err = yl—ﬂlzhzei}gl mit ei:bi—Bi

i=1

Wir erinnern uns an die Bedingungsgleichungen und wissen iiber unsere RKV:

S
71> bigi(r) =1 Vre T mit [7]| <p
i=1
S A
|7"Zbi(p;(7’) =1 VreT mit |[7| <p+1
i=1

Damit also y; — ¢ eine sinnvolle Fehlerschétzung ist, sollen fiir y; keine Bedindungsgleichung
der Ordnung p + 1 erfiillt sein, d.h.
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7[> bii(T) # 1
=1

fir mindestens ein 7 € 7 mit 7| = p+ 1.

5.59 Bemerkung (Praxistauglichkeit)
In der Praxis wird gewohnlich das Programm DOPRI5 verwendet, was ein RKV der Ordnung
5 mit einem eingebetten RKV der Ordnung 6 benutzt.

5.60 Bemerkung (Schrittweitensteuerung)

Auf der Schétzung von err beruht die Schrittweitensteuerung.

Wir geben uns eine Fehlertoleranz tol vor (z.B. 1073) und wollen die Schrittweite h bestim-
men, sodaf

|lerr|| ~ tol
meist nimmt man fiir err eine skalierte Norm, d.h.

Z(err)2

NSk
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wobei s benutzerdefinierte Skalierungsfaktoren sind, z.B.

, S = max{!ﬂ1,k|> |Z/Lk|a 10_6}

sk =1, sk = |01k
Hat man fir A die Werte y1, 97 und err berechnet, so ist
err ~ C - hPH!
Das Ideale h* wére eines, fiir welches gilt:

IC(h*)PHH | = tol

d.h. wir berechnen C' = ;5% und berechnen damit iiber die Beziehung

h* p+1
|lerr|| - (h) = tol

und wir erhalten damit als ideale Schrittweite:

R tol
| llexx]|

Wir wahlen im nachsten Schritt nun dieses h* als Schrittweite und nehmen dabei an,
daB C(to + h, 91) = C(to, yo)-
Als Anfangswert fiir den néchsten Schritt nehmen wir den genaueren Wert .

5.61 Algorithmus (zur Schrittweitensteuerung)

Wir konstruieren eine Funktion zur Berechnung des Runge-Kutta-Verfahrens:
RK(d, f,t,y,tend,tol, h)

Dabei haben wir die folgenden Parameter:

e d: Dimension des Problems

e f ist die Funktion der Differentialgleichung

t und y sind die Anfangswerte

tend ist das Ende des Intervalls

tol ist die Fehlertoleranz

schrieben wird.
Wir gehen dann wie folgt vor:

1. h = min{h,teng — t}

2. Berechne §j1, err und h* = h »H ﬁ

h ist die Anfangsschrittweite, welche spéater durch die Schrittweitensteuerung iiber-
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3. Falls ||err| > tol, verwerfen wir den Schritt, setzen h = 0,9 - h* durch, wobei 0,9 ein
Sicherheitsfaktor ist. Dann fiihren wir den Schritt 2 nochmals durch.

4. Falls ||err|| < tol ist, wird der Schritt akzeptiert und wir setzen:
y=trundt=t+h
Evtl. kdnnen wir den Zwischenschritt speichern.
Falls ¢ < tenq ist, setzen wir h = min{0,9 - h*,5h}, wobei wir die 5 willkiirrlich so
gewahlt haben, dal die Schrittweiten nicht extrem zunehmen.
Wir fahren mit Schritt 1 weiter.
Falls t > tonq ist, sind wir fertig.

5.9 Beispiele von Mehrschrittverfahren

5.62 Motivation

Wir mochten wie gehabt das Problem ' = f(t,y) und y(tg) = yo 16sen.

Wir nehmen an, wir haben bereits mehrere Werte berechnet.

Beim Runge-Kutta-Verfahren wird die komplette Vergangenheit vergessen.

Die Idee des Mehrschrittverfahrens ist es, die ,,alten* Lésungen mit in die Rechnung einzu-
beziehen und ohne grofien Aufwand zu einem hinreichend guten Ergebnis zu kommen.

In der Klasse der Mehrschrittverfahren gibt es zwei generelle Beispiele: Die Adams-Verfahren
und die BDF-Verfahren. Das Adams-Verfahren beruht wie das Runge-Kutta-Verfahren auf
der numerischen Integration, wihrend das BDF-Verfahren auf der numerischen Differentia-
tation beruht.

5.63 Konstruktion (Explizites Adams-Verfahren (Adams-Bashforth))

Wir nehmen an, da§ wir bereits yo, . . ., ¥ kennen und mochten y,,41 berechnen. Es gilt stets:
tn+1
) = y(ta) + [ Fltu®)de
tn

Wir ersetzen nun den Integranten durch ein Polynom p(t), welches die bereits bekannten
Punkte interpoliert, d.h. wir berechnen ein Interpolationspolynom durch die Punkte

(tnu fn)v (tn—h fn—l)a ey (tn—k+17 fn—k+1)

Wir benutzen zur Interpolation die Newtonsche Interpolationsformel. Wir mochten dazu
annehmen, dafl unsere Punkte ein dquidistantes Gitter haben und wir bezeichnen

vfn = fn - fnfl
Van = vfn - vfn—l

wobei f,, := f(tn,yn) ist (Achtung: Hierbei handelt es sich bei V nicht um den Gradienten!)
Wir erhalten damit:

Mﬂ:ﬂ%+mﬂ:ﬁﬁ#Vh+0q;”V%m%“+

0O +1) ... (0+k—2)_,_
(k—1)!

Kapitel 5
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Wir berechnen damit

tn+1

/p(t)dt=h/lp(tn+9h)d9:h(fn+;Vfﬁ152v2fn+...>

tn
Wir erhalten dann fiir die Iteration folgendes Verfahren:

tn+1

Yn+l = Yn + / p(t) dt
tn

= Yo+ h (fo NV a+ 02V o b+ V)
wobei sich fiir die Koeffizienten ~y; folgendermafien festgelegt sind:
1

%:/0(9+1)-...-(9+z’—1)d0

i

0

feste Werte, die nicht von der Differentialgleichung abhéngig sind.
Wir fassen hierbei einige Werte in einer Tabelle an:

i 1 2 3 4 5
1 5 3 251 95
Yill 5 35§ T s

5.64 Beispiel
1. Fir k=1 ist ypr1 = Yn + hfn, womit wir beim expliziten Euler-Verfahren sind.

2. Firk=2ist ypy1 = yn+h (%fn — %fn,l), falls g, y1 bekannt sind. Damit kann man
die restlichen y; problemlos berechnen.

3. Fiir k=3ist ypy1 =yn+h (%fn — %fn_l + %fn_2>

5.65 Bemerkung

Man bendétigt immer die ersten y; fiir ¢ > k Werte. Diese mufi man mit einem anderen
Verfahren berechnen, um iiberhaupt einen Rekursionsanfang zu haben. Dies geschieht in der
Regel iiber ein Runge-Kutta-Verfahren oder das Euler-Verfahren.

5.66 Historische Notiz
Dieses Verfahren wurde 1855 von Adams begriindet.

5.67 Bemerkung (Problematik)

Wir haben einen recht grofien lokalen Fehler, da das Polynom p(t) auflerhalb des Interpola-
tionsintervalls [t, k1, tn] verwendet wird.

Wir haben nédmlich, wie wir bereits bei den Interpolationspolynomen festgestellt haben, eine
schlechte Approximation an f(¢,y(t)) in [t,, tn41], vor allem bei einem héheren Grad.
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5.68 Konstruktion (Implizite Adams-Verfahren (Adams-Moulton))

Wir ersetzen f(t,y(t)) durch ein Polynom p*(t), welches ebenfalls wie beim expliziten Ver-
fahren die Punkte (tn, fn), ..., (tn—k+1, fn—k+1) und den gesuchten Punkt (¢,41, frn41) inter-
poliert.

Damit erhalten wir die folgende Newtonsche Interpolationsformel:

p*(t) = p*(tn + 6h)

0—1)6
= for1 + (0 =)V fnp1 + (m)vzfnﬂ
0—-1)00+1)-...-(0+k—2
++( ) ( )k' ( )kan—i-l
Wir berechnen damit wieder
tn+1
Yn+1 = Yn + / p*(t) dt = Yn + h (fnJrl + ')’vanJrl +...+ 'Y,ZkanJrl)
tn

mit den Koeffizienten

[ .
0

welche wir wieder in einer Tabelle darstellen kénnen:

ifo 1 2 3 4 5
T 1 1 19 3
Gl -3 -1 —21 —mo i

5.69 Beispiel
1. Fiir k£ = 0 erhalten wir das implizite Euler-Verfahren: y,+1 = yn + hAfnt1

2. Fir k = 1 erhalten wir die Trapezregel: yp,411 = yn + h (% fn+1 + % fn)
3. Fiir kK = 2 erhalten wir y,+1 =yn + h (%an + %fn — %fn—l)

5.70 Bemerkung (Losung eines Iterationsschrittes beim impliziten Verfahren)
Das implizites Adams-Verfahren hat bei den Iterationsschritten nach dem Banachschen Fix-
punktsatz eine eindeutige Losung flir y,41, falls es sich um eine Kontraktion handelt.

Dies ist der Fall, wenn

k
hL(z}g><1
j=0

fur L die Lipschitz-Konstante von f.

Den Startwert des impliziten Adams-Verfahren erhalten wir durch das Anwenden des expliten
Adams-Verfahren, d.h. das explizite Adams-Verfahren ist Predictor und das implizite Adams-
Verfahren ist ein Corrector, weshalb das Verfahren oft auch als Predictor-Corrector- Verfahren
genannt wird.
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5.71 Konstruktion (BDF-Verfahren)
Die BDF-Verfahren beruhen auf der numerischen Differentiation, dabei steht BDF fiir ,,back-
ward differentiation formulas®.

Sei p(t) ein Interpolationspolynom durch die Losungen

(tn+17 yn+1)7 (tm yn)7 ey (tn,k+1, yn7k+l)

Dann ist

p(t) = p(tn + 6h)
0—1)0
=Ynt1+ (0 — 1)Vyni1 + (2,)V2yn+1
=100 +1)-...-(O+k—2)

ot i VEYni1

Wir haben nun verschiedene Moglichkeiten:

1. Wir fordern, dal p/(t,) = f(tn, yn)
Damit erhalten wir, daf3

0
—p(t, +60h) =p'(t, +6h)-h
5gPtn +0h) = (tn + 0h)
und damit ist
1 VYni1 + 02V2ni1 + oo+ GV Y1 = hfy

wobei

s 0010 (0+j-2)
700 4! 00

Fir verschiedene k erhalten wir verschiedene Verfahren:

k=1: Yntl — Yn = hfn explizites Euler-Verfahren
1 1
k=2: JUn+l ~ GUn—1 = hfn explizite Mittelpunktsregel

Fir k£ > 3 ist die Losung instabil.

2. Wir fordern, daBl p/(tn+1) = f(tn+1, Yn+1) und erhalten damit eine Klasse von implizi-
ten Verfahren und erhalten:

8 VYns1 + 05V Yni1 + .o+ 05V i1 = hfy

wobei
0@O@—-1)0-...-(0+j5-2) 1

5= = : 1
708 J! o=0 J

Fir verschiedene k erhalten wir verschiedene Verfahren:

k=1: Yn+1 — Yn = P fnt1 implizites Euler-Verfahren

3 1
k=2: §yn+1 — 2yp + iyn—l = hfn+1
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Diese Verfahren sind fir & > 7 instabil.
Fir 1 < k < 6 sind diese Verfahren zur Losung steifer Differentialgleichungen viel
verwendet.

5.10 Ordnung von Mehrschrittverfahren

5.72 Motivation
Analog zu den RKV méchten wir einen Ordnungsbegriff fiir Mehrschrittverfahren einfiihren.

5.73 Definition (Lineare Mehrschrittverfahren)

Wir betrachten allgemein eine Klasse der linearen Mehrschrittverfahren in Erweiterung zu
den uns bekannten Beispielen (Adams-Verfahren und BDF-Verfahren), welche wir folgen-
dermaflen charakterisieren wollen:

k k
> yngs =h > Bifnsi
§=0 J=0

mit ag # 0 und wenigstens ag # 0 oder 5y # 0
Dabei sind auBlerdem die Startwerte yg,y1,...,Yr—1 gegeben, womit wir mit dieser Formel
Yk, Yk+1, - - - berechnen kénnen.

Dieses Verfahren ist explizit <= (£, =0

5.74 Definition (Ordnung eines MSV)

Ein Mehrschrittverfahren (MSV) hat genau dann die Ordnung p, wenn fiir jedes Anfangs-
wertproblem

vy = f(t,y),y(to) = yo mit f € CPT! gilt bei exakten Startwerten y; = y(to + jh) fiir
j=0,1,... k-1
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ye — y(to + kh) = O(RPH1)

5.75 Hilfssatz (erste Charakterisierung der Ordnung eines MSV)
Wir betrachten einen linearen Differenzenoperator

k
L(y,t,h) =Y (egy(t + jh) — hBjy/ (t + jh))
7=0

wobei .Z : CL(R,R?) x R x R — RY
Dann hat das MSV die Ordnung p <= .Z(y,t,h) = O(RP*!) Vt € R, Vy : R — R? und
y € CP*! und fiir h — 0.
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BEWEIS
Wir betrachten zundchst die Riickrichtung:
Sei y die Losung einer Differentialgleichung 3’ = f(¢,y). Dann ist

k =t
Ly, t,h) Z y(t+ jh) — hB; f(t + jh,y(t + jh))
j=
k—1 k—1
0= > ojy(t+jh)+ aryr — Z hB; f(t+ jh,y(t + jh)) — hBwf(t + kh,yx)
Jj=0 j=0

Die zweite Gleichung ergibt sich aus dem MSV mit exakten Startwerten.
Wir subtrahieren nun die beiden Formeln voneinander und erhalten:

0 = ar(y(te) — yx) — hBk (f (tr, y(t)) — f(te,ur)) + ZL(y,t, h)

Fiir explizite Verfahren (S = 0) ergibt sich trivialerweise die Behauptung.
Sei also B # 0 und sei L die (lokale) Lipschitzkonstante von f. Damit erhalten wir

o] - ly(te) — yell < hIBk - Llly(te) — vkl + 1L (y, t, h) ||

fiir gentigend kleine h, also h|f|L < %\ak] folgt dann:

1
gloel-ly(te) = well < 12y, 1, B)| < CRPH
—

#0

Durch Division erhalten wir damit

ly(tk) — yxll = O(RP*Y)

Die andere Richtung des Beweises erfolgt vollkommen analog.

5.76 Satz (Charakterisierung der Ordnung)
Das MSV hat genau dann die Ordnung p, wenn

k k
> ajjl=q> Bij" Vg<p
§=0 J=0

Fiir ¢ = 0 interpretieren wir die Bedingung als

k
Z aj =
j=0




Numerik I 119

5.77 Bemerkung

Diese Charakterisierung bedeutet, daf die Differentialgleichungen ¢y’ = qt9=! fiir ¢ < p bei
Vorgabe exakter Startwerte durch das MSV exakt gelost werden.

Dies erhalten wir, wenn wir die Bedingung mit h? multiplizieren.

BEWEIS (DES SATZES)
Betrachte wie im Hilfssatz den linearen Differenzenoperator und entwickeln ihn mit der
Taylorentwicklung:

Mw

Z(y,t,h) = (ajy(t + jh) — hBky'(t + jh))

.
Il
o

— r+l) )

p
Z th + O(hPTY) — hB; Z Y _Wirpr 4 O(hp+1))

.
Il
o

Il
M?r

Il
NE

() ja (Zaﬂ a> g 1) L omrHY

q 7=0 7=0

Il
o

q

Dabei ergibt sich die letzte Zeile durch eine Umbennenung des Summationsindex r + 1 = gq.
Damit erhalten wir schliellich

E:Qﬂ —q§:ﬁﬂq1 Vg<p

7=0

was aber #dquivalent dazu ist, da Z(y,t,h) = O(hP*!), womit nach dem Hilfssatz die
Behauptung folgt. O

5.78 Zusammenfassung (Ordnungen von bekannten Verfahren)
1. Der k-Schritt im impliziten Adams-Verfahren hat die Ordnung k + 1, weil das IPP
p*(t) = qt9~! fiir alle ¢ < k + 1 ist.
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2. Der k-Schritt im expliziten Adams-Verfahren hat die Ordnung k.
3. Der k-Schritt im BDF-Verfahren hat die Ordnung k.
5.79 Konstruktion (eines MSV mit hoher Ordnung)

Wir moéchten nun fir £ = 2 ein MSV konstruieren mit moglichst hoher Ordnung, d.h. wir
erhalten:

aoYn + 1 Ynt1 + Yni2 = h(Bofn + 1 frs1)

wir wihlen wegen ao # 0 dann 0.B.d.A. dann as = 1, womit wir nur noch vier Koeffizienten
zu wéhlen haben.
Es miissen folgende Bedingungsgleichungen gelten:

q=20: ag+a1+1=0
g=1: a1 +2= 0o+
q=2: a;+4=2p

q:3; O£1+8:3['31
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Womit wir durch einfache Rechnung erhalten, dafl ag = —5, 1 = 4, Sy = 2, 51 = 4 sind.

Unser Verfahren hat nun die folgende Iteration:

Yn+2 + 4Ynt1 — 5Yn = h(fnr1 — 2fn)
mit Ordnung 3.

5.80 Beispiel

Sei ¢/ = y. Dann ist die exakte Losung y(t) = e! und wir wiirden sehen, dafl beim Auftragen
die erste Schritt gut aussehen, aber das Schaubild irgendwann beginnt, wild zu oszilieren.
Je kleiner die Schrittweite ist, desto schlechter wird das Schaubild.

Dieses Verfahren ist also extrem instabil.

5.81 Bemerkung
Bei MSV ist eine hohe Ordnung — anders als bei Runge-Kutta-Verfahren — fiir die Konvergenz
des Verfahrens nicht hinreichend. Wir versuchen dazu eine Erklérung zu finden.

5.82 Bemerkung (Erkldrung fiir die Instablitét)

Wir haben in unserem Beispiel yy,+2 + 4yp+1 — by, = 0 fiir h — 0.
Wir untersuchen dies mit dem charakteristischen Polynom und erhalten

CH4C-5=(C+5)(—-1)
Damit ist
UYp = 01(4—1)” + 02(—5)n

Dabei sorgt der hintere Term fiir eine starke Oszillation, da er selbst fiir kleine Cy dominiert,
wenn n grofer wird.

Wir missen also dafiir sorgen, daf3 das charakterisische Polynom keine grofien negativen
Nullstellen hat.

5.11 Stabilitat von Mehrschrittverfahren

5.83 Erinnerung
Wir hatten beim Mehrschrittverfahren die Konstruktion

k k
Z QjYn+j = h Z /ijn+j

j=0 7=0
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5.84 Definition (Stabilitét)
Ein MSV heifit stabil (0-stabil), falls alle Losungen der Differenzengleichung

k
Z QjlYn+j; = 0
=0

fir n — oo beschrankt bleiben.

5.85 Satz (Charakterisierung der Stabilitdt bei MSV)
Ein MSV ist genau dann stabil, wenn die NST (3, ..., von

k
a(Q) =" a;¢d
=0

die folgenden Bedingungen erfiillen:
L|GI<1 Vi<k

2. Falls |(j| =1 fiir ein j, so ist dieses (; eine einfache NST.

BEWEIS
Seien (i, ...,y die verschiedenen NST von «(¢) mit den Vielfachheiten mj, ..., my, so ist
jede Losung der Differenzengleichung von der folgende Form:

Yn = p1()CT + ... + pe(n) (7

wobei p; ein Polynom vom Grad < m; — 1 ist.

Man kann durch Nachrechnen iiberpriifen, dafl dies tatséchlich eine Losung der Differenzen-
gleichung ist.

Mit einem Dimensionsargument erhélt man, dafl jede Losung der Differenzengleichung auch
von dieser Gestalt ist.

Die Dimension des Losungsraums dieser Gleichung ist k.

Aber die Dimension des Raums, der durch ) p; (n)CJ" aufgespannt ist, ist mi+mo—+...4+my =
k

Damit hat tatsachlich jede Losung die oben angegebene Form.
Damit muB fiir die Beschrénktheit gelten, daf alle |(;| < 1 und falls |(j| = 1, darf das

Polynom davor vom Grad 0 sein, womit die Behauptung gezeigt. O

5.86 Beispiel
1. Beim Adams-Verfahren erhalten wir

a(@)=¢" == (¢ -1)¢F!
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Dies ist stabil, weil 1 immer eine NST von «(() ist wegen der Ordnungsbedingung

k
Z Oéj =0
j=0
Diese NST tritt jedoch nur einmal auf und alle anderen NST sind 0.

2. Die BDF-Verfahren sind stabil fiir £ < 6 und instabil fir &k > 7.

5.87 Motivation (Frage)
Welche Ordnung kann ein stabiles MSV iiberhaupt haben?

5.88 Satz (erste Ordnungsschranke von Dahlquist)
Fiir ein stabiles k-Schrittverfahren der Ordnung p gilt:

p < k+ 2, falls k gerade ist und

p < k+ 1, falls k ungerade ist.

5.89 Historische Notiz
Dies ist 1956 herausgefunden worden.

5.12 Konvergenz von MSV

5.90 Erinnerung
Sei im Folgenden v’ = f(t,y),y(to) = yo ein Anfangswertproblem und f : R x RY — R? mit

fec=.
Sei aulerdem das folgende MSV gegeben mit f, = f(tn, yn):

k k
Z Q5Yn+j = h Z ijn-&-j
j=0 J=0

5.91 Satz (hinreichende Bedingung fiir die Konvergenz eines MSV)
Das MSV sei stabil und habe die Ordnung p > 1.

Fiir die Startwerte gelte y; — y(t;) = O(hP) fir j <k —1

Dann ist das MSV konvergent der Ordnung p, d.h.

Yn — y(tn) = O(hP) glm fir ¢, € [to,T]

BEWEIS

Als wesentlich Beweisidee werden wir das MSV in ein Einschritt-Verfahren in einer hoheren
Dimension umschreiben und dann die Beweismethoden fiir die Einschrittverfahren anwenden
(iiber den Facher der Lady Windermere)
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Sei E = R?. Wir setzen nun

Yn+k—1 Yk—1
Yn+k—2 :
Yn _ n . c Ek+1’ )/0 — : c Ek+1
. Yo
Yn—1 0

Wir schreiben das MSV nun in ein Verfahren fiir Y um. Wegen

k k

ag B;

Ynt+k = — Z —Yn+j T+ hz an-i—j
j=0 Yk j=0 Yk

erhalten wir, wobei wir ohne Einschrankung ay := 1 setzen:

—0gp—-1 ... —Qp 0 Bk’ ce BO f
1 0 ... 0 0 ... 0 ntk
Y1 = ) ) ) Y, +h- :
0 . 1 0 0o ... 0/. ,
=:Fht1
—=A =:B

Wegen F,, 11 = f(Yn+1) erhalten wir damit

Y1 = AY, + hBf(Ypi1)

(T}
I
=
Der Konvergenzbeweis wird nun dhnlich sein wie beim Euler-Verfahren: %
1. lokaler Fehler: X
Wegen
Y(tntk+1)
Y(Tn) =
Y(tn—1)

erhalten wir nach der Definition der Ordnung
Y1 =Y ()| < C- hP*

2. Fehlerfortpflanzung:
Seien

Vn+1 = AV, + th(VnJrl)
Wht1 = AW, + th(Wn+1)

Durch Subtraktion der beiden Gleichungen ergibt sich

Vatr = Wagall < [l - [[Va = Wall + BB - L - Vi = Wil
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wobei L die Lipschitz-Konstante von f ist.
Wir werden spiter zeigen, dal es wegen der Stabilitit des MSV eine Norm auf EF+!
gibt, sodaf fiir die zugehorige Matrixnorm || Al < 1 gilt. Damit ist

1
— W < — W

3. Fehlerakkumulierung:
Vollig analog zu fritheren Beweisen erhalten wir:

Yn — y(tn) = O(RF)

Wir miissen nun noch zeigen, dafl ||A|| <1 gilt, um den Beweis zu vervollstandigen.
Dies zeigen wir durch die folgenden beiden Hilfssitze. O

5.92 Bemerkung (Merkhilfe)
Stabilitdt und Konsistenz implizieren die Konvergenz

5.93 Bemerkung
Tatséchlich gilt hierbei auch die Umkehrung, was aber viel zu aufwendig zum Beweisen wére.
Diese Richtung ist sowieso interessanter.

5.94 Hilfssatz
Sei A eine (k+ 1) x (k+ 1)-Matrix mit den EW Ay, ..., Agiq.
Es gelte auflerdem

1L\ <1 Vi

2. Fir |A;| = 1, ist \; ein geometrisch einfacher EW von A, d.h. der zugehorige Jordan-
Block haben die Dimension 1.

Es existiert eine Norm auf E**!, sodaB fiir die zugehérige Matrixnorm gilt

A
A= sup 142l
0z CEF+1 |zl

BEWEIS
Wir ordnen \; so, daf

Wir zerlegen dies nun in eine JNF, d.h. es gibt eine Matrix T, sodafl
T 'AT =J

Dabei steht auf der Nebendiagonale in den Jordanblécken entweder 0 oder &.
Wir wahlen dann € so klein, dafl || /|| < 1 ist.
Fiir z € EF! setzen wir

]l = 17~ 2]l
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Dann ist

[Az|| = |T7 Azl = ITTHATT  2l|oo = | T AT |loo - | T 2o < 2]

<1 =l

Damit folgt die Behauptung. O

5.95 Hilfssatz
Sei () = Z?:o ;¢ mit a = 1 ein Polynom, das die Nullstellenbedingung fiir die Stabilitéit
von MSV erfiillt. Dann erfiillt

—Qp—-1 ... —OQp 0
1 o ... 0

A= .
0 1 0

die Voraussetzungen des ersten Hilfssatzes.

BEWEIS
Wir betrachten det(A — AI') und entwickeln nach der letzten Spalte und erhalten

det(A — AT) = —A(ag — A(Far — A(+...))
= —)\(Ozo + )\051 + ...+ )\k_lozk_l + )\k)
= Aa())

Womit die Behauptung folgt. O

5.13 Extrapoliertes Euler-Verfahren

5.96 Motivation
Wir betrachten das explizite Euler-Verfahren y,,+1 = yn+hf(t,, yn) zur Differentialgleichung

y' = f(t,y),y(to) = yo, wobei f € C*.
Wir bezeichnen im Folgenden y(t,h) =y, fir t = t, = to + nh.

5.97 Proposition (Asymptotische h-Entwicklung des Fehlers)
Es existieren e; € C*°, die die folgende Entwicklung erlauben:

Yn = y(t, h) = y(t) + hey(t) + hPea(t) + ...+ hVen(t) + OBV

wobei e;(tg) = 0.

Kapitel 5
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BEWEIS
1. Wir konstruieren eine abgebrochene h-Entwicklung:

G(t,h) = Gn = y(t) + hey (t) + h2ea(t) + ...+ hVen(t)

so, dafl §o = yo.
Dabei ist

Gt = G+ Bf (tny o) = G+ hf (tn, Gun) + O(RNH?)
Diese Formel miissen wir zeigen.
Dies zeigen wir iiber Induktion:
N = 1: Wir setzen §(t, h) — y(t) = hey(t) und betrachten
ﬁ(t + hv h’) - g(ta h) - h’f<t7 g(ta h)) - y(t + h) - y(t)

+ hea(t+h) — ex(t) — hf(EG(t, )
2
= (/) + Sy (1) + 00

+ h(he (t) + O(h?) = h(f(t y)t))
+ f(t, y()hei(t) + O(h?)

= 22( 59”0+ 41— £t y()er ()

+ O(h%)

wobei sich die zweite Zeile iiber die Taylorentwicklung ergeben hat.
Wir miissen noch zeigen, dafi die markierte Stelle des letzten Terms Null ist, d.h. dies
gilt, wenn e; die Losung der folgenden inhomogenen linearen ODE ist:

&= £/t y0)er — 59" Wer(to) =0

WEeil f glatt ist, ist diese ODE l6sbar und damit existiert e;.

Fir N = 2 miissen wir zeigen:
9(t,h) = y(t) = hex(t) + h’ex(t)

wobei e1 eine Losung der vorigen ODE sein soll. Dann entwickeln wir dies analog wie
beim Fall von N = 1 mit Taylor und erhalten:

h3
G+ 1) = 5 = hf(6,50) = (. + Ty"(0) + O(")
+h(..+ h;e’l’(t) +0(h))

+ h?(hey(t) + O(h?))
— bl [ y(6)h2es(t)

+ %f”(t, y(1)) (he1(t), he1 (1))
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Die .. .-Terme entfallen, weil e; Losung der obigen ODE ist.
Fiir die Terme dritter Ordnung erhalten wir:

=i (;y”%t) + 340 + eb(t) — 6 y(0)ealt) = 31" (yO)er (), e1<t>>) +O(t)

Der angegebene Term mufl wieder Null werden. e; muf} also Losung der ODE dieses
Ausdrucks sein.

Wegen den gleichen Argumenten wie oben existiert so eine Funktion.

Wir kénnen durch den .. .-(Pseudo)Beweis den Rest zeigen und lassen einfach einmal
verbotenerweise den Induktionsschritt weg.
Damit gilt

Dnt1 = On + hf(tn, 9n) = G + hf (tn, G) + O(RNF2)

2. Wir machen nun von diesem Ausdruck eine Stabilitdtsanalyse.

Wegen gg = yo und dieser Formel erhalten wir fiir den lokalen Fehler:
g1 —y1 = O(WNT?)

Weil f lokal Lipschitz ist (wegen f € C°°), kann man Lady Windermeres Facher
anwenden und erhalten:

n — Yn = nO(hN+2) = O(hN+1)
5.98 Algorithmus (h-Extrapolation)

Wir nehmen eine Grundschrittweite H und h; = %, iiblicherweise n; = j.
J

Wir extrapolieren nun das Euler-Verfahren vy, 41 = yn + h; f(tn, yn) und berechnen zuerst
Tj1 = y(t, hj) und erhalten iiber die iibliche Extrapolation:

Tip—1 —Tj1k—1
ngf)_l
i —k+1

Wir wissen aus der Extrapolation

—1)k
Tjk—y(to-l-H): ( ) ek(t0+H)Hk+O(Hk+1)

g oooo - Nj—g41

Je weiter wir also im Schema laufen, desto hoher ist die Ordnung unseres Verfahrens.
Genauer gesagt erhélt man Runge-Kutta-Verfahren.

Kapitel 5
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5.14 Verfahren von Gragg

5.99 Motivation
Unser Ziel ist es, explizite numerische Verfahren zu finden, fiir welches der Fehler eine asym-
ptotische h2-Entwicklung hat.

Dazu betrachten wir eine Idee, die wir bereits in der numerischen Differentiation gesehen
haben:

AR SED) _ ) 4 Wea(t) + Wealt) + ..+ hVe (1) + O(HN*?)

wobei wir e; erwarten, die moglichst glatt sind.

5.100 Konstruktion
Wir betrachten die symmetrische explizite Mittelpunktsregel:

Yk+1 — Yk-1
_—_— t
57 f(tesyr)

damit yp41 = yr—1 + 2hf (t, i)

Uns stellt sich also das Problem, da8 die h?-Entwicklung nicht ,,zerstort* wird.
Gragg hat dann dafiir das explizite Euler-Verfahren benutzt und erhélt:

y1 = Yo + hf(to, vo)

5.101 Algorithmus
Sei H = h/ fiir £ gerade und ¢ € N und wir betrachten den folgenden Algorithmus:

L. y1 = yo + hf(to, o)
2. Ynt1 = Yn—1 +2hf(tn,yn) n=1,...,¢

3. 5= i(yf—l + 2ys + ye11), dies ist ein sog. smoothing-step, der nicht notwendig ist.

5.102 Satz (asymptotische h-quadrat-Entwicklung)
Sei f € C*° und ¥, durch den vorigen Algorithmus berechnet, dann gilt

Yn = y(tn) + h%a1(tn) + hlas(ty) + ... + h*Nay(tn) + O(R*N2)  n gerade
Yn = y(tn) + h2by(tn) + hba(ty) + ... + A2 Nbn(t,) + O(RPNT2) 5 ungerade

dabei sind a;, b; € C*° mit a;(tg) = 0, aber b;(ty) # 0
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