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Problem 1. Sei n ∈ N0 und k ∈ {0, 1, . . . , n}. Gegeben seien Punktepaare {(xj , yj)}nj=0 mit äquidi-

stanten Knoten xj =
2πj
n+1

.

a) Zeigen Sie, daß die diskrete Fouriertransformation Fn : Cn+1 → C
n+1, die durch (i =

√
−1)

(

Fn(y)
)

k
:=

1

n+ 1

n
∑

j=0

yj exp
(

−ijxk
)

definiert ist, folgende Eigenschaft erfüllt:

‖Fn(y)‖2 =
∥

∥

∥

1√
n+ 1

y

∥

∥

∥

2
∀y ∈ C

n+1 .

b) Die Faltung ∗ : Cn+1×C
n+1 → C

n+1 von zwei Vektoren y, z ∈ C
n+1 (die in beide Indexrichtungen

periodisch fortgesetzt sind) sind definiert durch

(y ∗ z)k :=
n
∑

j=0

yk−jzj (k ∈ {0, 1, . . . , n}) .

Zeigen Sie: Für alle y, z ∈ C
n+1 gilt

1

n+ 1
Fn(y ∗ z) =

(

Fn(y)
)

•
(

Fn(z)
)

,

wobei • die punktweise Multiplikation ist, die durch (y • z)k := ykzk definiert ist.

Problem 2. Seien a, b ∈ R mit a < b und ω ∈ C([a, b]) mit ω(x) > 0 derart, daß

∫ b

a

ω(x) dx < ∞ .

a) Zeigen Sie, daß die Abbildung (·, ·)ω : C([a, b])× C([a, b]) → R, definiert durch

(f, g)ω :=

∫ b

a

ω(x)f(x)g(x) dx

wohldefiniert ist und ein Skalarprodukt auf dem Raum der stetigen Funktionen ist.

b) (Formel von Rodrigues) Zeigen Sie: Die bezüglich der Gewichtsfunktion ω auf dem Intervall [a, b]
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orthogonalen Polynome pk erfüllen

pk(x) = ck
1

ω(x)

dk

dxk

[

ω(x)(x− a)k(b− x)k
]

(ck ∈ R, k ∈ N0) ,

falls die rechte Seite ein Polynom vom Grad k ist.

Hinweis: Zeigen Sie, daß das Polynom pk orthogonal zu allen Polynomen vom Grad ≤ k − 1 ist.

Verwenden Sie dazu partielle Integration.

Besprechung der Übungsaufgaben am Dienstag, den 19.12.2023.
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