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Problem 1. Sei n ∈ N0. Für x ∈ [−1, 1] definieren wir das Tschebyscheff-Polynom

Tn(x) := cos
(

n arccos(x)
)

.

Zeigen Sie:

a) T0(x) = 1, T1(x) = x, und für n ≥ 1 gilt die folgende Rekursion:

Tn+1(x) = 2xTn(x)− Tn−1(x) .

b) Tn ist ein Polynom vom Grad n und es gilt |Tn(x)| ≤ 1.

c) Für k ∈ Z gilt

Tn

(

cos
(kπ

n

)

)

= (−1)k .

d) Für k ∈ Z gilt

Tn

(

cos
((2k + 1)π

2n

)

)

= 0 .

e) Sei ω : (−1, 1) → R gegeben durch ω(x) = 1
√

1−x2
. Zeigen Sie, daß

(Tj , Tk)ω =















π für j = k = 0 ,
π
2

für j = k 6= 0 ,

0 sonst

∀ j, k ∈ {0, 1, . . . , n} .

Problem 2. Sei
(

H, (·, ·)H
)

ein Prähilbertraum, und S ⊂ H ein endlich-dimensionaler Teilraum. Wir

wissen bereits, daß für jedes f ∈ H genau ein g ≡ g(f) ∈ S mit Bestapproximations-Eigenschaft

existiert. Zeigen Sie, daß gilt:

(f − g, ϕ)H = 0 ∀ϕ ∈ S .

Problem 3: Zeigen Sie, daß die Summe der Gewichte von interpolatorischen Quadraturformeln immer

die Intervall-Länge ist.

Besprechung der Übungsaufgaben am Dienstag, den 10.12.2019.
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