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4. Ubungsblatt zur Numerik

Aufgabe 12: Die Anwendung der Trapezregel auf Teilintervalle der Lénge h := (b — a)/N des
Integrationsintervalls [a, b] liefert die so genannte Trapezsumme

O EACON T ;= a+ jh.

2 9
Fiir die Trapezsumme gilt mit f € C*™*2[q, b] die asymptotische Entwicklung
b
T(h) = / f(@)de + Tih? + 1ot + o + T hP™ o+ B2,
a
welche wir fiir diese Aufgabe als gegeben ansehen, mit von h unabhingigen Koeffizienten
Boy,

= Gy (O = @), k=12

und

i1 (1) = G2 (b= ) [ ), € €

Hier sind By, die Bernoullizahlen By = 1/6, By = —1/30, Bg = 1/42 ...

(a) Berechnen Sie 71,75 fiir die Funktion aus Aufgabe 2, und begriinden Sie damit das gute Kon-
vergenzverhalten der Trapezsumme, welches Sie bei der Programmierung beobachtet haben.
Fiir welche h = 4/N lasst sich die eigentliche Konvergenzordnung 2 beobachten?

(b) Bilden Sie entsprechend die Summe der Rechteckregel, und begriinden Sie damit das gute
Konvergenzverhalten der Rechtecksumme, welches Sie bei der Programmierung beobachtet
haben. Fiir welche h = 4/N lisst sich die eigentliche Konvergenzordnung 1 beobachten?

Aufgabe 13: Zeigen Sie, dass fiir ein Polynom p vom Grad n eine brauchbare und leicht zu berech-
nende Schétzung von max,¢(_1 1) [p(x)| durch maxy—o, .. [p(z)| gegeben ist, falls x4, die Nullstellen
des Tschebyscheff-Polynoms T, 1 sind: Mit welcher Zahl ¢, gilt

max |p(z)| < cn - max |[p(zy)| 7

z€[—1,1] k=0,...,n

Aufgabe 14: Zeigen Sie: Die Tschebyscheff-Polynome Tg,T1, ... sind orthogonal beziiglich des
Skalarprodukts

(f,9) = / L i)g(x) da.

—1 1—332

Hinweis: Verwenden Sie die Substitution x = cos(y).



Aufgabe 15: Das Polynom p sei gegeben in seiner Entwicklung nach Tschebyscheff-Polynomen,

1
p(z) = 50 +aTi(z)+ ...+ e Th(z).
Falls

dg :Ck+2$dk+1 _dk+2 (k =n,n— 17"'70)> dn+1 :dn+2 =0,
er =dp+2xepi1 —epre (k=nn—1,...,1), epnt1 =e€pt2=0,

dann ist bekanntlich p(z) = 1(do — d2) (Clenshaw). Zeigen Sie, dass auBerdem gilt:
p(z) =e1 —e3.

Programmieraufgabe 3: (Adaptive numerische Integration)

Schreiben Sie eine Funktion adaptint (a,b,tol), die fiir Intervallgrenzen a und b und eine vorgege-
bene Toleranz tol das Integral
b
/ f(z)dz
a

mit Hilfe der Simpsonregel berechnet, wobei der absolute Fehler kleiner als tol sein soll. Durch
den rekursiven Aufruf von adaptint(a,b,tol) soll das Grundintervall adaptiv zerlegt werden. Zur
Schitzung des Fehlers verwenden Sie als eingebettete Quadraturformel die Trapezregel.

Testen Sie Thr Programm am Integral der Aufgabe 2 mit tol= 107> und geben Sie die berechnete
Intervallunterteilung aus.

Anleitung: Schreiben Sie ein Hauptprogramm p03.m, in dem a = 0, b = 4, und tol=10"" festgelegt
werden, das adaptint (a,b,tol) aufruft und das Ergebnis ausgibt.

Die Funktion adaptint (a,b,tol) berechnet Simpson und Trapez - Niherungen von ff f(x)dx mit
der Simpson- und der Trapezregel. Nennen Sie die entsprechenden Matlab-Funktionen qf _simpson.m
und gf trapez.m. Falls |Simpson — T'rapez| > tol wird das Intervall [a, b] halbiert und als Ergeb-
nis adaptint (a, (a + b)/2,t01/2) + adaptint((a + b)/2,b,t0l/2) zuriickgegeben sonst wird als
Ergebnis Simpson akzeptiert.

Besprechung in den Ubungen am 10.11.2010
Abgabe der Programmieraufgabe bis zum 16.11.2010



