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1. Ubungsblatt zur Numerik partieller und stochastischer Differentialgleichungen II

Aufgabe 1: Betrachten Sie die Warmeleitungsgleichung
u—Au=0 inR" (1)
Leiten Sie die Fundamentallésung ®(¢,x) von her, indem Sie die folgenden Schritte durchfiihren.

a) Setzen Sie u(t,x) = t%v (fb), mit «, f > 0, in ein.
b) Benutzen Sie eine geeignete Wahl des Parameters § und eine Substitution y = f(¢,x) um die

Gleichung

1
av(y) + 5y - Du(y) + Av(y) =0 (2)

zu erhalten.
¢) Nehmen Sie an, da§ v radialsymmetrisch ist, das heifit, v(y) = w(]y|) fir ein w : R — R, um

Gleichung auf die gewohnliche Differentialgleichung

1 d d? n—1d

aw+§r§w+ww+7dr

zu reduzieren (r = |y|).

d) Wihlen Sie o = § und nehmen Sie an, dafl

d
lim w=0, lim —w=020,
r—00 r—oo dr

um die Differentialgleichung zu l6sen. Die Konstante, die noch zu bestimmen ist, soll so gew&hlt
werden, dass

/n O(t,x)dx = 1.

Aufgabe 2: Betrachten Sie das Anfangswertproblem

up—Au = 0 in (0,00) x R", (3)
u = g auf{t=0} xR".
Definiere
utx) = [ @tx- vyl dy = o [ gy 0
’ - " ’ ygy y_(47Tt)n/2 R gy y.

Nehmen Sie an g € C(R™) N L>®(R™). Fiir das durch (4) definierte u zeigen Sie

a) u e C®((0,00) x R"),
b) wi(t,x) — Au(t,x) =0, fiir z € R",t > 0,
¢) im0y 0,x0) u(t, x) = g(x%).
t>0
Hinweis: Beachten Sie, dass ®(t,x) € C*°([n,00) x R™), fiir alle n > 0. Um Punkt c¢) zu zeigen, wéhlen
Sie > 0 mit
l9(y) —g(x")| <& fiir |y —=x°| <4, yeR"

und betrachten Sie die Integraldarstellung von |u(t,x) — g(x°)| auf B(x%,d) und R"\ B(x?,§). Um den
zweiten Term abzuschéitzen, zeigen und benutzen Sie, dass fiir x mit [x — x|, es gilt |y —x| > 1|y — x°|
auf R™ \ B(xY,6), und die Polarkoordinaten.



Aufgabe 3: Betrachten Sie das Anfangswertproblem
u—Au = f in (0,00) x R", (5)
u = 0 auf {t=0} xR".
Sei
utxis) = [ (= sx-y)flyo)dy
R?’L
die Losung vom Anfangswertproblem
ue(+;8) — Au(;s) = 0 in (s,00) x R",
u = f(s) auf {t =s}xR"
Definiere
0= [(utxsas= [ ot [ ey aya ©)
u(t,x)= [ u(t,x;8)ds= | ——= e =9 f(s,y)dyds.
0 0 (47’[’(t - 8))n/2 Rn
Sei f € C3([0,00) x R™) mit kompaktem Triger. Zeigen Sie, dass fiir u definiert in @ es gilt:

a) u € C3((0,00) x R™),
b) wi(t,x) — Au(t,x) = f(t,x), fir z € R", ¢t > 0,

C) lim(t7x)_>(0,xo) u(t, X) =0.
t>0

Hinweis: Benutzen Sie Punkt a) um zu berechnen

w(t, %) — Au(t,x) = /Et/nCI)(s,y) [(; —A> f(t—s,x—y)] dyds

+/OE/HCI>(s,y) K;—A> f(t—&x—y)] dyds

+ [ ety fox-y)dy
= IL.+J.+K.
Benutzen Sie partielle Integration auf J., und bestimmen Sie den Limes ¢ — 0 wie in Aufgabe 2.

Bemerkung: Die obige Methode wird Prinzip von Duhamel genannt und wird fiir gewdhnliche Differen-
tialgleichungen benutzt. Gegeben sei die Gleichung

y'(t) +ayt) = f(t), t>0, (7)
y(0) = o, (8)

mit a € R. Dann 16st

y(t) = exp(—at) [/0 exp(as)f(s)ds +yo
(@)-(8), wobei z(¢; s) := exp(a(s — t)) f(s) die Lésung von

Z(t;s) +az(t;s) = 0, t>s, 9)
2(s;8) = [(s), (10)
ist.
Aufgabe 4: Benutzen Sie Aufgaben 2 und 3, um eine Formel fiir die Losung des Problems
up—Au = f in(0,00) x R",
u = g auf {t=0} xR",
zu finden.

Besprechung der Aufgaben in der Ubungsstunde am 18. 04. 2011.



