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Kapitel 1

Lineare Gleichungssysteme

Problem: Fiir vorgegebene (n x n)-Matrix A und rechte Seite b € R™ finde Losungsvektor x € R™ mit

Az =1b (1.1)
oder ausfiihrlich
a11x1 + a2 + ...+ T, = b
a21%1 —+ 222 + e + A2n Ly = b2
(1.2)
An1T1 + Gp2T2 + ...+ AppTp = by,

wobei wir mit a;; das Element von A in der i-ten Zeile und j-ten Spalte bezeichnen.

Fragen: Wann hat das Problem (1.1) eine (eindeutige) Losung? Wenn eine Losung existiert, wie berechne
ich diese?

Beispiel 1.
(i) Der einfache Falln = 1:

axr =1b
mit Losung © = g fiir a # 0.
(i) Das gestaffelte lineare Gleichungssystem
111+ T2z + e + T, = G
T22X2 + . + ToanLn = C2
(1.3)
Tn—1,n—-1Tn—-1 + Tn—1nTn = Cn—-1
TnnTn = Cn
lisst sich im Fall ri; # 0 fiiri=1,...,n durch die so genannte Riickwdrtssubstitution ldsen:
Losen der letzten Gleichung ergibt:
Cn
Ty =
Tnn
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Lisen der vorletzten Gleichung:
Tn—-1 = (Cn—l - Tn—l,nxn) /T7L—1,n—1-
Allgemein gilt:
n
€Ty = C; — Z Tij T4 /Tii (14)
j=i+1

firi=nn—1,..,1.

Satz 1. (Existenz einer eindeutigen Lisung) Das Problem (1.1) besitzt genau dann eine eindeutige Lisung
x*, wenn A invertierbar ist. Die Losung ist in diesem Fall gegeben durch

xt = A1

Wiederholung: Eine Matrix quadratische A heiit invertierbar, falls A=! existiert mit

1 0 --- 0

A A=A A=T= 0 1
0
0 0 1

Beispiel 2.
(i) Das Gleichungssystem

besitzt die eindeutige Lisung

Die Inverse ist

(i) Das Gleichungssystem

1 -3 2 T1 1
4 21 e | = 1
0 0 0 T3 3
besitzt offenbar keine Losung.
(i) Das Gleichungssystem
1 -3 2 T 1
4 2 1 To = 1



KAPITEL 1. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME 4

besitzt unendlich viele Losungen:

. 5 1
|l B Al ] aer
0 92

1.1 Gauflsches Eliminationsverfahren

Problem: Lose Az = b, wobei A invertierbar ist.

Motivation des Gauf3lschen Eliminationsverfahrens an einem Beispiel:

1 4 -1 b 1
30 ) T2 | =1 2
2 2 1 T3 3

=:A

Erstes Ziel: Elimination der Variablen x; aus den unteren beiden Gleichungen. Diese “Zeilenoperationen”
konnen durch Multiplikation des Gleichungssystems von Links mit der Matrix

1 0 0
Ll = -3 1 0
-2 0 1
realisiert werden:
1 4 -1 1
LA = 0 —12 8 1, Lib = -1
0 -6 3 1

Da die Matrix L; invertierbar ist, sind die Losungen des Gleichungssystems Az = b genau die Losungen
von L1 Ax = Lqb.

Nichstes Ziel: Elimination der Variablen zo aus der unteren Gleichung. Diese “Zeilenoperation” kann
durch Multiplikation des bereits modifizierten Gleichungssystems L1 Az = L1b von Links mit der Matrix

1 0 0

Lo:=1{ 0 10

0 —3 1

realisiert werden. Wir finden insgesamt:
1 4 -1 1
Lolqn A = 0 —12 8 Lolnb = -1
0 0 -1 3
———

=R =:c

Das Gleichungssystem Rz = ¢ kann nun durch Riickwértssubstitution gelést werden (vgl. System (1.4)).

Idee des Gaufischen Eliminationsverfahrens

Wir wollen das Gleichungssystem (1.2) in ein gestaffeltes System der Form (1.3) umformen. Erster Schritt:
Wir lassen die erste Zeile unverdndert und eliminieren die Variable x; in den restlichen Zeilen, d.h. wir

ersetzen die Zeile 7 durch

(Zeile i) — dir (Zeile 1), a1 # 0,
aii
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fiir i = 2,...,n. Wegen der Invertierbarkeit von A lésst sich nach einem eventuellen Zeilentausch a1 # 0
immer garantieren. Das Element a1 heifit Pivotelement. Wir erhalten

agll)xl + a%)mg + ...+ a&)xn = bgl)
(1) (1) _ @)
asyc2 + ... + as, T, = b
22 42 2 2 (1.5)
alegxg + ... + a%lrzxn = b%l)
mit b = b1 und all) = ay; fur j =1,...,n (die erste Zeile bleibt unverdndert) und
1 1j J
Vv _ . G
a;;’ = a; ana“
b(l) — b — a1 by
! an
fiir 4,5 = 2,...,n. Kennen wir nun die Losung (z2,...,2,)T des reduzierten Systems (System (1.5) ohne

die erste Gleichung), so lésst sich 1 mit Hilfe der ersten Gleichung in (1.5) bestimmen.
Wir wenden dasselbe Verfahren auf das reduzierte System an und erhalten so rekursiv ein gestaffeltes
System:

(A(O) b(O)) N (A(l) b(l)) - (A(Q) b(2)) - (A(n—l) b(n—l))

~ =~ ’ ’ —— " —~—

=A :=b =R =:c
Konkret gilt:

AR = 1, P Ak, bR = L PubY,

Hier ist Py eine Permuationsmatriz, welche im Fall a,(ﬁc) = 0 (oder bei bestimmter Pivotwahl, s.u.) zwei
Zeilen vertauscht und Ly die Frobenius-Matriz

1

1
L =
F ~lgr1e 1
_lmk 1
_(k)
(alle unbestimmten Eintrége sind 0) mit {;; := %, wobei dgf) die Elemente von P, A®~1 sind.
a

kk

Permutationsmatrix: Die Spalten einer Permutationsmatrix bestehen aus Einheitsvektoren
e;=(0,...,0, 1 ,0,...,0)T, wobei jeder Enheitsvektor genau einmal auftritt. z.B.

Stelle i
01 0

P = 1 0 0

0 0 1

Daher folgt | det P| = 1 und somit auch die Invertierbarkeit der Permutationsmatrizen.
Gilt P=(e1,...,€j-1, € ,€j11,€j,...,€1—1, €j ,€l4+1,...,€y) S0 bewirkt die Multiplikation mit P von
~— ~—

Stelle j Stelle 1
links eine Vertauschung der j-ten und Il-ten Zeilen:

0 1 0 T T2
1 0 0 ) = T
0 0 1 x3 z3

Das Gauflsche Eliminationsverfahren liefert:
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Satz 2. (iber die LR-Zerlegung) Fir jede invertierbare Matrixz A existiert eine Permutationsmatric P
derart, dass eine Dreieckszerlegung

PA=LR

maoglich ist, wobei R eine obere Dreiecksmatrix und

1 0 0

I — l21 1
0
lnl e ln,nfl 1

eine untere unipotente Dreiecksmatrix ist. Eine Dreiecksmatriz heiffit unipotent, falls die Elemente auf der
Hauptdiagonalen alle geich 1 sind.
Wiederholung: Eine quadratische Matrix A heifit untere (obere) Dreiecksmatrix, falls

aijZOﬁiI‘i<j (Z>j)

gilt.

Beweis: Das Gauflsche Eleminationsverfahren liefert
R =AY — . . P,_1A"2 = [, P, -...-L1PA.

Wir wollen nun die unipotenten und die Permutationsmatrizen “trennen” und fiigen hierzu Identitdten

der Form I = P~ 1P ein

R=1L, 1P, 1Ln o Pn__llpn—l P, oL, 3 (Pn—lpn—Z)ilpn—lpn—Q P 3-...
—_———

=TI =TI
Ly(Py_y-...-P3) *Py_1-...- PsPoLy (Py_1-...-Py) 'Py_1-...- P, PIA
=I =TI
- En—lin—Q Ca.. El Pn—l Ca.. " P1 A
N————
=:P
mit L, 1 = Lyp_qund Ly := P,_1-...- Poi1Li(Py_1 ...  Pyyp) ! fiir k =n—2,...,1. Die Matrizen

Ly, sind wiederum Frobenius-Matrizen der Form (1.6), wobei die Eintrige fjk bis auf Permutation genau
den [;;, entsprechen.

O
Algorithmus:
(i) Bestimme Matrizen P, L und R geméi8 Satz 2
mit PA= LR (Dreieckszerlegung)
(ii) Lose Lc = Pb (Vorwiirtssubstitution, vgl. U)

(iii) Lose Rz = ¢ (Riickwértssubstitution)
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Rechenaufwand der LR-Zerlegung:

A — A n — 1 Divisionen, (n — 1)? Multiplikationen und Additionen

A— L,R:  Also insgesamt Z?:_ll (724 j) = % — % Multiplikationen und Divisionen
Hauptarbeit des Algorithmus liegt somit in der Berechnung der L R-Zerlegung.

n“)' n

Beachte:
n—1 n—1
9 . (n=1n@2n—-1)  n(n-1)
PIEED e G 5
J=1 Jj=1
nd n? 202 n 2

L n,non
3 6 6 6 2 2

Speicherplatz: Da Elemente mit Werten 0 und 1 nicht notwendigerweise gespeichert werden miissen,
lasst sich das Gaufische Eliminationsverfahren bei Speicherung der Permutationsmatrix mit n(n+2) Spei-
cherpléiitzen realisieren. Die relevanten Eintréige der Frobenius-Matrizen kénnen im Array der Matrix A
bzw. A%®) gespeichert werden. Die Projektionsmatrix P kann durch weitere n Speicherpliitze reprisentiert
werden.

Spaltenpivotwahl: Selbst wenn a1; # 0 bzw. im k-ten Schritt a,(j;l) # 0 gilt, kann eine Zeilenvertau-

schung sinnvoll sein. Bei der Spaltenpivotwahl wahlt man als Pivotelement im k-ten Schritt das Element

ag.lz_l) mit

ot = poax o
Dies fithrt zu
;5] <1 fiir alle 4, j
und somit zu einer besseren Stabilitédt des Verfahrens (zur Stabilitéit: siehe unten).

Zwei Beispiele, welche die den Rest des Kapitels motivieren:

Beispiel 3. (zur Kondition des Problems) Betrachte das Gleichungssystem
11 (4
1 1—¢ )" \d4—¢ )"
(3
r=1{ ]
T 4+¢€
b= ( 4 — 2¢ ) ’

wobei 0 < € << 1 sehr klein sein kann, so erhalten wir die Lisung

= (17).

Die Lésung ist offenbar

Ersetzen wir die rechte Seite durch



KAPITEL 1. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME 8

Das Beispiel macht deutlich, dass “kleine” Stérungen der Eingabedaten zu “grofen” Anderungen in der
Losung fiihren kénnen. Aber wie klein ist “klein” und wie grof} ist “grof3”? Um den Einfluss von diesen
Storungen auf die Losung messen zu kénnen, beschéfftigen wir uns weiter unten mit Normen.

Wichtige Frage: Wie wirken sich Storungen der Eingabegréfien (hier A und b) auf die Losung unabhiingig
vom gewéhlten Algorithmus aus? (Kondition des Problems)

Beispiel 4. (zur Stabilitit der Gauf-Elimination) Wir lisen das Gleichungssystem
5-1073 1 1\ _( 05
1 1 T2 ) 1
in zweistelliger Gleitpunktrechnung, wobei wir als Pivotelement

a) das Element ayy = 5-1072 wdhlen. Nach einem Schritt des Gaufischen Eliminationsverfahrens erhal-

ten wir das System
5-1073 1 1\ _( 05
0 —200 x2 )\ —99

().

b) das Element as; = 1 wdhlen. Wir erhalten nun nach Vertauschung der Zeilen und der Gaufs-

FElimination
1 1 T _ 1
v 0.5
A 05 /)

Beachte, dass fir die exakte Losung des Gleichungssystem gilt:

100

L[ 199 ) o ( 0503
99 0.497 |-
199

Erklirung: Falls |lo1| “grof8” ist (hier 2-102), gilt gemdf$ der Gauf3-Elimination

(1) _ ~
Qoo = Q22 — lhrar2 = —laa12

bél) =by —lo1b1 = —laiby

mit Losung

mit Losung

und somit auch

usY oy
IQ—W ~a712
22

Bei der Berechnung von x1 kommt es jedoch zur Stellenausloschung (vgl. U)

b1 — a7
r=—.
a1l
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Der Ausweg hier ist ein Zeilentausch, d.h. die Anwendung der Spaltenpivotwahl. Wir kinnen bei dieser
Wahl |lo1| < 1 bzw. allgemeiner |l;;| < 1 fir alle i,j garantieren. Tatsichlich kann aber auch bei der
Gaug-Elimination mit Spaltenpivotwahl die ungiinstige oben beschriebene Situation auftreten.

Wichtige Frage: Wie wirken sich Rundungsfehler, welche wihrend der Durchfithrung eines bestimmten
Algorithmus entstehen, auf die Berechnung der Losung aus? (Stabilitéit des Algorithmus)

1.2 Einschub: Gleitpunktrechnung, Matrixnormen

1.2.1 Gleitpunktrechnung

Die Menge der im Computer darstellbaren reellen Zahlen ist offenbar endlich. Bei der heute {iblichen
normalisierten Gleitpunktdarstellung (engl. floating point representation) wird eine Zahl dargestellt als

z=ua-d°
wobei die Basis d eine Zweierpotenz ist (in der Regel 2,8,16) und der Exponent e eine ganze Zahl mit
Emin S € S €max-

Die so genannte Mantisse a ist entweder 0 oder eine Zahl mit d~! < |a| < 1 der Form

l
a=v Z a;d™",
i=1
wobei a; € {0,...,d — 1}, a; # 0 und v das Vorzeichen und ! die Mantissenléinge bezeichnet. Die Mantis-
senlénge ist fiir die relative Genauigkeit der Darstellung verantwortlich. Jede Zahl x # 0 mit
dewrin_l S ‘xl S dem,az(l _ d_l)
lésst sich nach Rundung durch eine Gleitpunktzahl rd(z) darstellen: Sei

z=wv(0.a102...a;a141 ...)d°

mit a; # 0 und a; € {0,...,d — 1}. Wir definieren
rd(z) =v-d'd°
mit
= {fuee L EEOSan <

Offensichtlich gilt
|z —rd(z)] < |z — g

fiir alle anderen durch den Computer darstellbaren Zahlen (Maschinenzahlen) g.
Fiir den relativen Fehler von rd(z) gilt:

|z —rd(z)| _ dd-+D
<

|| ~2 |af
d
< 5crl (1.7)
d1=0
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4=

Wir bezeichnen die Zahl eps := %

Gleichung (1.7) ist dquivalent zu

als die (relative) Maschinengenauigkeit.

rd(z) = z(1 +¢) mit |e| < eps. (1.8)

Falls |z| kleiner als die betragsméBig kleinste Maschinenzahl démi»~1 ist, spricht man von Exponentenun-
terlauf (engl. underflow), im Fall |x| > d®ma=(1 — d~!) von Exponenteniiberlauf (engl. overflow).

Das Resultat einer arithmetischen Operation z +y, x -y, x/y muss keine Maschinenzahl sein selbst wenn
es x und y sind. Wir definieren die so genannte Gleitpunktoperationen fiir zwei Maschinenzahlen z und y
durch

rdy :=rd(z +y)
-y :=1d(z — y)
'y :=rd(x - y)
x/y =1d(x/y)
Offenbar gilt mit (1.8) ebenso

vty = (v +y)(1+a)

a—y = (z-y)(l+e)

zy = (z-y)(1+6)

w/y = (x/y)(1+ 62) il 10:] < eps.

Bemerkung 1.
(i) Die Gleitpunkt-Realisierung von o € {+,—,-,/} ist im Allgemeinen nicht assoziativ, d.h. es kommit
auf die Reihenfolge der auszufiihrenden Operationen an.

(i) Fir zwei Maschinenzahlen x,y gilt:

zty =z, falls |y| < %m

1.2.2 Matrixnormen

Ziel: Wir wollen Fehler und Abweichungen von Vektoren und Matrizen “messen”, d.h. die “Grofie” eines
Vektors oder einer Matrix durch eine Zahl beschreiben.

Definition 1. Eine Abbildung ||.|| : V — R, V ein Vektorraum, heifit eine Norm auf V', wenn gilt:

(i) ||vl| >0 und (||[v]| =0 < v =0), (positive Definitheit)
(i) |law| = |af[v]], (Homogenitit)
(iii) ||v1 + val] < |lv1]| + |lv2]| (Dreiecksungleichung)

fiir alle Vektoren v,v; € V und a € R.

Beispiel 5. Wichtige Beispiele im R™ sind

(i) Nzl = 25 fil
(i) |ll2 i T

(iii) [|z||e = maxi—1, . n |zl



KAPITEL 1. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME 11

Jede Norm auf R™*"™ heifit Matrixnorm. Von besonderem Interesse sind Matrixnormen, die zu einer gege-
benen Vektornorm passen, d.h. es gilt

[Az|| < [lA[[]]]| (1.9)

fiir alle z € R™ und A € R™*™. Solche Normen sind hilfreich zur Herleitung von Abschitzungen.

Definition 2. Sei ||.|| eine belicbige Norm auf R™. Dann definieren wir die zugehorige Matriznorm auf
dem Raum der quadratischen (n x n)-Matrizen durch

A
14] = sup 21 iy 4 € g,
z20 ||zl

Offenbar gilt fiir Matrixnormen der Definition 2 die Ungleichung (1.9), wobei || A|| die kleinste Zahl mit
dieser Eigenschaft ist. Des Weiteren ist durch diese Matrixnorm tatséchlich eine Norm im Sinne von
Definition 1 gegeben, d.h. es gelten die Eigenschaften (i)-(iii). Zusitzlich gilt
1] =1
IA- Bl < [l A]l - [[B]-

Die Abschitzung wird die Submultiplikativitdt der Matrixnorm genannt. Eine wichtige Beobachtung ist,
dass die Matrixnorm aus Definition 2 von der speziellen Wahl der Norm auf R™ abhéngt:

Satz 3. Sei A eine quadratische (n x n)-Matriz. Es gilt:

(i) [|Alx = maxj—1,. n > iy |ai] (Spaltensummennorm,)
(ii) || All2 = \/groBter EW von AT A (Spektralnorm)
(111) || Alloo = max;=1,.._n Z;;l la;] (Zeilensummennorm,)

Ende des Einschubs.

1.3 Kondition linearer Gleichungssysteme
Wir wollen nun Normen benutzen, um bei einem linearen Gleichungssystem
Ax =10
den Einfluss von Abweichungen (Storungen) der Eingabegréfien A und b auf die Losung x abzuschéitzen.

Storungen der rechten Seite: Sei Z die Losung des Systems
Ax =D,

so gilt

r—T = A0 — A" = A7 (b—D)
und somit die Abschétzung der absoluten Abweichung

lz — ] = A7 =) < [A7MlIb—0]. (1.10)
——

absolute Abweichung von
& zu = gemessen in der
Norm ||.||.
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Eine weitere aussagekriftige Grofe ist die relative Abweichung von Z zu z. Mit Abschétzung (1.12) folgt:

_ T -1 —b
lz =zl _ [ollllA~7]] [1b — b

=l =l gl
N——— ——
relative Abweichung von relative Stérung der
T zu x gemessen in der rechten Seite.
Norm ||.||.
Mit [[bo]] = [[Az] < [[All[l] gilt:
[z — 2| |
< [AllA= (1.11)
] 18]

Definition 3. Wir nennen
cond(4) = [|Al|[|A7H|
die Konditionszahl der Matriz A.
Wir wollen nun Normen benutzen, um bei einem linearen Gleichungssystem
Axr=b
den Einfluss von Abweichungen (Storungen) der Eingabegréfien A und b auf die Losung x abzuschéitzen.

Storungen der rechten Seite: Sei Z die Losung des Systems
Az =D,

so gilt

r—7 = A7 — A" = A7 (b—D)
und somit die Abschétzung der absoluten Abweichung

lz —z] = A7 =) < [A7M[Ib-b]. (1.12)
——

absolute Abweichung von
T zu = gemessen in der
Norm ||.][.

Eine weitere aussagekriftige Grofle ist die relative Abweichung von Z zu z. Mit Abschétzung (1.12) folgt:

i “1 Ib—b
= =l _ [l A~ b — o

] ] ]
N——
relative Abweichung von relative Stérung der
Z zu = gemessen in der rechten Seite.
Norm ||.||.
Mit [[bo]] = [[Az] < [[All[l] gilt:
[z — 2| |
< [AllA= (1.13)
] 18]

Definition 4. Wir nennen
cond(A) == [|A[|[|A71

die Konditionszahl der Matriz A.
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Bemerkung 2. Ungleichung (1.13) macht deutlich: Die Konditionszahl von A ist ein Maf$ der Sensitivitdt
des relativen Fehlers gegeniiber relativen Stérungen der rechten Seite b. Diese Sensitivitit scheint umso
geringer desto kleiner cond(A) ist. Jedoch ist die Konditionszahl der Matriz A nur eine obere Schranke
dieser Sensitivitdt und es gilt:

L= 1]l = A4~
< JAIIIATH = cond(A).
Fir reelles A = a ist die Konditionszahl minimal gleich 1.
Eigenschaften der Konditionszahl:

cond(A) = cond(aAd), a € R\{0}

max=1 || Ay|l

cond(A) = (1.14)

minHZM:l ||AZ||

Mit Gleichung (1.14) ldsst sich die Kondition auch fiir nicht quadratische Matrizen formulieren.

Beispiel 6. Wir betrachten das Gleichungssystem aus Beispiel 3 mit

1 1
A= ( 1 1—¢ ) '
Offenbar ist die Inverse gegeben durch

1/ 1—-€¢ -1
-1+
A7 = 6( 1 1).

Fiir die Zeilensummennorm finden wir daher ||Alloe =2 bzw. ||A™}||oo = 2 und somit

conde, (A4) = 4 .

€
Firb= (4, 4—€)T und der Losung x = (3, 1)T gilt zudem

[Bllocll A oo _ 8

[l oo 3¢’
was die schlechte Konditionierung des Gleichungssystems in Beispiel 3 erkldrt.
Storungen der Eingabegrifien A und b:

Satz 4. Sei A eine invertierbare Matrix und
Ax = b, Az = b.
Seien weiter die relativen Abweichungen der Matriz A zu A und der rechten Seite b zu b beschrinkt:

lA- A1 _ lo—bl _
A = I

Dann gilt die Abschétzung:

|z — z|] < cond(A)

Tl =T ea cond(A) At )

falls €4 - cond(A) < 1.
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Bemerkung 3. Mit c4, €, < € erhalten wir

[z — x|

B < 2¢-cond(A) + O(e?).
x

Dabei bezeichnet O(e?) eine Funktion, die selbst bei Division durch €? im Grenzfall € — 0 beschrinkt bleibt.

Beweis: Offenbar gilt
b—b=Ax — AT
= Az —7)+ (A - A)z.
Nach Multiplikation mit A~! erhalten wir entsprechend umgeformt
x-f:A*l(b—B— (A—A)z«))
und somit die Abschitzung
<llell+llz—z]]
_ -1 e =
e = 2ll < 1A~ ( 4 = A J2ll+ Jlo — B], )
———— ——
<eallAl e[l

Mit ||b]] < ||A||||x]| erhalten wir nach algebraischen Umformungen:

(1 —€4-cond(A))||z — z|| < cond(A)||z]|(ea + €)-

O

Bemerkung 4. Nach Satz 4 mifsit die Konditionszahl die relative Storempfindlichkeit der Lésung x von
Ax = b gegeniiber relativen Abweichungen der Matriz A und der rechten Seite b. Sie ist aber nur eine
obere Schranke dieser Storempfindlichkeit. Trotzdem ist die Abschdtzung des Satzes optimal im folgenden
Sinn: Fiir vorgegebene Matriz A lassen sich A und b finden, so dass Gleichheit gilt. Da wir aber nicht
immer an beliebigen rechten Seiten interessiert sind und auch nicht beliebige Storungen zulassen, ist die
Abschitzung des Satzes oft zu pessimistisch.

Beispiel 7. (Lubich) Betrachte das Gleichungssystem
1 1 X1 o b1
0 1078 T2 o b2 ’

condoo(A4) = [[Allso[lA™
=2-10°% (sehr groB)

( 14661 10_18(452363) ) ( i; ) = < 81:323 >

Es gilt

Gestartes System:
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wobei 0 < |¢;| < eps mit der Maschinengenauigkeit eps. Wir untersuchen jetzt die Abhdngigkeit der einzel-
nen Komponenten von den ¢;. Sei dazu x die Losung des Ausgangssystems und T die des gestorten Systems.

2.Komponente: Offenbar gilt:

_ 1+ €5 €5 — €3
Ty = 10% = zo(1 +
2 \/—2/ ]. —+ €3 2( 1 + €3 )
=T9
und somit die Gleichheit
Xro — i‘g‘ = |$2|7|65 _ €3|
|1 + 63‘
Umgeformt:
|22 — Za| _ |e5 — €3] 2
= < 2eps+ O(eps
wl  Mtel (ers”)

1.Komponente: Fir T, finden wir

.’fl = [(1 + E4)b1 — (]. + 62)@'2]/(1 + 61)
€5 — €3
1 + €3

]/(1+61)

= [b1 — x3 +eaby — €272 — 72
——
—
€5 — €3
1-+e3

1/(1+&).

=21+ [€4b1 — €171 — €222 — T3

Mit by = x1 + 22 und To = xo(1 + 615_::33) erhalten wir die Darstellung

|£L’1—.’fl|_ 1 €5 — €3

1+ €3

[(e4 —€1)m1 + (4 — €2 — (1+e2))a2] /(1 + 1)

|z a |
und somit auch die Abschdtzung

|z2]

+4
|24

|1 — 74 < (2|$1|

3 i Jeps + Oleps?).

Insgesamt

|71 — 7]
2]l
T2 — o]

(B4R

< 6eps + O(eps?)

< 2eps 4+ O(eps?).

Wir betrachten allgemeiner die Situation:

aij == aij(1+ €;), leij| < eps,
by :=b;(1+¢€), le;| < eps.
Offenbar gilt
1A = Allo < [|A]leps,
[[b=blloc < [[bl|ceps-



KAPITEL 1. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME 16

Betrachte nun alternativ das Gleichungssystem
DAx = Db mit D = diag(dy,...,d,), d; #0,
und das gestorte System
DAz = Db.

Seien = und ¥ wieder die Losungen der entsprechenden Systeme. Die Multiplikation des Systems mit
einer invertierbaren Matrix von links dndert natiirlich den Zusammenhang von x und Z nicht, liefert aber
bessere Abschéitzung: Da

|DA ~ DAl < [|DAJlccps
| Db — Dbllac < | Db]lsceps

folgt mit Satz 4
|z — Z|loo < condy (DA)
|zl — 1—eps-condy(DA)
= 2eps - conde, (DA) 4+ O(eps?).

2eps

Wihle fiir obiges Beispiel konkret
Damit

und condy, (DA) = 4.

Beispiel 8. (Deuflhard) Die Lisung des Gleichungssystems Ax = b mit einer Diagonalmatriz

(o)

ist offensichtlich ein gut konditioniertes Problem, da die Gleichungen entkoppelt sind (zwei unabhdngige
skalare Gleichungen). Andererseits ist aber

_ 1
condec (4) = |4l |47l = 7

Die Konditionszahl gemessen in der Maximumsnorm. ||.||o wird daher beliebig grof8 fiir kleine 0 < |e¢] << 1.
Sie ist ein Maf$ der Sensitivitdt der Losung gegentiber beliebigen Storungen, auch Storungen auferhalb der
Hauptdiagonalen.
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Matrizen mit kleiner Kondition:
(i) I, cond(al) =1

(ii) Orthogonale Matrizen UTU = I. Denn es gilt:

|Uz|3 =2"UT - Ux

T 2
=zx = [xf;

und somit fiir die zugehorige Matrixnorm
[U]l2 = 1.

Da die Inverse U~ = UT offenbar wieder orthogonal ist, gilt insgesamt

condz(U) = 1.

(iii) Spline-Interpolation (spéter) fiithrt auf Matrizen

Da cond(A) = cond(hA) gilt, gehen wir ohne Einschrinkung von h = 1 aus. Es gilt weiterhin
|A]|co = 6. Zur Bestimmung der Inversen von A schreiben wir

o 1
4
i 0
A=4(I+ N) mit N = :
Lot
i 0
Nach dem Satz iiber die Neumann-Reihe gilt:
(I+N)"'=> (-N).
i=0

Denn: (I +N)-37%(=N)" = 3Z0(=N)' = 375, (=N)*' = Tund [N =5 <1.
Damit folgt:

- 1 -
1A oo = ZU(T+ N) oo

1
<
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und fiir die Konditionszahl von A
conds (A) < 3.

Die Matrix ist also unabhéngig von h und n gut konditioniert.

Matrizen mit grofier Kondition:
(i) Hilbertmatrizen A = (iﬂ%l)ivjzlv“-v” also

101 1
L3 5 1
11 1
2 3 1
11
3 1
A=| |
1
Es gilt:
n | cond(A)
1 1
2 27
3 740
4 2300
10 | 3.5-10'3
(ii) Zu Beispiel &:
ay
A=
a7l
mit max; |a;| >> miny |ag|. Dann gilt:
condy = M >> 1
ming |ag|

1.4 Stabilitit der Gauf3-Elimination

Bezeichne z die exakte Losung von Az = b bzw. & die mit einem (zunéchst beliebigen) Algorithmus be-
rechnete Néiherungslosung (inklusive aller Rundungsfehler).

Definition 5. Der Algorithmus heiffit numerisch stabil
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(i) im Sinne der Vorwdirtsanalyse, falls

|l — 2]

< C-cond(A) - eps
I« “

mit nicht allzu groflem C gilt, d.h. der Finfluss von Rundungsfehlern wihrend der Rechnung ist nicht
viel gréfler als der Finfluss von Rundungsfehlern (relative Abweichung der Gréflenordnung eps) in
den Daten.

(i) im Sinne der Riickwdrtsanalyse, falls das numerische Ergebnis & als exakte Lisung einer Gleichung
Az = b interpretiert werden kann mit

|A— A 16— ]|
< C-eps, < C-eps
1A 151l

mit nicht allzu groflem C'.

Bemerkung 5.
(i) Mit der numerischen Stabilitit im Sinne der Riickwdirtsanalyse folgt die Stabilitit der Vorwdrtsanalyse
aus Satz 4:

= = 2 < 2C - cond(A) - eps + O(eps?).

]
(i) Fiir die Stabilitit der Riickwdrtsanalyse ist die Kenntnis der Konditionszahl von A nicht nétig.

(iii) (Deuflhard:) Die Idee der von J.H. Wilkinson eingefiihrten Riickwdrtsanalyse besteht darin, die durch
den Algorithmus verursachten Fehler auf die Eingabegrofie zuriickzuspielen und so als zusdtzliche
Eingabefehler zu interpretieren. Dazu fassen wir die fehlerbehafteten Resultate als erakte Ergebnisse
zu gestorten Fingabegrifien auf.

Bezeichnungen: Im Folgenden interpretieren wir den Vergleich und den Betrag von Matrizen kompo-
nentenweise:

A<B:& ;5 < bij vij
Al = (laijl)ig=1....n

Beispiel 9. (Riickwdirtsanalyse des Skalarprodukts)
Das Skalarprodukt <y, z >, firy,z € R™ lasst sich rekursiv berechnen durch

<Y 2> =Ypint <y L2l >, (1.15)

1 n—1 T

wobei Y"1 = (y1,...,yn_1)T und z = (21, 2n-1)".
Die Gleitpunktrealisierung des Skalarprodukts gemdjf$ (1.15) berechnet fiir Gleitpunktzahlen y,z den Wert

<y,z>p=<1Y,z>
fiir ein gy € R™ mit
|y — gl < n-epsly| + O(eps?).
Beweis durch Induktion: Fir n =1 erhalten wir

<y,z>p=yz = y-z2(1+9),
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wobei § mit |d] < eps den relativen Fehler der Multiplikation beschreibt. Setze § := y(1 + 8). Dann gilt
offenbar

<Y, z,>5 =<Y,z>

und

ly =yl =ly- 6| = [0]|ly| < eps|yl.

Sein > 1 und die Behauptung fiir n — 1 bereits bewiesen. Fir die Gleitpunktrealisierung der Rekursion
(1.15) gilt:

<Y,z >fl = ynAZn$ < ynila anl >fl
= (ynzn(1+08)+ <y" " 2" >p )1 +e),

wobei diesmal 6 und € mit |e|, || < eps die relativen Fehler der Multiplikation bzw. der Addition charak-
terisieren. Nach Induktionsvoraussetzung gilt ferner

<ynTl et >p =< 2l >
fiir ein c € R*! mit
ly" ™" — el < (n— Deps|y" "] + O(eps?).
Wir setzen §n, = yn(1 +6)(1 +¢€) und g, :=c(1+¢€) fir k=1,...,n— 1. Damit folgt:

<Yy,z>5 = ynzn(l + 5)(1 + E)Jr < ynil,znil >l (1 + 6)
= Gnint <c-(1+¢€),2" 1 >
—_———
:gn—l
=<y,z>

und

Yn — Un| < 2eps|yn| + eps®|ya|

lyr — Ukl < lye — ekl + ek — il
< (n — 1)eps|ys| + eps|yy| + O(eps®)
< n-eps|yr| + epslyr — U] + O(eps?).

Somit gilt auch
(1—eps)|yr — Uk| < n - epsly| + O(eps?)

also

_ n
Yk — Uk| < -eps|yk| + O(eps?)
eps

1_
=n-epslys| + O(eps?) fir k=1,...,n — 1.

Insgesamt folgt

[y — gl < n-epsly| + O(eps?).

Insbesondere ist das Skalarprodukt im Sinne der Rickwdrtsanalyse stabil mit C = n.
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Satz 5. (Rickwirtsanalyse der Vorwdirtssubstitution)

Sei L € R" ™ eine untere Dreiecksmatriz und b € R™ ein Vektor jeweils aus Gleitpunktzahlen bestehend.
Die Gleitpunktrealisierung der Vorwdrtssubstitution zur Losung eines gestaffelten Gleichungssystems Lx =
b berechnet eine Losung &, welche exakte Lisung eines Systems Lz = b ist, mit L untere Dreiecksmatriz
und

|L — L| <n-eps|L| + O(eps?),

d.h. die Vorwdrtssubstitution ist stabil im Sinne der Riickwdrtsanalyse mit C' = n.

Beweis: Wir betrachten zunéchst den einfachen Fall n = 1, d.h. die skalare Gleichung Iz = b. Sei & die
Lésung von

I’ =b.
Es gilt I'# = lz(1 + §), wobei § mit [0] < eps den relativen Fehler der Multiplikation beschreibt. Mit
[ :=1(1+ ¢) ist somit die Behauptung des Satzes erfiillt.

Im Fall n > 1 ist die k-te Komponente des Losungsvektors © = (21, ...,7,)? bestimmt durch

lepxe = by — (lnxr + ..+ lg —12Tx—1)
=b—<F L2t >s k=1,...,n,

k—1 T

wobei wir wieder die abkiirzenden Schreibweisen 1¥=! := (I, ..., lg—1)T und z
verwendet haben. Bezeichne & die Losung der Realisierung in Gleitpunkt-Arithmetik

= (.’L‘h e 71‘;9,1)

lp e = bk; < lkil,fkil >fl -
Offenbar gilt dann auch
(14 0x) = (b— < 718571 >0 ) (1 + €)

fir K =1,...,n, wobei d; und ¢ die relativen Fehler der Multiplikation bzw. der Addition beschreiben
mit |egl, |0k] < eps.
Nach Beispiel 9 wissen wir bereits, dass

1 17£k71

<Fh gkl s =< 1 >

fiir einen Vektor I*~1 = (ly1,...,lkr—1)T mit
[P~ — P < (k= 1)eps|I* 1| + O(eps?).
Setzen wir Iy = lgp(1 + 0x)/(1 + €x), so ist L definiert und es gilt die Behauptung des Satzes.
|
Der folgende Satz liefert eine Aussage zur Stabilitdt der L R-Zerlegung im Sinne der Riickwirtsanalyse.

Satz 6. (Riickwdirtsanalyse der LR-Zerlegung durch Gauf-Elimination)
Sei A € R"*" eine Matriz von Gleitpunktzahlen, die eine LR-Zerlegung besitzt. Dann berechnet das durch
Gleitpunkt-Arithmetik realisierte Gaufische Eliminationsverfahren Matrizen L und R mit:

|A — LR| < (n+ 3)eps|L||R| + O(eps?). (1.16)
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Beweis: Durch Induktion: n =1 ist klar. Sei n > 1 und die Behauptung fiir n — 1 bereits gezeigt.
Sei nun A eine (n x n)-Gleitpunktmatrix. Wir schreiben

a wT
a=(% %)
mit o € R, v,w € R" ! und C € R»=x(n—-1),

Die Gau$-Elimination berechnet z = 2 und damit C' M) = ¢ —zwT. Seien 2 und CM) in der entsprechenden
Gleitpunktrealisierung berechnet, d.h.

zZ2= v?a
W = ol
Dann gilt

v
2= —(1+0;
f= U146

A1 .
&) = (eij = 2w (1+0) (1 + exy)
mit [6;], [0i5], l€ij] < eps. Damit gilt:

|z — 2| < eps|z|.

Weiter folgt:

(1)
Cij

A(1
|Cz('j) -

| = leislleiz| + [Ziw; (1 +055)(1 + €55) —ziw|
—_—
1+6;+€i;+0O(eps?)
< eps|cij| + 2eps|ziw;| + [(2; — zi)w;| + O(epsz)
< eps|cij| + 2eps|ziw;| + eps|z;||w;| + O(epsQ)
< (lesj| + 3lzillw; ) eps + O(eps?)
bzw.
A(1 1 T 2
IC — 0W| <eps(| _C | +3[2||w|T) + Oeps?)
=CW 4 2T
< eps(|C(1)| + 4|z||w|T)

Der Algorithmus berechnet nun die LR-Zerlegung von CM. Bezeichnen LMY und RM die durch
Gleitpunkt-Arithmetik erhaltenen Matrizen. Nach Induktionsvoraussetzung gilt:

ICW — LORO| < (n+ 2)eps| LV BD| + O(eps?).

Wir wissen
A A 1 0 a wT e} wt
Lr= ( 5 i ) ( 0 RO ) = ( 0f 2T+ LORO ) (L.17)
1 0 a wT « wT
A= LR= ( : LW ) ( 0 RO ) = <az 2w + LO RO )
Somit
0 0

A-LR=| a(z-2%) (z—2)wT + LWDRY _[HRM
——
=C )
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Wir schreiben C(1) = ¢ — ¢ 4 ¢ und erhalten mit den obigen Abschéitzungen

0

. 0 )
_ < R R )
A= LR < eps( allz Jzllwl” + 1CD] + 4lzflwlT + (n + 2| LD R ) Oleps”)

Mit
ICO| = |cW) = GO £ 60 _ FORML 4 FO RO
< |cW =W 4|6 — LORL| 4| LORD)|
=0(eps) =0(eps)
= LY RW| + O(eps)
finden wir
|A—ﬁ]:2§eps< 0 T 0 N )+(9(ep52)
laflz] 5lelfw]” + (n+ 3)| LRV
T
<@ 9 (il e LJzogao; )+ 060
>5
Investieren wir nun abschlieend |z| = |Z| + O(eps), so erhalten wir mit (1.17) die Behauptung

. af ol )
_ < . .
4 LR'—(””)”S(mna lhl” + L0 W] ) +OEPs)

< (n + 3)eps|L||R| + O(eps?).
U

Bemerkung 6. Wichtige Frage im Zusammenhang der Stabilitit: Konnen |f/| und \R| in Abschitzung
(1.16) grof$ gegeniiber den Eintrdgen in A werden?
Bei Spaltenpivotsuche gilt:

il <1
fir alle i,j = 1,...,n. Fir die Elemente der Matriz R sieht die Situation jedoch nicht so gut aus. Hier
gilt im Allgemeinen:
max [f;;] < 2" - max |ag).

1,] 2,7
Diese Abschitzung ist meist zu pessimistisch kann aber auftreten. Bei zufdllig gewdhlten Matrizen A wird

max |7 &~ n - max |a;|

0, 1,

beobachtet.
Satz 7. (Riickwirtsanalyse der Gauf-Elimination ohne Pivotwahl)

Seien A € R™™" eine Matriz und b € R" ein Vektor von Gleitpunktzahlen. Des Weiteren besiize A eine
LR-Zerlegung und es seien L, R wie in Satz 6. Das in Gleitpunkt-Arithmetik erhaltene Ergebnis & von
Lé=b, Rx = ¢ erfillt

Az =1b
fiir eine Matriz A mit

|A — A < 3(n+1)eps|L||R| + O(eps?).
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Beweis: Ohne Rundungsfehler wire

A = LR
Le = b = Ax = b.
Rx = ¢

Statt der exakten L R-Zerlegung haben wir L und R. Nach Satz 5 erhalten wir in der Gleitpunkt-Arithmetik
% als Losung von

mit

Wir setzen A := Eé und erhalten somit

A =b
und
|A— A= |A—LR+LR— LR+ LR LR|
< |A—LR|+|L - L||R|+ |I| |[R-R)
<(n+3)|L|| Rleps+O(eps?) =|L|+0O(eps)

< 3(n+ eps|L||R| + O(eps?).

Satz 8. (Riickwirtsanalyse der Gauf-Elimination mit Spaltenpivotwahl)

Seien A € R" ™ eine Matriz und b € R™ ein Vektor von Gleitpunktzahlen. Des Weiteren sei die Gaufs-
Elimination mit Spaltenpivotwahl durchfihrbar, d.h. PA = LR fiir eine Permutationsmatriz P und L, R
der LR-Zerlegung. Die Gauf$-Elimination mit Spaltenpivotwahl fir das Gleichungssystem Ax = b in der
Gleitpunkt-Arithmetik berechnet ein &, so dass

Az =b
fiir eine Matriz A mit
”A B AHOO 2 Umax 2
——— <3(n+1)n eps + O(eps”), (1.18)
1Al o max; ; |ai;|

wobei ey der grifte Betrag eines Elements ist, welches im Laufe des Verfahrens in den Matrizen A™)
bis A=V quftritt.

Bewets: Das Verfahren liefert in der Gleitpunkt-Arithmetik P,L,R und #. Dann besitzt PA eine LR-
Zerlegung und L und R sind die in der Gleitpunkt-Arithmetik berechneten Dreiecksmatrizen. Nach Satz
7 existiert eine Matrix PA mit

PA: = Pb
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und
|PA —PA| < 3(n+ 1)eps|L||R| + O(eps?).
Wir definieren A := PTPA und finden mit der Identitit PTP = I die Abschiitzung

|A = Allos = |PTPA - PTPA|| s
<[P | PA — PA||oo
=1
< 3(n+ 1)eps|| L] oo|| Bl oo + O(eps?).

Die Spaltenpivotwahl sorgt dafiir, dass alle Komopnenten von L vom Betrag kleiner oder gleich 1 sind,
d.h.

L]l < n.
Die Norm von R kénnen wir abschiitzen durch
[Rloo <7 max [7]
<N Omag-
Insgesamt folgt also
A = Allso < 3(n+ 1)n*mazeps + O(eps?). (1.19)

Die Behauptung folgt nun leicht aus (1.19) und aus max; ; |a;;| < || A||oo-

Bemerkung 7.
(i) Tatsichlich gilt (1.18) auch mit 3(n + 1)n? ersetzt durch 2n® (siehe Deuflhard).

(i) Die Stabilitit der Gaufs-Elimination mit Spaltenpivotwahl im Sinne der Rickwdirtsanalyse wird somit
durch die Grifie des Faktors

pu(d) =
max;; [a;;|
bestimmt. Allgemein gilt
pn(A) <2771

wobei die Schranken (in pathologischen Fillen) tatsichlich angenommen wird. Die GaufS-Elimination
mit Spaltenpivotwahl ist also iber die ganze Menge der invertierbaren Matrizen micht stabil. Doch
fiir Matrizen mit bestimmten Strukturen ist p,(A) wesentlich kleiner und das Verfahren stabil. Fir
symmetrische positiv definite Matrizen gilt zum Beispiel p,(A) = 1.

Denn nach Satz 7 gilt im Fall einer symmetrisch positiv definiten Matriz

|A — A| < 3(n+ 1)eps|L||LT| + O(eps?) (1.20)
mat

|A— LLT| < (n+ 3)eps|L||LT| + O(eps®) = O(eps),
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also LLT = A + O(eps). Die Matriz |L| kann jedoch im Verhiltnis zu a := max,j |a;;| nicht grof
werden. Denn

aii + Oleps) = > 13, > I
k=1
fir alle 7 und daher

5] < Va+ O(eps).

Mit der Abschitzung ||L||oo < nv/a + O(eps), welche so offenbar auch fiir die Transponierte von L
gilt, folgt mit Ungleichung (1.20) die Abschitzung

A— A
||||A|||| < 3(n + 1)n’eps + O(eps?),
d.h. der Nachweis fir p,(A) = 1.
Fiir tridiagonale Matrizen
x ok
A=| "
*
x
gilt pn,(A) < 2 und fiir obere Hessenberg-Matrizen
* *
A=| "
x

gilt p,(A) <n (vgl. U).

1.5 Cholesky-Verfahren fiir symmetrische, positiv definite Ma-
trizen

Definition 6. FEine quadratische Matriz A € R™*"™ heifit
(i) symmetrisch, falls gilt:

A:AT (aij:a]—i Vl,j:].,,n)
(i1) positiv definit, falls fiir alle Vektoren x € R™"\{0} gilt:

zT Az > 0. (1.21)

Lemma 1. Sei A € R™*"™ symmetrisch und positiv definit. Dann ist A invertierbar und die Elemente auf
der Hauptdiagonalen von A sind positiv, d.h. a;; >0 firi=1,...,n. Des Weiteren gilt

max |ai;] =,

ax Ajq, (122)
ij=1,...,n et



KAPITEL 1. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME 27

d.h. der Wert des betragsmdfig grofiten Elements der Matrixz A ist ein Element der Hauptdiagonalen.

Beweis: Wire A nicht invertierbar, so gibe es ein  # 0 im Kern von A, d.h. Az = 0. Insbesondere wire
dann auch

zT Az =0,
was im Widerspruch zu (1.21) stiinde.
Die Diagonalelemente sind positiv, da nach (1.21) gilt:
a;; = eiTAei >0
firi=1,...,n.

Gleichung (1.22) folgt aus
1 L
|aij\ S 1/a“ajj S 5((1“ + ajj) fur 1,] = 1, ey Ny

was wiederum aus der positiven Definitheit der Matrizen ( Qi i folgt. Zusétzlich haben wir inves-

aji  @jj
tiert, dass die Determinante (Produkt der Eigenwerte) einer positiv definiten Matrix positiv ist. Fiir die
Eigenwerte einer positiven definiten Matrix gilt ndmlich (mit Eigenvektor x # 0):

Az = r = 2T Az = N 2"«
S S~
>0 >0
= A positiv.

O

Satz 9. Sei A € R™™"™ symmetrisch und positiv definit. Dann kann die Gauf$-Elimination ohne Zeilen-
vertauschung durchgefihrt werden und die dadurch erhaltene Restmatriz ist wiederum symmetrisch und
positiv definit. Fiir die Zerlegqung A = LR gilt R = DL, wobei D eine positiv definite Diagonalmatriz ist.

Beweis: Wir schreiben

und wihlen aq; > 0 (siche Lemma 1) als Pivotelement. Fiir

T
_ o (y _ f a1 2
== ()
gilt:
. . 1 5 ; 1
a) CW ist symmetrisch: cgj) = Q4141 — aati’1a1,j+1 = Qjq1,i41 — a’ai’lal’iﬂ = cg-i).
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b)  CW ist positiv definit: Sei y € R""*\{0}. Wir werden z; so definieren, dass

T
yTeWy = ( 1 ) A( g;l ) > 0, (1.23)

Y

gilt, wobei die Ungleichung aus der positiven Definitheit der Matrix A folgt. Aber wie ist z; zu
definieren? Fiir beliebiges x1 gilt

T
< ”Zl > A( g;l > = an:c% +2xlzTy+yTCy.

Fiir die Matrix CV) finden wir gemé8 der GauB-Elimination

1
C(l) =C— —=z- ZT (Z . ZT = (aﬂaﬂ)i’j:gw,n).
a1

Wir konnen somit die Gleichheit in (1.23) garantieren, wenn

1
—a—n(yTz)2 =apzt + 22,27y
gilt. Dies ist erfiillt fiir 1 = —if
c) Weiter gilt:
aill ‘ 0 O
LALT =
1ALq : oW
0

Rekursiv folgt:
Lyp1-...-LiALY - LT | =D,
wobei D eine positiv definite Diagonalmatrix ist. Mit L := (L, _1-...- L1)~! gilt
A=LDL"
(beachte allgemein (MT)~! = (M~—HT).

O

Bemerkung 8. FEine Spalten- oder Zeilenpivotwahl sollte nicht durchgefiihrt werden, da sie die Struktur
von A zerstort.

Da D = diag(d;) positiv definit ist, existiert D3 = diag(v/d;) und daher die Cholesky-Zerlegung
A=LLT

mit unterer Dreiecksmatrix L = LD3.
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Algorithmus zur Berechnung von L = (lij)ij=1,...n:

li1 iy -l ailp -+ QAin

lnl o lnn lnn ap1 Apn

i=1:an=1 = = an

i >1: a1 =yl = 1= ?1’11

allgemein:

i=k: akk:li1+li2+~~'+lik = lkk:\/akk*lzlf-u*li,k_l

- ikl — o — i1k
P>k oai = laln + Lol + o Ly = Ly = S

Algorithmus:
fork=1,...,ndo
lkk: = \/akk — lil — ... li,kfl
fori=k+1,...,ndo
Liw = @ik — Ll — - — L=l k—1)/ Lk
end do
end do

Rechenaufwand der Cholesky-Zerlegung:
n Wurzeln (vernachlissigbar). Multiplikationen oder Divisionen (ebenso viele Additionen):

n

dk—1+n—k+n—k)(k-1)) = Sik+§imn—@
k=0 k=1

k=1

=(n—k)k ——

_n(n-—1)
- 2

3

1
1
~ n3/ x(1—z)dx = 6”3 (Hilfte der allg. GauB-Elimination)
0

Gesamt-Algorithmus: B
(i) Bestimme mit dem Cholesky-Verfahren L

mit A=1L- L7 (Cholesky-Zerlegung)
(ii) Lose Lc=b (Vorwiértssubstitution)
(iii) Lose LTz = ¢ (Riickwirtssubstitution)

1.6 (@ R-Zerlegung
Zu einer gegebenen Matrix A € R™*™ mit m > n konstruieren wir eine Zerlegung

A=QR

29
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mit orthogonaler Matrix @ € R™*™ (d.h. QQT = I) und

R= < Ig ) € R™ ™ R e R™ ™ obere Dreicksmatrix.

Eine solche Zerlegung kann z.B. mittels Householder-Transformationen konstruiert werden.
Im Fall m = n nutzen wir die Zerlegung zum Ldsen des linearen Gleichungssystems Ax = b.

Algorithmus:

(i) Bestimme Matrizen @ und R mittels Householder-Transformationen
mit A= QR (QR-Zerlegung)

(ii) Lose Qc=1b Q™' =QT, also c = QTb)

(iii) Lose Rx = ¢ (Riuckwiértssubstitution)

Dieses Vorgehen liefert einen besonders stabilen Algorithmus, benétigt aber ungefahr doppelt so viele
Operationen wie die Gauf3-Elimination.

Im Fall linearer Ausgleichsprobleme (m > n)
|Az — b||]2 = min
finden wir mit der Zerlegung und der Orthogonalitét

| Az = bll2 = Q" (Az — D)2
= |Rz — QTb||; = min,

was sich aufgrund der Eigenschaften von R und @ leicht losen ldsst (vgl. Abschnitt 1.7).

1.7 Lineare Ausgleichsprobleme
Betrachte das iiberbestimmte Gleichungssystem
Az =b
mit b € R™ und A € R™*" m > n. Ein solches Gleichungssystem besitzt im Allgemeinen keine Losung.

Beispiel 10. Betrachte:

Die oberen beiden Gleichungen legen x1 und zo fest:

T =20 = 1.
Jedoch ist 3 # 2.
Man sucht alternativ nach einem x € R™ mit

|Az — bl|s = min.
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Satz 10. (Gaufl) Seien A € R™*" b€ R™ mit m > n. Der Vektor x € R™ ist genau dann eine Lisung
des linearen Ausgleichsproblems || Ax — blla = min, falls er die so genannte Normalengleichung

AT Az = ATb

erfillt. Insbesondere ist das lineare Ausgleichsproblem genau dann eindeutig losbar, wenn der Rang A
mazimal ist, d.h. Rang(A) = n gilt.

Bemerkung 9. Ist der Rang von A maximal, so ist AT A eine symmetrische positiv definite Matriz.

Bewetis: Wir zeigen zunéchst
||Az — bl|2 minimal <= Az — b orthogonal auf V := {Az|z € R"} C R™.
Mit der Definition der euklidischen Norm folgt fiir beliebiges y:
[A(z +y) = 0] = (A(z +y) — )T (A(z +y) —b)
= (Az — b+ Ay)T (Az — b + Ay)
= (Az —b)" (Az — b) +2(Ay)" (Az — ) + (Ay)" (Ay)
= [[Az = b]|3 + 2(Ay)" (Az — 1) + || Ay]3-
Also auch
1Az + ay) = b]13 = [[Az = bl|3 + 2(Ay)" (Az — b) - a + | Ay]3 - o*.
fiir jedes y € R™ und o € R. Wir finden daher die Aquivalenz
| Az — b||2 minimal <= 2(Ay)" (Az —b) =0 Vy € R™
Beachte: 2(Ay)T(Az — b) - a + ||Ay||3 - o2 ist eine quadratische Funktion in « und (Ay)T(Ax — b) ist
dominant fiir 0 < |a| << 1.
Weiter gilt offenbar
0= (Ay)T(Az —b) = yT (AT Az — ATH) Vy e R"
«— AT Az = AT0.

O

Das Gleichungssystem A7 Az = ATb kann fiir Matrizen A mit maximalem Rang mit dem Cholesky-
Verfahren gelost werden. Man beachte dabei

Lemma 2. Fiir eine Matriz A € R™*™ mit mazximalem Rang n < m gilt

condy (AT A) = (condy(A))2.

Beweis: Nach Gleichung (1.14) gilt fiir die Kondition rechteckiger Matrizen

el 1 Az|[2
(conda(A))? = —olall=t | Az||3

minHIHz:l HAIHE

max||z|j.=1 .’L‘TATAJ)

min g, 7 AT Az
_ grofiter EW von AT A
"~ kleinster EW von ATA’
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Weiter gilt

max||;|,=1 | AT Az ||

min, |, AT Az|2

~ \/groBter EW von (AT A)?
B /kleinster EW von (AT A)2
~ /(gréBter EW von AT A)2
B V/(kleinster EW von AT A)2

condy (AT A) =

Da AT A positiv definit ist, sind alle EWe von AT A echt positiv also
condy (AT A) = (condy(A))?.

Satz 11. (dber die Kondition linearer Ausgleichsprobleme)

Sei A eine rechteckige m x n-Matriz mit mazimalem Rang n < m, b € R™ und x # 0 die eindeutige
Losung des linearen Ausgleichsproblems

||Az — bl|]2 = min.
Bezeichne ¥ den Winkel zwischen b und dem Raum V', d.h.

[ Az — b2

sin(d) = o

(i) Ist T Lésung des gestirten Ausgleichsproblems

| Az — b||2 = min,

so gilt:

|z — #[l2 _ conda(A) [|b— bl
lzlla = cos(@)  [lbl2

(i) Ist T Lésung des gestirten Ausgleichsproblems
||A$ - b||2 = min,
so gilt:

[ — [l

]2

A—A
< (condy(A) + (condy(A))? tan(ﬁ))””AHHQ.
2
Bemerkung 10. Ist das Residuum r = Ax—b im Verhdltnis zu b klein, so wird die Kondition des linearen

Ausgleichsproblems durch conda(A) beschrieben, wihrend die Kondition der Normalengleichung in etwa
durch

condy (AT A) = (condy(A))?

beschrieben wird. In diesem Fall sollte man zur Lésung des linearen Ausgleichsproblems ein direkt auf A
basierendes Verfahren verwenden. Dafiir spricht ebenfalls die Anzahl von Operationen, die nitig sind um

AT A zu berechnen. Diese Anzahl ist ungefihr %an wihrend fiir die Cholesky-Zerlequng von AT A nur
ca. %n?’ Operationen nitig sind.
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Satz 12. Seien A € R™*™ mit m > n eine Matriz mit vollem Rang, b € R™ und Q und R die Matrizen
einer QR-Zerlegung von A, d.h.

R
eaeee()

mit invertierbarer Matriz R € R™<™.

Dann ist v = R™'c die Losung des linearen Ausgleichsproblems ||Az — b||a = min, wobei ¢ definiert ist

durch QTb = ( cci >

Beweis: Da @ orthogonal ist, folgt:
Az = b]13 = |Q" (Az — b) |13
~lre- (5 )18
= [|Rz —c|3 + I3 > [ld]3-
Fiir 2 := R~ 'c ist die Minimalitit von || Az — b||2 und somit auch von ||Az — b||; gewshrleistet.

O

Bemerkung 11. Die Norm des Residuums r = Ax — b ist entsprechend den Abschdtzungen des Beweises
genau ||d||2, d.h.

7112 = llll2-
Algorithmus:
(i) Bestimme Matrizen () und R mittels Householder-Transformationen
mit A =QR (QR-Zerlegung)

(i) Berechne QTb = < ccl )

(iii) Lose Rz = ¢ (Riickwirtssubstitution)



Kapitel 2
Nichtlineare (zleichungssysteme

Problem: Fiir vorgegebene Abbildung f: D C R™ — R” finde € R™ mit
f(@) =0 (2.1)

oder ausfiihrlicher

fl(:vl,...,xn) = O7

fn(xlwn,xn) =0.

Einerseits fiihrt die mathematische Modellierung auf Gleichungssysteme der Form (2.1), andererseits treten
bei vielen Anwendungen solche Systeme als Teilprobleme auf. Wihrend es im linearen Fall eine vollstandige
Losungstheorie gibt, lisst sich Gleichung (2.1) fiir nichtlineares f im Allgemeinen nicht ansehen, ob sie
eine Losung besitzt.
Beispiel 11. keine Lésung: flx)=¢€"

mehrere Losungen: flx)=2%—a

unendlich viele Losungen:  f(z) = zsin 1

Losungen lassen sich zudem nur in einigen speziellen Situationen explizit angeben und selbst die analytische
Losung kann unter Umsténden erst nach dem Losen eines Problems der Form (2.1) numerisch ausgewertet
werden.

Beispiel 12. Tatsdchlich wird die Quadratwurzel einer positiven reellen Zahl a als Nullstelle der Nichitli-
nearen Gleichung

o —a=0

interpretiert und durch ein Iterationsverfahren ndiherungsweise bestimmt. Auch das Losen einer allgemei-
nen quadratischen Gleichung

2 +pr+q=0

mit analytischer Lisung

1
$1,2=—§i5vpz—4q

lasst sich numerisch nur bei Kenninis der entsprechenden Quadratwurzel durchfihren.

Im linearen Fall war es moglich die Losung “exakt” (bis auf Rundungsfehler) z.B. mit dem GauB-
schen Eliminationsverfahren zu berechnen. Fiir nichtlineares f werden wir uns im Allgemeinen mit einer
Néherungslosung zufrieden geben miissen, welche zusétzlich zu den Rundungsfehlern mit Verfahrensfehlern
(genauer Abbruchfehlern) behaftet ist.
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2.1 Fixpunktiterationen
Problem: Fiir vorgegebene Abbildung F': D C R” — R” finde € R™ mit
Fz)== (2.2)

Definition 7. Ein Element x* € D heifit Fizpunkt von F, falls (2.2) gilt. Im eindimensionalen Fall sind
Fizpunkte genau die Stellen, wo der Graph die Winkelhalbierende (des I und III Quadranten) schneidet.

Zusammenhang zu Nullstellengleichungen der Form (2.1): Problem (2.2) ist offenbar dquivalent zu
—Af(z) =0,

falls die Matrix A € R™*"™ invertierbar ist. Insbesondere ist somit die Nullstellengleichung

dquivalent zu der Fixpunktgleichung

mit F(z) := 2 — Af(z). Diese Uberlegungen bleiben auch fiir von x abhiingiges A richtig, sofern A(zx) €
R™*™ invertierbar ist.

Idee der Fixpunktiteration: Geschicktes Umformen der Nullstellengleichung (2.1) in eine Fixpunktglei-
chung der Form (2.2) und Berechnung der Folge {x;};cn ausgehend von einem Startwert zo geméf der
Vorschrift

Tpi1 = F(ak),
wobei die so definierte Folge gegen einen Fixpunkt 2* konvergiert, der auch Problem (2.1) 15st.

Beispiel 13. Die Nullstellengleichung x> — 3 = 0 besitzt genau dieselben Lisungen wie die Fizpunktglei-
chungen

2?2 -3
x=F(z) = z— 5
2
-3
x=Fy(x) = x—m4
Berechnung der Iterierten in double precision liefert:
B Fy
i) = 2 ZTo = 2
ry = L75 zy = L7
o = 1.7321 ro = 1.734
rg = 1.73205081 r3 = 1.7324
xqy = 1.732050807568877 | z4 = 1.732092
rs = 1.732050807568877 | z5 = 1.732056

Beispiel 14. Die Nullstellengleichung 2z —tanx = 0, x €] — 7, Z[, besitzt genau dieselben Lisungen wie
die Fixpunktgleichungen

1t
—tanz
2

x = Fy(x) = arctan(2z).

8
[
=
E
I
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1.5 2
X
15 arctan(2x)
r \ 1 0.5 tan x
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Abbildung 2.1: Links ist der Graph der Funktion 2 — tan « dargestellt, rechts die Graphen von Fj.

Berechnung der Iterierten in double precision liefert:

Fl Fl F2

o = 1 o = 1.2 i) = 1.2

r1 = 0.78 1 = 1.286 rp = 1176

r2 = 049 xe = 1708>m/2 | zy = 1.1688

3 = 0.27 z3 = 1.1666

gy = 014 x4 = 11659

z5 = 0.069 5 = 1.16566

e = 0.035 s = 1.165591

7 = 0.017 7 = 1.165571
ro7 = 0.000000166 To7 = 1.165561185207212
ro8 = 0.0000000083 Tog = 1.165561185207212

Der Banachsche Fixpunktsatz ist einer der zentralen Sétze der angewandten Mathematik. Er liefert nicht
nur die Existenz und die Eindeutigkeit eines Fixpunktes, sondern auch ein konstruktives Vorgehen und
niitzliche Abschéitzungen. Um den Satz formulieren zu kénnen, bendtigen wir den Begriff der Kontraktion.

Definition 8. Fine Abbildung F : D — D C R ist eine Kontraktion auf D, falls ein 0 < 0 < 1 existiert
mit

[1F(z) = Fy)l| < 0llz —yll

fiir alle x,y € D. Insbesondere ist also der Abstand der Bildpunkte von x und y kleiner als der Abstand
von x und y selbst.

Satz 13. (Banachscher Fizpunktsatz)

Es sei F : D — D eine Kontraktion auf D, D abgeschlossene Teilmenge des R™, mit Kontraktionszahl
0<0<1.

Dann gilt:

(i) Es existiert genau ein Fizpunkt x* von F'.
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(i) Die durch die Vorschrift
T = F(zy)

definierte Folge konvergiert gegen x* fiir jeden Startwert xog € D.
(iii) Es gelten die Abschitzungen

|l — xk|| < 0l|lz* — zk-1]| (monotone Abnahme)
ok
la™ — || < 19 lzo — 21]| (a priori-Abschétzung)
|l — x| < T 0 |lxk—1 — x| (a posteriori-Abschétzung).

2.2 Das Newton-Verfahren

Satz 14. (lokal quadratische Konvergenz des Newton- Verfarens)

Sei D C R™ offen und f : D — R™ zweimal stetig differenzierbar. Es existiere ein x* € D mit f(x*) = 0.
Des Weiteren sei die Jacobi-Matriz f'(x*) ausgewertet an der Nullstelle invertierbar.

Dann gibt es eine Kugel

K:=K,)(z*) = {z e R"[||lz —2"||oc < p} C D,
so dass x* die einzige Nullstelle von f in K ist. Zudem liegen die Folgeglieder
Tppr = — f(z) " f(2k)
fiir jeden Startwert xog € K ebenfalls in K, und es gilt

lim z, = 2*.
k—oo

Weiter existiert eine Konstante C' > 0 mit
l&* — zppa | = Clla* — a? (2.3)
fur k e N.

Bemerkung 12.
(i) Formelzeile (2.3) besagt, dass die quadratische Konvergenz vorliegt.

(i) Ein Problem des Newton Verfahrens ist sein mdoglicherweise kleiner Einzugsbereich, d.h. p im Satz 1)
ist klein (und natirlich auch unbekannt). Startet man das Newton- Verfahren zu weit von der Nullstelle
entfernt, so divergiert es oft.

Anschauung fiir n = 1: siehe Abbildung 2.2

Praktische Durchfiihrung:

Wihle Startwert xq

while (||Azg)|| > TOL do
Lose f'(xg)Ax, = —f(xg) (lineares Gleichungssystem, berechne LR-Zerlegung)
Berechne zp 1 = xp + Axy

end do.
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@) Tangenten

o — 1 flz1) angente
T2 =T ) Tangente

t x zo\_ Startwert T
o 1 o Startwert z

Abbildung 2.2: Links konvergiert das Newton-Verfahren, rechts lésst sich keine Konvergenz beobachten

Bemerkung 13. Fir das Abbruchkriterum sind andere Varianten mdglich. Man sollte jedoch micht
|f(zr)|| < TOL zum Abbruchkriterium machen. Denn die Ersetzung von f(z) = 0 durch Af(z) = 0
mit invertierbarer Matriz A dndert die exakte Losung und die Iterierten xj des Newton-Verfahrens nicht
und sollte daher auch das Abbruchkriterium nicht dndern.

Vereinfachtes Newton-Verfahren: Beim gewohnlichen Newton-Verfahren muss pro Iteration die Ab-
leitung von f einmal ausgewertet werden. Zudem wird pro Iteration beim Losen des linearen Gleichungs-
systems eine LR-Zerlegung dieser Ableitung bestimmt. Dieses Vorgehen ist im Allgemeinen sehr teuer.
Beim vereinfachten Newton-Verfahren ersetzen wir die Ableitung durch eine konstante Matrix

A= f'(x0).

Es ist somit insgesamt hochstens eine Auswertung und eine Berechnung der LR-Zerlegung nétig. Wir
verlieren jedoch die quadratische Konvergenz. Die Konvergenz des vereinfachten Newton-Verfahrens ist
linear. Das Verfahren kann als Fixpunktiteration der Abbildung

Flo) =2 — A7 ()
aufgefasst werden.
Praktische Durchfiihrung:

Wihle Startwert xo und berechne LR-Zerlegung von A = f’(xq)
while (||Azg)|| > TOL do

Lose AAzy, = —f(xk)

Berechne x4 = xp + Axy
end do.

Bemerkung 14. Tatsdchlich werden auch lineare Gleichungssysteme durch Iterationsverfahren niherungsweise
geldst.



Kapitel 3

Interpolation und Approximation

Problem:
a) Suche fiir Stiitzpunkte (zo, fo),-- -, (zn, fn) ein Polynom p(z) vom Grad < n mit

p(xi) = fi.

b) Suche fiir eine gegebene Funktion f : [a,b] — R eine mdoglichst einfach auszuwertende Funktion
p : la,b] — R (Polynome, stiickweise Polynome, trigonometrische Funktionen,...), so dass f —p
“klein” ist, z.B.

b
) [ (@) = pla) P = min
(i) o |£(z) - ple)] = min

(iil) zusétzlich zu (i) oder (ii): fiir endlich viele Punkte f(z) = p(x) (Interpolation).

Satz 15. (Weierstrafischer Approximationssatz) Gegeben sei eine stetige Funktion f : [a,b] — R. Dann
existiert fiir jedes (noch so kleine) € > 0 eine natiirliche Zahl n und ein Polynom vom Grad n mit

mas () — p(a)] < c.
z€[a,b]

3.1 Polynominterpolation

Situation wie in a): Gegeben sind n + 1 Stiitzwerte f; := f(x;) einer Funktion f an den Stiitzstellen
To <X <...<Tp.

Suche: Polynom p(z) vom Grad < n mit
p(x;) = fi firi=0,...,n.
Wir sagen: Das Polynom p interpoliert f an den Stiitzstellen xg, ..., x,.

Die Polynominterpolation ist wichtig in der Theorie der numerischen Integration und bei der Realisierung
von Extrapolationsverfahren (siche Kapitel 4).

39
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Fragen: Existiert ein solches Polynom? Gibt es mehrere Polynome die f an den Stiitzstellen xg, ..., z,
interpolieren?

Zur Eindeutigkeit: Wir wissen: Eine Gerade ist durch Vorgabe von zwei verschiedene Punkte eindeutig
bestimmt. Eine Parabel ist durch Vorgabe dreier Punkte (an paarweise verschiedenen Stellen) eindeutig
bestimmt.

Allgemein: Ein Polynom vom Grad < n ist durch Vorgabe von n+ 1 Punkten (an paarweise verschiedenen
Stellen) eindeutig bestimmt. Denn: Seien p(z) und ¢(x) zwei Polynome vom Grad < n mit

p(xi) — q(z;) =0

fiir paarweise verschiedene z, ..., x,, so besitzt das Differenzpolynom p(z) — ¢(z) einen Grad < n und
n 4 1 verschiedene Nullstellen. Daher folgt nach dem Fundamentalsatz der Algebra p(x) — ¢(z) = 0.

Zur Existenz: Wir wihlen die so genannten Lagrange-Polynome L; zu den Stiitzstellen x, . .., x,, welche
den Grad n besitzen und folgende Eigenschaft haben:

0, falls i#j
Li(x;) = { -

1, falls i=] (3.1)
Im Grunde 1sen wir also zunéichst n+ 1 einfache Interpolationsprobleme der Form (3.1). Wir setzen dann

Offenbar gilt:

“Produktder Nullstellen'

n

II @—=

Jj=0,j7#i

II @i-x)
=0,
“Normierungsfaktor’’

Satz 16. (Lagrangsche Interpolationsformel) Zu n + 1 Stitzpunkten (x4, f;), i = 0,...,n mit paarwei-
sen verschiedenen Stiitzstellen x; existiert genau ein Interpolationspolynom p(x) vom Grad < n, welches
gegeben ist durch

p(z) = Z fiLi(z), (3.2)

wobei L;(x) die Lagrange-Polynom der Stitzstellen x; sind:
n
Li(z) = T
g0 1T
Bemerkung 15. Interpretieren wir P, := {p Polynom|degp < n} als Vektorraum, so sind die Lagrange-
Polynome L; beziiglich des Skalarprodukts

<pg>=Y_ pli)q(z;)
=0

eine Orthonormalbasis und (3.2) eine entsprechende Linearkombination.
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3.1.1 Kondition des Problems
Frage: Wie wirken sich Stérungen der Eingabegréfien (hier die Stiitzwerte f;) auf die Losungen der In-
terpolation aus?

Gegeben: Stiitzpunkte (x;, f;) und gestorte Stiitzpunkte (2, f;).

Wissen:

0 =3 ()
=0

p 33) = ZﬁLl(x)
=0

Somit folgt:

lp(x <D i = fillLi(=))|

=0
< max fl'Z‘L (3.3)

Definition 9. Wir nennen
= ma Li(
we[a}z Z |

die Lebesgue-Konstante beziiglich der Stiitzstellen xg, ..., x, auf dem Intervall [a,b)].
Es gilt also:

Satz 17. Seien p(z) und p(x) die Interpolationspolynome zu den Stitzpunkten (x;, f;) bzw. (2, f3), @ =
0,...,n. Dann gilt:

mas [p(z) — (@) < A, max |fi - fil.
z€(a,b] =0,...,

wobei A, die kleinste Zahl mit dieser Figenschaft ist.

Bemerkung 16. Die Lebesgue-Konstante ist invariant unter affinen Transformationen und daher nur
von der relativen Lage der Stiitzstellen x; zueinander abhdngig.

Beispiel 15. Auf dem Intervall [-1,1] wahlen wir

a) dquidistante Stitzstellen x; = —1 + %

b)  Tschebyscheff-Stiitzstellen x; = cos(%ﬁié )

nla) A, | D) A,
5 | =~ 3.10 ~ 2.1
10 | =299 |=~25
15 | ~ 512 ~ 2.7
20 | = 10987 | = 2.9

Vorsicht bei Interpolationspolynomen hohen Grades!

Den folgenden beiden Abschnitten liegt die Idee zugrunde, das volle Interpolationsproblem mit n + 1
Stiitzpunkten schrittweise aus den Losungen fiir weniger Stiitzpunkte aufzubauen.
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3.1.2 Der Algorithmus von Neville-Aitken

Sind wir tatsichlich nur an einem Wert p(z*) des Interpolationspolynoms interessiert, so brauchen wir
p(x) nicht explizit kennen, sondern berechnen p(z*) rekursiv. Grundlage fiir diese rekursive Berechnung
bildet das folgende Resultat.

Lemma 3. (Aitken) Fiir das Interpolationspolynom p = p(f|xo,...,x,) von f in den Stitzstellen xg, . .., zy,
gilt die Rekursionsformel

plo) = (20N ) = o = oSl

; (34)

wobei p(flxy,...,xn) und p(flxo,...,Tn_1) die Interpolationspolynome von f in den Stiitzstellen x1, ..., x,
bzw. xg,...,Tn_1 Sind.

Beweis: Setze g(x) :=r.S. von (3.4). Dann gilt offenbar ¢(z;) = f; fiir ¢ = 0,...,n und deg(q) < n, also
p=gq.
|

Die Interpolationspolynome fiir nur einen Stiitzpunkt sind die konstanten Polynome
p(flz;) = fi firi=0,...,n.
Mit der vereinfachenden Notation
Tik = 0(flTizk, .., x:)(x"), i >k

fiir ein festes x* lasst sich der Funktionswert

p(”) = p(flzo, ..., xn)(2") = Thn
geméf der Vorschrift

TiO :fz fﬁri:(),...,n

¥ —
Tiw =Tik—1 + —

(Ti—1 — Ti—1 p—1) fiiri > k
T — Ti—k

berechnen. Diese Berechnung lisst sich durch das Schema von Neville darstellen:

zo | fo = Too
AN
1 | f = Ty — Tn
\ N
z3 | f2 = Ty — 1oy — Too
N N
Tno1 | fncr = Thoro — Thorp — o0 — Tho1pa
AN AN
Tn fn = TnO - Tnl O Tn,nfl - Tnn
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3.1.3 Newtonsche Interpolationsformel / Dividierte Differenzen

Das Verfahren von Neville ist unpraktisch, wenn man das Polynom selbst sucht oder das Polynom an
mehreren Stellen auswerten will. Fiir diese Félle eignet sich der Newton-Algorithmus. Wir schreiben:

p(flzo, ..., Tn) = ap + ai1(x — xo) + az(x — x0)(x — 1) + ...+ an(x —20) - ... - (T — Tp_1). (3.5)

Beobachtungen:
(i) Darstellungen eines Polynoms p(x) vom Grad < n:

a) px)=co+cir+...+cp_12" 1 + c,a" zur Basis der Monome {1,z,22,... 2"}.
b) p(x) =boLo(x)+b1Li(x) + ...+ byLy(x) zur Basis der Lagrange-Polynome {Lo(z), ..., L,(z)}.
¢) p(z)=ag+awi(z)+ ...+ apw,(x) zur Newton-Basis {wg(z),...,w,(x)} mit
i—1
wi(w) = [[(z — ).
3=0
Einfache Folgerung a,, = ¢, und

p(flzo, ..., xn) = p(flzo, ..., Tn-1) + anw,(x), (3.6)

da wy,(x;) =0 fiiri =0,...,n— 1.

(ii) Das Polynom p(z) in Darstellung (3.5) bzw. (i) ¢) ldsst sich (wie auch die Darstellung in (i) a)) durch
das so genannte Horner-Schema auswerten:

p(&) =ao+ (§ —x0) - (al + (f—x1)<a2 +...(¢ —xn,g)(an,l + (£—xn,1)an> )),

wobei die Koeffizienten a; nacheinander aus den Beziehungen

fo= p(wo) = Qg
fi=p(x1) = ao + (z1 — z0)ar (3.7)
fa=p(x2) = ap + (x2 — x0)as + (x2 — zo)(x2 — x1)as, usw.

bestimmt werden konnen.
Aufwand der Koeffizientenbestimmung durch (3.7):
a1: 2 Additionen, 1 Division
as: 4 Additionen, 2 Multiplikationen, 1 Division
az: 6 Additionen, 4 Multiplikationen, 1 Division

a;: 2i Additionen, 2(i — 1) Multiplikationen, 1 Division

Insgesamt:

n Divisionen

n(n — 1) Multiplikationen
n(n + 1) Additionen

Definition 10. Wir nennen den Koeffizienten a, in (3.6) die n-te dividierte Differenz von f zu den
Stiitzstellen xq, ..., x,, und wir schreiben

flzo, .-y xn] i= an.
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Wir nennen die Koeffizienten beziiglich der Newton-Basis (die a; in obiger Beobachtung (i) ¢)) die divi-
dierten Differenzen von f zu den Stitzstellen xg, ..., xy,.

Frage: Lassen sich die dividierten Differenzen billiger bestimmen als durch Darstellung (3.7)?
1. Definiere jeweils die O-te Differenz von f zu der Stiitzstelle ; durch

flai] == fi.
Wir finden mit Formel (3.4)

(i — 2)p(flzit1) — (Tit1 — z)p(flzi)
Ti — Tyl

p(flws, vig1) =
SN———
=flzi]+(z—zi) fzi,xit1]
~(mg =) flriga] — (w1 — ) f 2]

Tj — Ti41
und somit
f[xiaxi—&-l] _ (IZ - x)f[zx’t-‘rl_] x_ (‘T’i - x)f[xl] . _1 .
7 i+1 X Z;
_ flzi] = flzita]
B T — Tj41 ’

d.h. die 1-te dividierte Differenz zweier (benachbarter) Stellen lassen sich leicht aus den entsprechenden
Stiitzwerten durch “dividierte Differenzen” berechnen.

2. Wir gehen nun davon aus, dass die (n — 1)-ten dividierten Differenzen f|x1,...,2z,] und f[zo,...,zn_1]
bekannt sind. Wiederum mit Formel (3.4) und (3.6) finden wir

p(flxo, ..y 2n) = 0(flxo, . s Tn_1) + flTo, .-, Tn]wn(x)
(w0 —2)p(flre,...,20) = (0 — 2)p(fl20,. .., Zn_1)
o X0 — T, ’

Nach Koeffizientenvergleich des Faktors z™ erhalten wir

flzo,...,xn) = RCAEE 7xnx]0__fx[iow.7mnil]
~ flo, a1 = flon, . w)
- To — Tn, ’

Anordnung der dividierten Differenzen im so genannten Differenzenschema:

fo = flo]
N
bil = flr] — [lzo, w1]
N N
for = fle] = fleze] = flze, 2, 2o
N N
fn—l - f[xn—l} - f[xn—Qa xn—l] i e - f[xo, ‘e ;xn—l]
N N
fn = f[xn} - f[wnfl»mn] - - f[x17~~-,$n] - f[an”'axn]
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Die Hauptdiagonale liefert die Koeffizienten von p(f|xg,...,xyn).

Aufwand:
2-te Spalte: 2n Additionen, n Divisionen
3-te Spalte: 2(n — 1) Additionen, n — 1 Divisionen

Insgesamt:
. 1 L.
S i= % Divisionen

23" i =n(n+ 1) Additionen

K2

Billiger als Koeffizientenbestimmung durch (3.7).

Satz 18. (Newtonsche Interpolationsformel) Zu n + 1 Stitzpunkten (xz;, f;), i = 0,...,n mit paarwei-
se verschiedenen Stiitzstellen x; existiert genau ein Interpolationspolynom p(x) vom Grad < n, welches
gegeben ist durch

p(x) = flxo] + (x — x0) flzo, 1] + ... + (x —x0) - ... - (& — Tp—1) fT0, - - -, Tn),
wobei die dividierten Differenzen gegeben sind durch
flzi] = fi,

flai, oo ivk—1] = flTig1, - Tivk
Ti — Tit+k

f[l’i,...,l'prk] =
firl<k<n-—i.

3.1.4 Das Restglied der Polynominterpolation

Wir untersuchen nun die Approximationseigenschaft des Interpolationspolynoms p(z) von f in den Stiitzstellen
o, ..., Ty, d.h. den Fehler

f(x) = p(z).
Satz 19. Sei f : [a,b] — R mindestens (n+ 1)-mal stetig differenzierbar und p(x) das Interpolationspoly-
nom von f in den Stitzstellen xg,...,x, € [a,b] vom Grad < n. Dann existiert zu jedem x € [a,b] eine

Zwischenstelle & = £(x) € (a,b) mit

FO )

f(.’l?) _p(x) = wn+1(l’) W

Beweis: Wir setzen

F(z) = f(x) = p(z) = K - wppa (2)

und bestimmen fiir ein Z # x;, i = 0,...,n, die Konstante K so, dass F(Z) = 0 gilt. Dies ist moglich da
Wy41(Z) # 0.

Insgesamt besitzt F' somit n + 2 Nullstellen und nach dem Satz von Rolle die Ableitung F’ noch n + 1
Nullstellen usw. SchlieBlich besitzt F("*1) = f(»+1)(z) — K(n 4 1)! eine Nullstelle ¢ = £(Z). Daher gilt
0= /() — K(n+ 1)

und mit Auflosung nach K die Behauptung des Satzes.
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Mit Darstellung (3.6) und dem vorangegangenen Beweis gilt
FrD(e)

Fls T, Bl =
falls 2,1 <7 < ;.

Betrachten wir die Funktionsklasse

F={f €™ (a,B)] max |fHD ()] < M(n+ 1))

fiir eine Konstante M > 0, so hingt der Approximationsfehler offenbar entscheidend von der Wahl der
Stiitzstellen xq, ..., x, in Form von
Wnt1(2) = (@ —20) ... - (T — 2y)

ab. In der Tat ist die Approximationseigenschaft von Interpolationspolynomen im Allgemeinen nicht so
gut, wie der Weierstrafische Approximationssatz Satz 15 vermuten ldsst. Im néichsten Abschnitt werden
wir jedoch zeigen wie sich

max [wy1()]
z€(a,b]

bei entsprechender Wahl der Stiitzstellen minimieren lésst.

3.1.5 Tschebyscheff-Interpolation

Ziel: Approximation von f : [a,b] — R durch Interpolationspolynome mit moglichst “giinstigen” Stiitzstellen
(gute Kondition, optimale Approximation von f € F).

Ohne Einschrénkung sei [a,b] = [—1, 1]. Denn mit der affine Transformation

[-1,1] «— Ja,b]

T a—z&-b 4 b;ax =y
2 ,, _atb
b—ay b—a Y

lisst sich das Intervall [a,b] in das Intervall [—1, 1] iiberfiihren ohne die Interpolations- und Approximati-
onseigenschaften zu verdndern.
Wir definieren rekursiv die Tschebyscheff-Polynome
TO (l‘) =1
Ti(z) =2
Tot1(z) =22 - T, (x) — Thoo1 ().

Das Polynom T,, vom Grad n ist ebenfalls gegeben durch:
T, (z) = cos(n - arccos ).

Beweis durch Induktion: n = 0 und n = 1 klar. Sei die Behauptung fiir n gezeigt. Mit der Definition der
Teschbyscheff-Polynome gilt:
Tni1(x) =22 - Ty(x) — Tr1 ()
= 22 - cos(n - arccos ) — cos((n — 1) arccos x)
= 2 cos(arccos ) - cos(n - arccos x) — cos((n — 1) arccos x)
S S— ——

=z =i

=cos((n+1))+cos((n—1)¢)
= cos((n + 1)¢p).
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Beachte: Nach dem Additionstheorem des Cosinus gilt:

cos(ngp + ) + cos(ny — @) = 2 cos(ny) cos(p).

Folgerungen:
(i) Die Nullstellen von T, sind cos (2’;—;:177), k=0,...,n—1.

(i) Tn(cos Ty = (=1)* fiir k =0,...,n

(iii) [T}, (z)| < 1 fiir 2] < 1

(iv) Der Koeffizient von 2™ ist 277!

Beispiel 16.
Tr(z) = 22° — 1
Ts(z) = 2%2° — 3z
Ty(z) = 23z* — 822 +1

1 1 1
05 0s 0s
0 0 0
05 05 05
" - : . 1 b ~ : = 1 . - : ~ 1
N Mg T4
Abbildung 3.1: Tschebyscheff-Polynome T5, T35 und Ty.
Satz 20. Unter allen (zo,...,z,)T € R"! wird xerr[l_afl] |wn41(z)| minimal, wenn die x; genau die Null-

stellen des (n + 1)-ten Tschebyscheff-Polynoms T, +1 sind, d.h. wenn

2k +1 o
:vk—cos<2n+27r> firk=0,...,n

gilt. Der minimale Wert ist 27",
Zum Beweis des Satzes benutzen wir folgendes Resultat:

Lemma 4. Sei q(x) = 2" 12" + ... ein Polynom vom Grad < n ungleich des n-ten Tschebyscheff-
Polynoms T,,. Dann gilt:

>1= T, (z)].
zg}fum(%)l ré?_affl]‘ ()]
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Beweis: Wir nehmen an |¢(z)| < 1 fiir alle z € [—1,1] und fithren diese Annahme zu einem Widerspruch.

Es gilt nach Folgerung (ii)

T (1)
T, (cos %) =—1.

1

Wir betrachten die Differenz T),(x) — g(x) auf dem Intervall [cos -, 1]. Da nach Voraussetzung 7;, und ¢
den selben Koeffizienten vor =™ besitzen, namlich 27~ gilt

degT, —qg<n-—1.

Nach dem Zwischenwertsatz besitzt T}, (x) —¢q(z) mindestens eine Nullstelle in [cos 7, 1]. Beachte dazu: Ent-
weder besitzt T, (z) — q(z) bereits eine Nullstelle in einem Randpunkt oder es gilt T, (cos Z) —g(cos Z) < 0
und T,,(1) — ¢q(1) > 0.

Entsprechend folgt:

2

Tn(r) —q(x) hat (mindestens) eine Nullstelle in  [cos =7, cos 7]

T,(z) —q(z) hat (mindestens) eine Nullstelle in [cos 37, cos 27]

T,(z) — q(x) hat (mindestens) eine Nullstelle in  [—1, cos =17,

also besitzt T),(x) — ¢(x) insgesamt n Nullstellen in [—1, 1]. Beachte wiederum: Fallen zwei Nullstellen in
einem Randpunkt der einzelnen Intervalle zusammen, so handelt es sich um eine doppelte Nullstelle, da
T, und ¢ dort ein Extremum besitzen.

Da aber das Polynom T,, — g héchstens den Grad n — 1 besitzt, handelt es sich um das Nullpolynom:

T, =q.

Dies ist aber ein Widerspruch zur Annahme, die daher falsch sein muss.

O
Beweis:(zu Satz 20) Es gilt:
e w1 (@) = 5 max | 2" w1 () |-
=gngn+ly .
Die Behauptung des Satzes folgt nun aus dem vorangehenden Lemma (vgl. U)
O

Satz 21. Fiir die Lebesque-Konstanten zu den Tschebyscheff-Stitzstellen gilt:

A, <3 firn <20
A, <4 fir n <100

2
A, = —logn fiir n — oo.
™

Vergleiche mit den Lebesgue-Konstanten bei dquidistanten Stiitzstellen!
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Wir wissen, dass die Tschebyscheff-Polynome Ty, ..., T, eine Basis des Vektorraums P, bilden. Sie sind
beziiglich des Skalarprodukts

<pg>=Y_ pli)q(z;)
i=0
orthogonal, wobei x; die Nullstellen von 7}, sind. Tatséchlich gilt (ohne Beweis)

0, falls  k # j (Orthogonalitét)
in+1), falls k=j>0
(n+1), falls k=j=0

<Tk,Tj > =

fir k, 5 <n.

Mit der Orthogonalitdt der Tschebyscheff-Polynome folgt

. <p7Ti>
p=pflrom) =Y SEEZ g
i—0 iy L1

=:c; bzw.%) fiir i=0

und mit der Definition des Skalarproduktes oben

<p,Tp>= Zp(xi)Tk(xi)

=0

- Zf(%)Tk(l’i)

n .
2i+1
= 3 s | k .
igzof c05< 2n+2ﬂ')

Insgesamt erhalten wir damit den folgenden Satz.

Satz 22. (Tschebyscheffsche Interpolationsformel) Zu n+ 1 Stitzpunkten (x;, f;), 1 =0,...,n, wobei die
Stiitzstellen genau den Nullstellen des Tschebyscheff-Polynoms T, 11 entsprechen, lisst sich das eindeutige
Interpolationspolynom p(x) = p(f|zo,...,x,) vom Grad < n darstellen durch

(@) = %CO +eTi(z)+ ...+ enTa(2) (3.8)

mat

2 2i+1
= ; k
Ck n—&-l;fms( 2n+27r)

fir k> 0.
Zu den speziellen Stiitzstellen x; = 005(22:;112 7) steht und somit neben der Lagrangeschen und der New-
tonschen eine weitere Interpolationsformel zur Verfiigung.

Fragen: Wie effizient lassen sich die Koeffizienten ¢, berechnen? Lésst sich p(x) in der Form (3.8) leicht
auswerten?
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a) Die direkte Berechnung der ¢, erfordert (n+1)% Multiplikationen. Die schnelle Fourier-Transformation

(FFF) benotigt O(nlogn) Multiplikationen. Zum Vergleich: Berechnung der dividierten Differenzen

der Newtonschen Interpolationsformal benétigt w Divisionen. Fiir hinreichend grofie n ist es

daher zweckméflig die Koeffizienten mit FFT zu berechnen. Dabei ist es giinstig, wenn n + 1 = 2™
eine 2-er Potenz ist.

b) Das Polynom p(z) ldsst sich bei bekannten Koeffizienten leicht berechnen:

Satz 23. (Clenshaw-Algorithmus) Sei p(x) ein Polynom mit
p(x) =co+caThi(z) + ...+ enTh(x).
Sei weiter dpyo = dpy1 =0 und
dp =cp+2x - dgg1 —dpyo fit k=n,n—1,...,1.
Dann gilt:
p(x) = co + xdy — da.

Bemerkung 17. Der Aufwand zur Berechnung von p(x) ist somit n + 1 Multiplikationen und 2(n + 1)
Additionen.

Beweis: Zunichst gilt d,, = ¢,. Mit der Rekursionsformel
Ti(x) =22 Tip—1(x) — Tp—2(x)
folgt:

p(x) =co+car1Ti(x) + ...+ cnes3Tn_s3(x) + (cno — dpn)Th—2(x) + (cn_1 + 22d,)Tp—1 ()
—_———

=d, .
=co+ 1Ty (-73) + ...+ Cn—4Tn—4(x) + (Cn—3 - dn—l)Tn—3($) + (Cn—2 —dy + 21'dn—1)Tn—2(x)
=d, o

= ... (induktiv)
=co+ (Cl — dg) T (l‘) +do TQ(JT)

—— ——

=z =2x2—-1

=co+ l‘(Cl + 2xdy — dg) —do
=cp + xdy — ds.

O

Allgemein ist bei Verwendung von Rekursionen wichtig, wie sich Fehler (z.B. Rundungsfehler) fortpflan-
zen, also die Stabilitdt der Rekursion. Mit anderen Worten: “Kleine” Fehler am Beginn der Rechnung,
sollen keine “grofien” Auswirkungen auf die spitere Rechnung haben.

Beispiel 17. (einer instabilen Rekursion)
Gegeben sei die Rekursion x,41 = 102, —9 mit Startwert
a) x1 =1. Dann gilt x,, =1 fiir alle n.

b) i1 =1+e. Dann gilt &, =1+ 10" te fiir alle n.
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Satz 24. (iiber die Stabilitit des Clenshaw-Algorithmus) Sei p(x) wie in Satz 23 und dy durch folgende
Rekursion berechnet:

0= dn+2 = dn+1
dp = 122 - dipi1 — diya + €5,

firk=mn,n,... 1, wobei €, zum Beispiel Rundungsfehler im k-ten Schritt sind. Dann gilt:

| co + xdy — dy —p(2)] < Z €]
i=0

=:p(z)
fiir |z| < 1.
Beweis: Setze ey, := dj, — dj. Offenbar gilt
€n4+2 = Enyl = 0
er = €; + 22 - epy1 —epyo fitk=n,n—1,...,1.

Somit nach Satz 23
€ +x€1 — ey =€y + 61T1(£L’) + ...+ EnTn(.’ﬂ)
—_———
=p(z)—p(z)
Wegen |T)(x)| <1 fiir |z| <1 folgt

5(@) — p(@) < 3l

i=0
U

Bemerkung 18. Approximationen durch Summe von Tschebyscheff-Polynomen werden im Rechner zur
Berechnung von Funktionen wie log, exp, sin, cos, . .. verwendet.

Beispiel 18. Berechnung von log(x) fir 0 < Tmin < & < Tmaz, WODEL Typin, UNd Tpmae die kleinste bzw.
die grofite darstellbare Zahl im Rechner sind.
Gleitpunktdarstellung (mit d = 2):

r=q- 2Nt
mit a = 22:1 a;27" und a; € {0,1}, a1 = 1. Also exzistiert ein t € [0,1) mit
z=(1+1) -2V,
Mit dem Additionstheorem des Logarithmus erhalten wir
log 2z = log(1 4+ t) + N log 2.

Wir Approzimieren log(1l +t) auf [0,1] bzw. log (1 + %) auf dem Intervall [—1,1] durch Tschebyscheff-
Interpolation. Fir den Approximationsfehler gilt nach Satz 19
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Beachte:

also auch

Somit gilt fiir den Interpolationsfehler die Abschitzung

1+ 1 n!
1 1 - <

1
~ 2(n+1)4n

Zum Beispiel gilt fiir n =16

1+

| log (l—i— ) —p(z)| <1071,



Kapitel 4

Numerische Integration

Problem: Berechne fiir gegebene Funktion f : [a,b] — R das Riemann-Integral

b
1) = [ f@ya.

Oft ist nur eine numerische Naherung moglich.

Beispiel 19.
(i) Rechteckregel: Wir approximieren I(f) durch das Rechteck

I(f) = (b—a)f(a).
.. . . . . . . 1 . . . a+b .
(ii) Mittelpunktregel: Wir werten die Funktion im Unterschied zu (i) im Mittelpunkt “£° aus:

a+b
2

I(f) = (b—a)f(——)

(iii) Trapezregel: Bei der Rechteck- und der Mittelpunktregel haben wir die Funktion f durch eine konstante
Funktion approximiert. Bei der Trapezregel wihlen wir die lineare Funktion, welche durch die Punkte

(a, f(a)) und (b, f(b)) verldiuft:

fla) + 1(b)

1)~ b -a) =2

(iv) Simpsonregel: Wir legen eine Parabel durch die drei Punkte (a, f(a)), (%2, f(2£2)) und (b, f(b)) und
berechnen die Fliche unter der Parabel:
b—a
6

a+b
2

I(f) = (f(a) +4f(——) + f().

Bevor wir uns etwas konkreter mit numerischen Verfahren zur Berechnung einer N&herungslosung beschéftigen
betrachten wir Eigenschaften des bestimmten Integrals I(f) und die Kondition des Problems.

593
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Eigenschaften des bestimmten Integrals:
b

(i) Das Integral / f(z)dx existiert fiir stiickweise stetige Funktionen. Ohne Einschrinkung sei f im

Folgenden stetfg (siehe (ii)), d.h.
I: Cla,b] =R, fr—I(f)

auf dem Raum der stetigen Funktionen auf [a, b].

(ii) Fir jedes c € [a, b] gilt:
b c b
| t@e= [ @+ [ s

d.h. das Integral ist additiv beziiglich einer Zerlegung des Integrationsintervalls.

(iii) 7 ist linear, d.h. fiir alle stetigen Funktionen f, g und alle reellen Zahlen A, p € R gilt
IASf + pg) = M(f) + pl(g)-

v 1st monoton, d.h. falls f > g aut |a, b|, dann auc
iv) 11 d.h. falls f fla,b], d h

/a  fa)de > / " (@)

Aus der Monotonie folgt
b b
[ sadal < [ 1r@)ide, Yrecun (41)
Tatséchlich ist diese Aussage eine Charakterisierung, d.h. eine dquivalente Definition, der Monotonie.

Um Storungen der Eingabedaten (hier f € Cla,b]) messen zu konnen, fithren wir folgende Norm ein:

b
1l = / 1 (@)ldz = T(|1).

In dieser Norm finden wir die Kondition des Problems:

b
Lemma 5. Die (relative) Kondition der Integralberechnung / f(z)dx beziiglich der Norm |.||1 ist

1)
condy =17y
d.h. es gilt
f@)dz— [ f(r)de A
a a n ||f - f”l
= condy

‘/ab f(a;)dx‘

Beweis: Folgt unmittelbar aus der Linearitdt und der Monotonie des Integrals:

‘/abf(x)dx—/:f(x)dx‘ < /ab|f(m) — f(a)|dz.
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O

Das Problem ist somit schlecht konditioniert, wenn das Integral iiber den Betrag der Funktion im Verhiltnis
zum Betrag des Integrals sehr grof} ist. Interpretieren wir das Integral als unendliche Summe, so wird die
Analogie zur Ausloschung bei der Addition deutlich. Insbesondere bei stark oszillierenden Integranden,
wo sich ”die Fldchen gegenseitig ausloschen” ist die Kondition des Problems schlecht. Solche Integranden
treten in zahlreichen Anwendungen auf.

4.1 Quadratur-Formel

Die allgemeine Form einer Quadratur-Formel ist gegeben durch:

gewichtetes Mittel der Funk-
tionswerte an den Stiitzstellen

b s
/a f(z)dz ~ (b—a) ; bif(a+ci(b—a)).

Stiitzstelle

Dabei bezeichnen wir die b; als Gewichte und die ¢; als die Knoten der Quadraturformel. Tatséchlich
ist eine Quadraturformel durch die Gewichte und Knoten eindeutig bestimmt. Wir schreiben daher kurz

(bis Ci)iz=1,....s-

Fiir die im Beispiel 19 erwéhnten Quadraturformeln gilt:

Rechteckregel: s=1 b =1 c1 =0

Mittelpunktregel: s=1 b; =1 c = %

Trapezregel: s=2 by=by= % cp=0,c5=1

Simpsonregel: s=3 by=by= %, by = % c1=0,c = %, c3=1
Bemerkung 19. Die Quadraturformel ist ebenfalls linear in f und monoton fir b; >0,i=1,...,n.

Mit der Anzahl s von Knoten und Gewichten steigt der Aufwand der Quadraturformel gemessen in Funk-
tionsauswertungen von f. Bei groflerem Aufwand erwarten wir eine bessere Néherungslosung des Integrals.
Die Approximationsgiite einer Quadraturformel wird durch die so genannte Ordnung charakterisiert.

Ordnung einer Quadraturformel: Jede Quadraturformel sollte zumindest Integrale mit konstantem
Integranden K exakt berechnen kénnen, d.h.

/bKd:z:(ba)K (b—a)ibiK.

Diese Mindestanforderung fithrt auf die Bedingung

=1

Um entsprechende Bedingungen fiir lineare, quadratische, kubische,... Integranden herzuleiten, gehen wir
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ohne Einschrankung von a = 0 und b =1 aus.

1 /1 ¢
- = rdr = Z bic;
2 0 i=1
j- =y
2 2
- = xidr = bic;
3 0 i=1

bzw. allgemein:

1 ! ¢
- = / xpildx = Zbicf_l'
0

p i=1

Definition 11. FEine Quadraturformel (b;, c;)i=1,...s hat die Ordnung p, falls sie exakte Lisungen fir alle
Polynome vom Grad < p — 1 liefert.

Nach den Uberlegungen oben ist dies dquivalent zu der Bedingung

S

1
Zbicg_l = p firg=1,...,p. (4.2)

i=1

Nachtrag zur ohne Einschrinkung gemachten Annahme a = 0, b = 1. Fiir ein Polynom f(x) vom Grad
q < p— 1 gilt nach der Substitutionsregel:

/abf(z)dx —(b—a) /01 fla+7(b—a)) dr

ebenfalls ein Polynom
vom Grad ¢

=(b—a) Zbif(a +ci(b - a)).

Beispiel 20. Die Ordnungen der im Beispiel 19 angegebenen Quadraturformeln sind
Rechteckregel: p=1 (s=1)
Mittelpunktregel: p=21! (s=1)
Trapezregel: p=2 (s=2)
Simpsonregel: p=4! (s=3) (¢g=5: & #1)

Warum ist die Mittelpunktregel auch exakt fiir lineare Funktionen und die Simpsonregel auch fiir Polynome
vom Grad 37

Definition 12. Fine Quadraturformel heifst symmetrisch, falls gilt:

ci=1—cop1-i

by = bst1—i,

d.h. die Knoten sind symmetrisch zum Punkt % verteilt und der Gewichtsvektor liest sich von oben nach
unten oder von unten nach oben identisch.

Satz 25. Die Ordnung einer symmetrischen Quadraturformel ist gerade.
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Beweis: Wir nehmen an, die Ordnung sei ungerade, und fithren dies zu einem Widerspruch. Konkret
nehmen wir an, die Quadraturformel sei exakt fiir Polynome vom Grad < 2m — 2, und zeigen, dass sie
tatsdchlich exakt fiir Polynome bis zum Grad < 2m — 1 ist.

Sei f(z) ein Polynom vom Grad 2m — 1. Dann lisst sich f darstellen als

f(a) = Kz - )™+ g(a),

wobei g(x) maximal den Grad 2m — 2 besitzt. Somit gilt aufgrund der Linearitéit des Integrals

/01 f(z)dz = K/Ol(x — %)%de + /01 g(x)dz .

wird exakt durch die
Quadraturformel be-
rechnet

Wir betrachten den ersten Summanden genauer:

x— =) gy = 22" Ly = 0.
2
0 _

Fiir die entsprechende Quadraturformel gilt

> L om1 v 1 _
> bi( i 3 )t = st+17i(§ — Cop1-0)?" !
=1 i=1

1
5 7 Cs+1—i

und daher auch

Insgesamt erhalten wir

/01 f(@)dx = /01 g(z)dx

- Zbig(ci) = Z bif(ci).
i=0

i=0
O

Im folgenden Satz wird deutlich, dass bei vorgegebenen Knoten ¢; < ... < ¢, die Quadraturformel schon
eindeutig bestimmt ist, wenn wir mindestens die Ordnung s fordern. Die Gewicht by, . . ., b, lassen sich dann
eindeutig aus den Ordnungsbedingungen (4.2) (p ersetzt durch s) berechnen. Dies ist leicht einzusehen.
Denn (4.2) ist in diesem Fall dquivalent zu

0 0

0
c% C% e Cf by }
cl c3 ... C ba 5
s—1 s—1 s—1 1
i Cy ooc bs <
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und die Vandermonde-Matrix C' ist genau dann invertierbar, wenn die Knoten ¢; paarweise verschieden
sind. Insbesondere gilt mit 7 = (1, %, e %)T die Darstellung

b=C"1'1.
Alternativ gilt fiir das i-te Lagrange-Polynom L;(x) zu den paarweise verschiedenen Knoten ¢4, .., ¢s die
Gleichung

s 1
b; = ijLi(Cj) = / Li(z)dz.
j=1 0

Das i-te Lagrange-Polynom der Knoten ¢; < ... < ¢; ist das eindeutig bestimmte Polynom vom Grad
= s — 1, welches in allen Knoten c;, j # 4, verschwindet und in ¢; den Wert 1 annimmt:
_ [0, falls i#j
deg Ly = s —1, Li(e;) = { 1, falls i=3j.

Satz 26. Seien Knoten c1 < ... < c¢s vorgegeben. Verlangen wir von einer Quadraturformel (b;, ¢;)i=1,... s
mindestens die Ordnung s, so sind die Gewichte eindeutig bestimmt durch

b=C"'r

bzw.

1
b = / Li(w)da,
0

wobes

S

Li(z) = H %

-
j=lg#i

das i-te Lagrange-Polynom beziiglich der Knoten c; ist.

4.1.1 Quadraturformeln mit erh6hter Ordnung

Satz 26 macht deutlich: Sind die Knoten ¢; < ... < ¢, erst einmal gewéhlt, so sind die Gewichte einer
Quadraturformel mit Ordnung p > s und somit die Formel insgesamt bereits festgelegt. Eine Frage, die
sich nun stellt ist, wie die Knoten gewihlt werden sollten, um die Ordnung p > s zu maximieren. Wie
grofl kann die Ordnung iiberhaupt sein?

Wir suchen Quadraturformeln mit Ordnung p = s +m, m > 1, d.h. Polynome vom Grad < s +m — 1
sollen exakt integriert werden. Um entsprechende Bedingungen an die Knoten herzuleiten, benutzen wir
das Polynom

M(@ = (95—01)(33—02)~...-(x—cs).
Offenbar ist der Grad von M (z) gleich s und fiir jedes Polynom f(z) vom Grad < s+ m — 1 finden wir

fz) = M(2)g(x) + r(x),
wobei g(z) und r(z) Polynome vom Grad < m — 1 bzw. < s — 1 sind. Damit gilt

1 1 1
/0 f(z)d:c:/O M(x)g(x)der/o r(xz)dx
bif(ei) = ) bi M(ci) g(ci) + ) bir(ci),

wobei jeweils die letzen Summanden gleich sind. Wir erhalten somit:
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Satz 27. Sei (b, ¢;i)i=1
falls

s eine Quadraturformel der Ordnung p > s. Die Ordnung ist genau dann s+m,

.....

1
/0 M(z)g(x)dz =0 (4.3)

fiir alle Polynome g vom Grad < m — 1 gilt.

Bemerkung 20.
(i) Wir definieren das Skalarprodukt

1
<> = [ @ (1.4

0
Bedingung (4.3) besagt daher, dass M(x) orthogonal zum Raum aller Polynome vom Grad < m — 1

beziiglich des in (4.4) definierten Skalarprodukts steht.
(ii) Gleichung (4.3) stellt nur Bedingungen an die Knoten, was nach Satz 26 keine Uberraschung darstellt.

Satz 28. Die mazimale Ordnung einer Quadraturformel ist 2s.

Beweis: Die GauB-Quadraturformeln besitzen die Ordnung 2s (siehe Satz 29). Eine hohere Ordnung ist
nicht moglich, da

1
<M,M>=/ M (x)*dx > 0,
0

d.h. (4.3) ist fiir g = M nicht erfiillt. Beachte: deg(M) = s.
U

Satz 29. (Gauff 1814) Es existiert eine eindeutige Quadraturformel der Ordnung 2s. Sie ist gegeben durch

1
= =1+
ci = 5(1+%)

firi=1,...,s, wobei y1,...,7vs die Nullstellen des Legendre-Polynoms vom Grad s sind. Die Gewichte
b; sind gemdfs Satz 26 eindeutig bestimmt.

Bewesis: Nach Satz 27 gilt:
1
Ordnung p = 2s < / M(z)g(x)dr =0 Vg deg(g)<s—1

0
1 1 1
= | M (gx + §)f(x)dw =0 Vydeg(n<s—1
-1

1 1
= M(im + 5) = K - (Legendre-Polynom vom Grad s)
Theorie o;thogonalcr
Polynome :H::D %(3?—’)’1)
I v
=o— o=
97372
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Nachtrag:
(i) Die Gewichte der Gauflschen Quadraturformel sind positiv. Denn: Wir wissen nach Satz 26 gilt

1
b; :/ L;(z)dx mit
0

v 0, falls i#j
Ll(‘/’ﬂ)_{ 1, falls i=j

und deg L; = s—1. Da die Ordnung der GauB-Quadraturformel p = 2s ist und deg L? = 2s5—2 < 2s—1,
folgt

1 S
0< / Li(z)*dz = b;Li(c;)* = b;.
0 =1

(ii) Da die Nullstellen der Legendre-Polynome symmetrisch zum Punkt 0 im Intervall [—1, 1] liegen, gilt
dies auch fiir die Knoten bezogen auf das Intervall [0,1] und den Punkt % Zudem gilt b; = bgq1—;.

Denn:
2 T—c
— Cs+1—j
Lopilw) = ] ——= =~
G=1,ji s+1—1 s+1—y
S
l—z—c¢;
1 = H 7‘] == Ll(l - .23)
ci=l—Cst1-i C; — Cj
T gmga
und somit

1 1
bs+1—i = / Ls_H_i(x)dx = / Lz(l - l‘)dl’
0

0
0
= —/ L;(y)dy = b;.
1
Also sind die Gaufischen Quadraturformeln symmetrisch.

Beispiel 21. Bezeichne P; das Legendre-Polynom vom Grad i.

s=1: Es gilt Pi(z) = x und somit y1 = 0. Wir erhalten also gemdf$ Satz 29 ¢1 = % und by = 1. Dies ist
genau die oben bereits eingefiihrte Mittelpunktregel mit Ordnung p = 2.

s=2: Fs gilt Py(z) = %xQ — % und somit y12 = :I:?. Wir erhalten wieder mit Satz 29 die Parameter

Lol VB

T2 6

1 V3

2=5"%
1
61:b2:§

und somit die Quadraturformel

[ o3 G0) 130+ )

der Ordnung 4.
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s=3: Fs gilt P3(x) = gx?’ — %x und somit vy, = 0,713 = :I:@. Fiir die Knoten finden wir gemdfl Satz

29
1 VIS
797 10
CQ—O
1 Vi
AT

Wegen der Symmetrie gilt by = bs. Weiter gilt aufgrund Bedingung (4.2) fiir g =1

201 + b =1
und gemdfs Satz 26 auch
1 1(If1+@)(x,l, 15)
_ _ 27710 2" 10
bg—/0 lQ(LU)d!E—/O ~ /i /i dx
10 10
1
100 1, 15
‘A‘ﬁ*<‘§)‘ﬂﬁ)x
100 [* 1, 8
=—— — 2)2dz+1l=—.
15 ), (T g)del =13
~—_—————

Die Gaufische Quadraturformel der Ordnung 6 lautet also

[ s B3-S0+ )+ B ).

4.1.2 Untersuchung des Quadraturfehlers

Der Fehler des ndherungsweise berechneten Integrals ist
b s 1 s
/ f@)dz — (b—a) > bif(a+ci(b—a) = (b a)/ fla+td—a)dt—(b—a)> bif(a+ci(b—a))
a i=1 0 i=1
1 s
—(b-a)[ [ ar)dr =3 bigle) (45)
0 i=1
mit g(z) := f(a+ z(b—a)). Um den Fehler zu untersuchen, betrachten wir das lineare Funktional

R(g) =/O g(r)dr = "big(cy), (4.6)
=1
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welches jeder Funktion g : [0,1] — R den Quadraturfehler auf dem normierten Intervall [0, 1] zu ordnet.

Das Funktional ist linear in g, da

1
Allgemein kann R auf Vektorrdumen von Funktionen operieren, fiir die das Integral / g(7)dr definiert
0

ist. Aber wie ldsst sich R(g) alternativ zu (4.6) bestimmen? Um diese Frage beantworten zu kénnen be-
schrianken wir uns auf p-mal stetig differenzierbare Funktionen, wobei p die Ordnung der Quadraturformel

R(Ag + pnf) = AR(g) + pR(f).

ist. Die folgende Integraldarstellung von R(g) fiir g € C?([0, 1]) geht auf Peano zuriick.

Satz 30. (Peano, 1913-1918) Die Quadraturformel habe die Ordnung p und g : [0,1] — R sei p-mal stetig

differenzierbar. Dann gilt

Rlg) = /0 K, (£)g™ (t)dt,

wobei der so genannte Peano-Kern definiert ist durch

Klarung der Schreibweise:

2)

Die Funktion ., : R — R2Y ist definiert durch

| =z, fallsx >0,
T+ 0, falls z <0

und (. —¢)% : R — R=2Y ist definiert durch

n [ (=10, fallsz >t
(@ =)} = { 0, falls x < t.

0.5

-0.5

-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 -0.5 0 0.5 1 15 2 25 3

Abbildung 4.1: Graph der Funktionen ., : R — R=° (links) und (. — 1.4)2 : R — R20 (rechts).

Die Schreibweise R(x — (x — t)ﬁ_l) bedeutet, dass wir das lineare Funktional R auf die von x

abhiingige Funktion h(z) = (x — )5~ " anwenden.
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Insgesamt gilt also

S

K (t) = (p_ll)!(/tl(f -ty — ;bi(ci o)

_ (- ,(Cz‘—t)ﬁ_l_

Beweis: (von Satz 30) Taylorentwicklung von g(x) in = 0 mit Restglied in Integralform liefert
P! 1 *
g(x) =g(0) + ¢ (0)x+...+¢" 10 + /gpt x—t)P .
() = 9(0) + (0 O =+ oo |, PO

=:q(x) =rp_1(x)

Mit der oben eingefithrten Schreibweise lédsst sich das Restglied auch schreiben als

1

Da die Quadraturformel die Ordnung p besitzt gilt R(¢) = 0 und somit wegen der Linearitéit von R auch

R(g) = R(rp-1)
1
(p—1)!

! / e -1
= gV () R(z — (x — )5 ")dt.
T (=1 Jo *
Satze der Analysis
iiber die Vertausch-
barkeit von Grenz-
werten

rp—1(x) =

1
R(z /0 ()@ — £ at)

O

Bemerkung 21. Satz 30 gilt natirlich auch, wenn die Ordnung der Quadraturformel tatsdchlich grifSer
als p ist.

Beispiel 22.

(i) Mittelpunktregel (Ordnung 2, ¢y = %, by=1)

Ky(t) = 1 (1 0 —t, falls0<t< i
=1-t—(z—-t)4 =
' 2 F 1—t, fallsl<t<1
t? 1
1_t2 1 5 fa1180§t§§
K2(t)=( 2) —(5—'5)+ = (112
5, falls § <t <1

Kalt) = (1 - )7
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0.5

0.4

0.3

L L L L L L L L L L L L L
0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 0.1 02 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Abbildung 4.2: Graph von K; (links) und K> (rechts) der Mittelpunktregel.

\
\
0.4
\ /
0.02F \
03
02 -0.04
0.1
-0.06
ok
01 -0.08
-0.2
-0.1
-0.3
0.12
-0.4
-05 L L L L L L L L L 0.14 L L L L L L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Abbildung 4.3: Graph von K (links) und Ky (rechts) der Trapezregel.

S, 2 1 t—t, falls0<t<3
Kl(t)—l t ( t)+ = 5 .
6 g b falls§<t§1
2
1—-t)2 21 1 r-4 falls 0 <t < 1
K2(t)=( 2) -3G s —50=1) :{ Ve 2
E-2t+4%, fallsf<t<1
3 2
1—t)3 21 Ly falls 0 <t < 1
Kg(t):( 6) 76(§7t)3_77(17t)2 _ \ 6 12 5
L+ -ty falsf<t<1
K(t)—{ %7%7 fallsogtgé
A= 4 . 2
-2+t L+ L fallsl<t<l

Besitzt der Peano-Kern K, (¢) wie in den Beispiel oben ein konstantes Vorzeichen auf [0, 1], so findet man
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X107

o N \ ¢

v A ‘ \ B

/A : / \ 3 \
o _ /
.

\ )
J ) \ /
4 \V
o
04 o0 06 07 08 09 1 - 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Abbildung 4.4: Graph von Ki, K3, K3 und K4 der Simpson-Regel (von links nach rechts).

mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung die Darstellung
1
R(9) =9”(©) [ K1)t
0

fiir ein £ € (0,1).

Lemma 6. FEs gilt:

Beweis: Wir wissen
(1=t &, (-0
K,(t) = bj————.
»(1) p! ; (p—1)!
Integrieren liefert somit das Resultat:
1 1 L s b, 1 )
K,(t)dt == [ (1—t)Pdt— :  — O dt
| mwae= 5 [a-n 2@_1)!/0(@ A
N , 1=
-1
p+1
1 ~ b
= - d i — )P dt
CESI] 2@—1)!/0 (=)
Beispiel 23.
(i) Mittelpunktregel:
! 1
Ky(t)dt = —
T
(i) Trapezregel:
! 1

65
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(i) Simpson-Regel:

K =
/ a( 2880

Mit (4.5) und Darstellung (4.7) finden wir insgesamt
b s 1
[ @de = 0= @3 bifatab-a) = b= a0 [ Ky
a i=1 0

fiir ein ¢ € (a,b). Beachte: g (z) = (b — a)?f)(a + (b — a)). Der Fehler ist somit klein fiir Intervalle
[a, b] mit kleiner Intervalllinge b — a << 1.

Idee: Unterteile das Intervall [a,b] in kleine Teilintervalle [x;,z;11], 7 = 0,..., N — 1, wobei fiir die In-
tervalllingen ;41 — 2; =: hy << 1 gilt:

]
1
Top—a X1 T2 X3 ITN-1 bz.’L‘N

Wende die Quadraturformel auf die Teilintervalle an. Wir finden dann fiir (p+1)-mal stetig differenzierbares
f fiir den Fehler auf den Teilintervallen [z;,z;41] die Darstellung:

/W f(x)dz — hj be (z; + cihj )_h”“/ Kp(t)f P (x; + c;hj)dt

J i=1

— L) () /0 Ky (t)dt + O(h7+)

fithrender / dominierender
Fehlerterm

bzw.

xa+1 1
’/ z)dx — h; be z; + cihj) Shgﬂ max \f(l’)(x)|/ | K, (t)|dt + O(h;’ﬂ)
0

w€[zj,7541]
=: h; -err;.

Der Fehler auf dem Gesamtintervall kann somit folgendermaflen abgeschiitz werden:

N-—-1 s N-—-1

’/b f(zx)ds — h; Zbif(l'j + cihj)‘ < ‘/%+1 f(x)dx — h; ibif(xj +cihy)
e r i=1

=0 i=1 j=0 “%;

< (b— i
<(b-a) j:or,I.l.%}Jifq err;
Bemerkung 22.
(i) Es gilt max; err; = O((max; h;)?).

(it) Ziel: Wihle die Unterteilung von [a,b] so, dass alle err; maglichst gleich groff sind.
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4.2 Romberg-Integration

4.2.1 Trapezsumme

Wir wihlen eine dquidistante Zerlegung des Integrationsintervalls [a, b] mit h := }’_Ta wie folgt:
x; =a-+jh
fir j =0,...,N. Auf jedem Intervall [z;,z,11] wenden wir die Trapezregel an:

[ f@de = 55 + ) = T

J

Fiir das Gesamtintervall [a, b] erhalten wir somit

/ab f(z)dx

Q

N-1

=0

<

@) R (xn)] _
=h[Z52+ Y ) + S5 = () (4.8)
j=1
Nach den Uberlegungen oben gilt fiir den Fehler
b b—a
‘/ Jladz —T(h)] < PR max |(@)) (4.9)
a 12 z€[a,b]

Tatséchlich ldsst sich noch Genaueres tiber den Fehler aussagen:

Satz 31. (ohne Beweis)
Sei f € C?™*1([a,b]) und h = 5. Dann besitzt die Trapezsumme T(h) folgende asymptotische Entwick-
lung in h? (bis zur Ordnung 2m):

b
T(h) = / f(x)dl‘ +7'2h2 + T4h4 4+ ...+ TthQm + R2m+2(h)h2m+2
N

=70

mit von h unabhdingigen Koeffizienten o). Der Restterm ist gleichmdj$ig in h beschrdankt, d.h. es gibt eine
von h unabhdingige Konstante Copyyo > 0 mit

[Rom2(h)| < Comialb — (4.10)
fir alle h = 52,

Bemerkung 23.
(i) Ist f ein Polynom vom Grad < 2m, so gilt Roy12 = 0.

(i) Die Koeffizienten Top hdngen vom Intervall [a,b] ab.

4.2.2 Anwendung der Extrapolation
Die Idee der Romberg-Integration: Darstellung (4.9) garantiert

f )= g 7(*5%) = [ st
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Die Berechung von T in h = 0 ist natiirlich nicht méglich, da in (4.8) die Summe nicht ausgewertet werden
kann. Fiir kleine h kénnen wir jedoch den Restterm der asymptotischen Entwicklung in Satz 31 aufgrund
der Abschiitzung (4.10) vernachlissigen, so dass sich T'(h) fiir solche h wie ein Polynom in h? verhilt,

p(h?) = 70 + Toh® + ... + To h®™,

dessen Wert an der Stele i = 0 genau das Integral liefert:

b
p0) = [ fae
Das niichste Problem ist: Wir kennen p nicht. Mogliches Vorgehen, um p bzw. genauer p(0) niherungsweise

zu bestimmen: Zu einer Folge von Schrittweiten

hlzb_J h2:b—7a.“ _b—a

mit 0 < Ny < ... < N; bestimmt man die Trapezsummen
Til = T(h1)7 1= ]., e ,l,

und mit Hilfe des Neville-Aitken Algorithmus extrapoliert man die Niherungen p;;(0), wobei p;; das
Interpolationspolynom zu den Stiitzstellen

(h’zz—k—i-lv T(hi—k-‘rl))v L] (hf, T(hl))

fir 1 < k <4 < [ bezeichne. Setzen wir T;; := p;(0), so lidsst sich das Vorgehen wieder gut in einem
Tableau, dem so genannten Extrapolationstableau, anordnen:

T(hl) = T11
N
T(he) =To1 — Ta
N N
T(hs) =T31 — T3 — Tz3
N N N
T(hy) =Ty — Ty — Tug — Ty

Erkldarung des Tableaus: Die Pfeile des Tableaus machen deutlich, dass die Ndherungen Tj; fiir 2 < k <1
aus den Néherungen T ;1 und 7;_; ;1 mit dem Algorithmus von Neville und Aitken berechnet werden.
Die Formel dazu lautet entsprechend den Bezeichnungen in diesem Kontext:

Tig—1—Ti—1,k—1

2
hi_
(B5) -1

Insbesondere brauchen wir die Interpolationspolynome p;; nicht explizit zu kennen, sondern kénnen re-
kursiv die Funktionswerte bei h = 0, also die Tji, berechnen. Die Werte der ersten Spalte des Tableaus
sind die Trapezsummen zu den verschiedenen h; bzw. die “Extrapolationswerte” konstanter Polynome.
Die Néherungen der zweiten Spalte sind Extrapolationen linearer Funktionen, die der dritten Spalte von
quadratischen Funktionen usw.. Die Piinktchen im Tableau deuten an, dass die Grofle von | am Anfang
der Integration noch nicht feststeht, sondern erst im Laufe des Algorithmus (siehe unten) bestimmt wird.

T =T p—1 +
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Bemerkung 24.

(i) Fine wichtige Entscheidung betrifft die Wahl der h;. Typischerweise gilt hy = b — a. Die h;,i >
2, werden dann so gewdhlt, dass der Aufwand der Berechnungen (die Zahl der f-Auswertungen)
minimiert wird. Z.B.

hl =b—a
hi_
hi = ! , 1= 2, .
2
oder
b—a b—a
1 a, hg 5 3 3
hi—1
hi = ) = 47
2
(ii) Man beachte, dass in die Berechnung von Ty, mit k = i — k die ersten l}_ Trapezsummen
T(h1),...,T(hg) nicht eingehen. Das bedeutet, wir kinnen Ty, auch als Element Ty eines Extra-

polationstableaus interpretieren, welches durch Streichen der ersten k Diagonalen des urspriinglichen
Tableaus entsteht. Diese Beobachtung ist insofern bedeutsam, dass sich z.B. bei Wahl hy = b —a und
h; wie oben mit a << b somit “grofie” Interpolationsfehler fiir kleine i nicht negativ auf alle folgenden
Niherungen auswirkt (siehe Beispiel 25).

Wir bezeichnen mit

ik = |Tir — 70|, 1 <k <4,

den Approximationsfehler der durch Extrapolation gewonnenen Néherungen T von 79 = f; f(z)dx.

Satz 32. (ohne Beweis) Fiir die Approximationsfehler gilt:

ik = manlh o hE Y O, 1<k <, (4.11)
j=i—k41

furhjthO

Abschitzung (4.11) besagt, dass wir pro Spalte 2 Ordnungen gemessen in h gewinnen kénnen.

1
Beispiel 24. Berechnung von / e” + 1dx = e =~ 2.718281828459046 durch Romberg-Integration. Wir
0

wdhlen die Romberg-Folge hy = b —a,h; = hi; und erhalten das folgende Extrapolationstableau:

T(hy) = Tiy ~ 2.86

\
T(hz) = TQl ~ H54 — T22 ~ 2.7189

N\ N\
T(hs) = Ty ~ 2.727 — Tsy ~ 27183 — Tsg ~ 2.7182827

Fiir die Approximationsfehler gilt
11 ~ 0.14086

N

N\

€21 ~ 0.03565 — £95 ~ 0.000579
N
— €32~ 0.000037 — e33~8.599-1077

€31 =~ 0.00894
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Die Approzimationsfehler der ersten Spalte verbessern sich von Zeile zu Zeile ungefihr mit dem Faktor i.
Dies ist in der Ordnung p = 2 und der Halbierung von h; in der Romberg-Folge begriindet.

5
1

s
Beispiel 25. Fiir die Approzimationsfehler der Romberg-Integration angewendet auf/ e Tsinx dxr =
0

1 5 .
B +e 47 sin% mit der Romberg-Folge hy = b —a,h; = h12‘1 gilt
11 ~ 0.54
N\
€91 ~ 0.273 — €92 =~ 0.1835
N\ N\
€31 =~ 0.0776 — €32 ~ 0.0124 — €33 ~ 0.00100
N\ \ N\
€41 ~ 0.0199 — 40 =~ 0.000698 — €43 ~0.000083 — e44 ~ 0.0001

Der “grofse” Fehler in Ty1 bewirkt hier, dass die Naherung Ty3 besser ist als die Niherung Tyy.

Algorithmus der Romberg-Integration (Extrapolation basierend auf der Trapezsumme):
1. Wahle h; > 0 und setze 7 = 1.

2. Bestimme die Trapezsumme T;; = T'(h;).

3. Berechne Ty fiir kK =2,...,¢ durch

Tik—1—Ti—1 k-1

2
hi—
( h§+1) -1

Falls T} genau genug ist, beende den Algorithmus.

T, =T p—1+

4. Falls ¢ zu grof} ist, beende den Algorithmus. Ansonsten erhdhe ¢ um 1, wihle h; < h;—1 und gehe zu
2.

4.2.3 Allgemeines zu Extrapolationsverfahren

Lésst sich ein numerisches Verfahren allgemein schreiben als T'(h) und gilt

%.1—>H10 T(h) = 19,

wobei 7y die Losung des eigentlichen Problems ist, so ldsst sich die oben beschriebene Extrapolation
anwenden, sofern die grundlegende Voraussetzung der Existenz einer asymptotischen Entwicklung des
numerischen Verfahrens

T(h) = 7o + Tph? + Toph® + ...+ Tpph™ + OR™HIP) h 0
vorliegt.

Beispiel 26. Die Ableitung einer differenzierbaren Funktion an einer Stelle x lisst sich ndherungsweise
durch den zentralen Differenzenquotienten

fle+h) = flz—h)
2h

T(h) =
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bestimmen. Dabei liefert die Differenzierbarkeit der Funktion gerade limp,_,o = f'(x). Setzen wir f sogar
als (2m + 3)-mal stetig differenzierbare Funktion voraus, so finden wir durch Taylorentwicklungen

T(h) =5, {f(ﬂf) +hf'(z) + %f”(m)+...+(9(h2m+3)

" 2h
h2

— @)+ ...+ O(h2m+3)} .

~f(@)+ hf @) - 5

Innerhalb der geschweiften Klammer fallen die Terme mit ungeraden Potenzen von h weg. Nach dem Teile
durch 2h erhalten wir bei entsprechender Definition der Koeffizienten die asymptotische Entwicklung

T(h) = 7o + mh? + T4h* + ... + 7o B*™ + O(K*™F2), h — 0.

Dagegen besitzt der einseitige Differenzenquotient

flz+h) - f(z)

T(h) = -

nur eine Entwicklung der Form
T(h) = 10 + T1h + 7h® 4+ ... + T h™ + O(K™Y), h — 0.

Aus Konvergenzgriinden (vgl. Satz 32) ist daher die Approximation der Ableitung an einer Stelle x durch
den zentralen Differenzenquotienten zu realisieren.

4.3 Adaptive Romberg-Integration

Zuniichst einige allgemeine Gedanken zu adaptiven Verfahren basierend auf dem Anfangswertansatz.

Das eigentliche Problem der numerischen Integration lautet: Finde zum Integral I := fab f(z)dz eine
Approximation I innerhalb einer vorgegebenen relativen Genauigkeit tol,.;, d.h.

[T —I| < tolo|I].

Eine solche Abschitzung kann natiirlich nicht explizit {iberpriift werden, da fiir eine berechnete Niherung
weder |I| noch die Differenz I — I bekannt sind. Es ist jedoch ohne grofiere Einschrikungen moglich den
Betrag von I durch einen Wert I* zu ersetzen, welcher in der Gréflenordnung von |I] liegt:

[T —I| < tolyI*. (4.12)

Einen solchen Wert kénnte der Benutzer vorgeben, wenn er bereits eine gewisse Vorstellung von |I| hat,
oder aber I* wird im Laufe der Integration aus ersten Approximationen gewonnen.

Ahnlich wie beim Ubergang der Trapezregel zur Trapezsumme (Unterteilung des Intervalls [a, b] in Teil-
intervalle, auf welche dann die Trapezregel angewendet wird) wenden wir die Romberg-Integration nicht
auf das Gesamtintervall [a, b] , sondern zunéchst auf das Teilintervall [a, a + h1] an, wobei die Schrittweite
h1 so gew&hlt werden soll, dass moglichst

[I(a,a+ h1) — I(a,a+ hy)| = tolgps (4.13)

gilt. Hier bezeichne I(c,d) das exakte Integral und I(c,d) eine Approximation des Integrals auf dem
Intervall [c,d]. Ist das Teilproblem geldst, so suchen wir ein entsprechendes hs fiir die Approximation
von I(a + hi,a + hy + ha) usw.. Auf jedem Teilintervall wird somit ungefihr der gleiche absolute Fehler
gemacht. Der Ansatz mit variablen Schrittweiten das Integral Schritt fiir Schritt zu berechnen wird als
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Abbildung 4.5: Graph einer “Nadelfunktion”.

Anfangswertansatz bezeichnet.

Die Idee ist eine dem Problem angepasste Zerlegung des Intervalls [a,b]. In den Bereichen von [a,b] in
denen “viel passiert” sollte eine feinere Zerlegung gewéihlt werden; da wo “wenig passiert” sind groflere
Schrittweiten, also lingere Teilintervalle, moglich (vgl. Abbildung 4.5).

Wir finden dann fiir den absoluten Fehler auf dem Gesamtintervall

|I_f‘ < m'tOIabsu

wobei m die Zahl der einzelnen Schritte bzw. die Anzahl der Teilintervalle ist. Wir kénnen somit (4.12)
garantieren, wenn

m - tolgps < I* - tol,e

gilt. Man beachte, dass bei Verkleinerung der absoluten Genauigkeit tol,ps die Anzahl der Teilintervalle
aufgrund der Ordnung des Verfahrens nicht entsprechend schnell steigt. Dies bedeutet: die linke Seite kann
bei Vernachléssigung von Rundungsfehlern mit tol,;s beliebig klein gemacht werden. In der Praxis stellt
sich jedoch das Problem einer guten Wahl von tol.ps.

Somit reduziert sich die Fehlerkontrolle auf die Abschétzung des Fehlers auf einem Teilintervall. Wahrend
die Uberlegungen oben noch fiir beliebige numerische Integrationsverfahren formuliert werden kénnen, ist
die Schiatzung des Approximationsfehlers eng mit der Struktur des Verfahrens verbunden. Konkret bei der
Romberg-Integration liegen eine ganze Reihe von Approximationen im Extrapolationstableau vor, so dass
eine verniinftige und auch billige Technik zur Fehlerschitzung und zur Schrittweitensteuerung moglich
scheint.

4.3.1 Schitzung des Approximationsfehlers

Die Herleitung eines effektiven (effizienten und verlésslichen) Fehlerschétzers ist eine der schwierigsten
Aufgaben bei der Entwicklung eines adaptiven Verfahrens. Eine iibliche Vorgehensweise ist das Verglei-
chen von Approximationen verschiedener Ordnung.

Um einen solchen Fehlerschétzer herzuleiten, betrachten wir die Fehler ¢;; und das Integral fZ+H f(z)dx
beziiglich des Intervalls [z, 2 + H]. Satz 32 liefert

c+H
Eik = |/ f(x)dz — Tl
= |T2k|h?,k+1 R h? =+ 0(H2k+2)
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fir h; < H — 0. Zudem gilt fiier die Koeffizienten der asymptotischen Entwicklung in Satz 31 (ohne
Beweis):
Tor = ToxH + O(H?),
wobei 7o, vom Integranden f abhingt. Insgesamt erhalten wir daher
ein = |Fon|yas HHFL + O(H2H+2)
mit

O h gk
Yik = g

IN
—

Dies fiihrt auf die Darstellung

Eit+1,k _ Yi+1,k + O(H)
Eik Vik

~( i1 )2 +O(H).

Ri—gt1
——

<<1

Somit werden Approximationsfehler innerhalb einer Spalte k mit wachsendem Zeilenindex i weitgehend
unabhéangig vom Prolem und von H schnell kleiner:

Eit1,k << Eik- (4.14)
Beispiel 27. Quotienten von Beispiel 25:

€21 ~
2 =0,5

Sa1 40,28 2 & (.0676

21 €22

™

SLx0,26 2~ 00562 £~ 0.083

€31

5L~ 0,252 £22 = 0.0602 52 ~0.0208 55;‘ ~ 0.00437

€41 €42 €43 €4

6L~ (), 250 8% ~ 0.0619 5% ~ (0.01630 % ~ 0.00276 Zﬁ ~ 0.0052

€51

1 1 1 1
7=025 ig = 0.0625 g7 = 0.015625 5z ~ 0.00391
Es lisst sich gut erkennen, wie sich die Quotienten der Fehler dem Wert (,:%}:1)2 = 2% anndhern.

Fiir die Beziehung zwischen den Spalten machen wir folgende Annahme
Eikt1 << Ejk. (4.15)

Diese Annahme gilt sicher fiir hinreichend kleine Schrittweite H, muss aber in einem Programm iiberpriift
werden (vgl. Beispiel 25).

Definition 13. Wir nennen & einen Schdtzer des unzugdnglichen Approximationsfehlers
e:=|I(z,x+ H) — I(z,z + H)|,
falls positive Konstanten k1 < 1 < ko existieren mit

kie < & < koe.



KAPITEL 4. NUMERISCHE INTEGRATION 74

Nach (4.14) und (4.15) ist das Diagonalelement Ty, die genaueste Naherung der ersten k Zeilen des Extra-
polationstableaus. Daher wére ein Schétzer fiir eg, wiinschenswert. Ein solcher Schétzer liasst sich jedoch
aus den bisher berechneten Daten nicht konstruieren. Das folgende Lemma liefert aber einen Schitzer fiir
die bisher zweitbeste Approximation:

Lemma 7. Unter der Annahme (4.15) ist
Eik—1 = |Thk—1 — Thil

ein Fehlerschdtzer fir ey i—1.

Beweis: Wir schreiben
€ k-1 = |(Thk—1 —I) — (T — I)|
und finden mit I = f;JrH f(x)dx und der Dreiecksungleichung

Ehk—1—Ckk < Epk-1 < Ekk—1t Ekk-

Daher gilt
Ekk _ Ekk
(1- Jerp—1 < Erp—1 < (14 )k k-1
Ekk—1 Ekk—1
N—— ~——
<<1 <<1
O
Das Diagonalelement T} wird also genau dann als Losung akzeptiert, wenn
Ekk—1 < tolaps (4.16)

erfiillt ist. Bedingung (4.16) wird auch subdiagonales Fehlerkriterium genannt.

4.3.2 Schrittweitensteuerung

Wir formulieren hier nur die wichtigsten Aufgaben einer Schrittweitensteuerung ohne auf die tatséichliche
Realisierung einzugehen. Fiir eine genauere Beschreibung gerade im Zusammenhang mit der Romberg-
Integration sei auf das Buch Numerische Mathematik I, Fine algorithmisch orientierte Finfihrung von P.
Deuflhard und A. Hohmann hingewiesen.

Eine Schrittweitensteuerung umfasst die Bereitstellung einer neuen, angepassten Schrittweite sowohl im
Fall der erfolgreichen Berechnung einer Niherung auf dem letzten Teilintervall, als auch im Fall einer zuwie-
derholenden Berechnung: Wird der aktuelle Schritt akzeptiert, so muss basierend auf dem Fehlerschétzer
und den bereits bekannten Daten eine neue optimale Schrittweite h,,: fiir den folgenden Schritt be-
stimmt werden. Wird der aktuelle Schritt nicht akzeptiert, so muss der aktuelle Schritt mit einer kleineren
Schrittweite hy,e, wiederholt werden. In beiden Féllen liefert eine Schrittweitensteuerung entsprechende
Vorschlége.

4.4 Adaptive Mehrgitter-Quadratur

Bei der adaptiven Romberg-Integration, welche auf dem Anfangswertansatz basiert, wird das Integrati-
onsintervall [a, b] in einer willkiirlich gewéhlten Richtung durchlaufen, wobei an Stellen wo “viel passiert”
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kleinere Schrittweiten gewihlt werden. Die adaptive Mehrgitter-Quadratur basiert auf dem so genannten
Randwertansatz, bei welchem ausgehend von dem Gesamtintervall (oder einem groben Gitter des Ge-

samtintervalls) feinere Gitter und bessere Ndherungen des Gesamtintegrals fab f(z)dx berechnet werden,
indem wiederum dort verfeinert werden soll, wo “viel passiert”. Bei dem Anfangswertansatz bendtigten
wir neben einem Fehlerschétzer auch eine Schrittweitensteuerung. Fiir den Randwertansatz gilt es neben
dem Schitzer eine Verfeinerungsregel des Intervalls anzugeben.

Die Herleitung eines Fehlerschéitzers ist eng mit der Struktur der Quadraturformel verbunden. Oft wird ein
solcher Schétzer durch eine so genannte eingebettete Quadraturformel realisiert. Bezeichne (b;, ¢;)i=1,... s
die eigentliche Quadraturformel der Ordnung p. Gesucht ist eine Quadraturformel (lai, Ci)i=1,...,s moglichst
hoher Ordnung p < p. Die Knoten der eingebetteten Formel entsprechen der eigentlichen Quadraturformel,
um zusétzliche f-Auswertungen zu vermeiden. Wir setzen dann

g:= ’hzbif(erCih) - thA)Zf(z+Clh) ’
i=1 i=1

wobei h die Intervalllinge bezeichne. Dies ist jedoch nur ein Schitzer fiir die eingebettete, schlechtere
Quadraturformel. Betrachten wir zum Beispiel die Gaufische Quadraturformel der Ordnung p = 2s, so hat
jede eingebettete Quadraturformel nach Satz 26 hochstens die Ordnung s — 1. Insbesondere im Fall der
GauB-Quadratur sind heuristische Verbesserungsvorschlége gemacht worden.

Wir gehen im Folgenden davon aus, dass ein Fehlerschitzer bekannt ist, und gehen niher auf eine mogliche
Verfeinerungsregel ein. Fiir ein Teilintervall [c, d] von [a, b] berechnen wir

I(e,d) :== (¢ —d) Zbif(c—k ci(e —d)).
i=1
Der Fehlerschitzer liefert eine Ndherung

d
g(e,d) = |/ f(z)dz — f(c,d)|.

Mogliches Vorgehen:
(i) Berechne I := I(a,b) und &1 := &(a, b). Falls

€1 < I~ tozrela

so akzeptiere die berechnete Nidherung. Sonst

(ii) unterteile das Intervall [a,b] und berechne I und £ fiir die Teilintervalle [a, aT'H’] und [%rb7 b|. Falls

€1+ g2 < I" -tolye,

so akzeptiere I; + I, als Niherung. Sonst

(iii) unterteile jenes Intervall, in dem der Fehler am grofiten ist. Falls die Summe der Fehler kleiner ist als
I* - tol,.;, so akzeptiere die Summe der einzelnen Ndherung. Sonst wiederhole (iii).



Kapitel 5

Numerik gewohnlicher
Differentialgleichungen

Eine explizite Differentialgleichung besitzt die Form

y'=f(ty) eR", (5.1)

wobei f : [tg, T] x R™ — R™ stetig differenzierbar ist. Die Variable ¢ ist in vielen Anwendungen die Zeit, y
sind die Zustandsvariablen. Streng genommen handelt es sich bei (5.1) um ein System von n gekoppelten
Differentialgleichungen

Yn(t) = Fu(t,y1(8), - yn()).

Falls die Variable ¢ die Zeit repriisentiert, wird fiir die partielle Ableitung nach ¢ auch oft § geschrieben:

Y= f(tay)'

Anfangswertproblem (AWP): Finde zu einem vorgegebenen Anfangswert o eine Losung der Differen-
tialgleichung (5.1) mit

y(to) = o
Wir nennen y : J — R” eine Losung des AWPs
v =fty), ylto) = yo, (5.2)

falls top im Intervall J liegt und y(to) = yo gilt, y stetig differenzierbar ist und der Differentialgleichung
gehorcht.

Die Modellierung durch Differentialgleichungen ist extrem populér in der Physik, Biologie, Chemie, Inge-

nieurwissenschaften. Auch in anderen Wissenschaften wie der Betriebswirtschaftslehre, der Sportwissen-
schaften werden dynamische Prozesse durch Differentialgleichungen modelliert.

76
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Satz 33. (Existenz und Findeutigkeit) Sei die rechte Seite f des Anfangswertproblems (5.2) stetig differen-
zierbar. Dann besitzt das Problem eine nicht weiter fortsetzbare eindeutige Lisung. Insbesondere existiert
ein t* > to, so dass die Lisung auf dem Intervall [to,t*) definiert ist.

Beispiel 28. Betrachte das AWP
y' =v*, y(0)=1.

Die Losung y(t) = 1= ist nur fir t € [0,1) definiert.

5.1 Das explizite Euler-Verfahren

Beim expliziten Euler-Verfahren ersetzen wir die Ableitung der Losung durch den Differenzenquotienten

y(t) ~ y(to)

~ 1y (t
t—to y'(to)
und berechnen durch die Gleichung
—y(t
V) 4, )
1 —to

fiir ¢; — to hinreichend klein eine Niherung y; von y(t;). Die Ndherung ist offenbar gegeben durch die
Gleichung

Y1 = yo + hf(to, vo)

mit h :=t; — tg. Geometrisch lisst sich dies folgendermafien beschreiben: Ausgehend von einem Partikel
mit der Position yg und Geschwindigkeit vo = f(to, yo) zum Zeitpunkt to lisst sich die neue Position nach
einer kurzen Zeit h approximativ bestimmen durch

Y1 = Yo + hvo.

Dabei ist die vergangene Zeit h so kurz, dass sich der Geschwindigkeitsvektor vy nicht stark veréindert
hat (vgl. Abbildung 5.1 ). Nach der Zeit h wird dann der Geschwindigkeitsvektor am Punkt (¢1,y1) neu
ausgewertet

v1 = f(t1,91)
und eine neue Niherung von y(t2) mit ¢t = t; + h ermittelt:
Y2 = y1 + hoy.

Diese Berechnungen lassen sich entsprechend oft wiederholen, um Naherungen der Losung auf dem Ge-
samtintervall [to, T| zu erhalten. Das Euler-Verfahren ldsst sich kompakt schreiben als

Yo == y(to)
Yn+1 = Yn + hf(tny yn)

Es stellt sich jetzt natiirlich die Frage nach der Qualitdt der Ndherungen: Wie genau ist das Verfahren?

Zunéchst betrachten wir den lokalen Fehler: Wir bestimmen den Fehler, welchen wir nach einem ein-
zigen Schritt machen, wobei wir an einem beliebigen Punkt y(¢) der Losung starten. Die Idee besteht
darin, die Losung nach Taylor zu entwickeln, um sie mit der numerischen Losung, dem Euler-Verfahern,
zu vergleichen. Dazu sei bemerkt, dass mit der stetigen Differenzierbarkeit der rechten Seite f(¢,y(t))
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y(to) p

Y3

Abbildung 5.1: Explizites Euler-Verfahren

auch die stetige Differenzierbarkeit von y'(¢) folgt. Somit ist die Losung y(t) selbst sogar zweimal stetig
differenzierbar. Wir kénnen somit y(¢ + h) um den Punkt ¢ folgendermafien entwickeln:

1
y(t+h) =y(t) +hy'(t) +h? / (1—s)y"(t + sh)ds.
N 0
=f(ty(®))

Fiir die Differenz der exakten Losung und der mit dem Euler-Verfahren berechneten Approximation er-
halten wir somit

Yt +h) —y1 = B /01(1 —s)y" (t + sh)ds
bzw.
ly(t+ 1) =y ]| < OB
mit C := 1 max, e, 7 ||y (7)].-

Um den globalen Fehler abschitzen zu kénnen, fordern wir zunéchst zusétzlich:

||f(t7y) - f(t7 Z)H < L”y - ZH vy%ER"avtE[to,T]v (53)

d.h. f ist lipschitz-stetig beziiglich des zweiten Arguments geichméfig in t. Da wir f als stetig differenziebar
angenommen haben gilt z.B.

0
t=  sw 1wy <

(t)€lto,T) xR~ Y
Satz 34. Unter diesen Voraussetzungen gilt fiir den globalen Fehler des Euler- Verfahrens

Hy(tn) - ynH < Mh

eL(Tft()) —1
L
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Insbesondere gilt

max Hy(tn) - ynH — 0 fir h — 0,
n$tne|:t0’T]

d.h. die Niherungsldsung konvergiert gleichmdj$ig gegen die exakte Losung, wenn die Schrittweite gegen 0
lauft.

Beweis: Wir werden im Folgenden untersuchen, wie sich Fehler fortpflanzen, und abschlieffend berechnen,
wie sich die Fehler akkumulieren.

Fehlerfortpflanzung: Seien v,,4+1 und w41 durch einen Schritt des Euler-Verfahrens aus v, bzw. w, er-
mittelt:

Un+1 = Un + hf(tnvvn)a
W1 = Wy + hf(tn, wy).
Dann lisst sich der Abstand der neuen Werte durch den Abstand der Ausgangswerte wie folgt abschéitzen:
||Un+1 - wn-‘rlll < lon — wnH +h Hf(tnv Un) — f(tnvwn)H

<L||vp —way ||
< (14 hL)||vn, — wy|

Fehlerakkumalation: Bezeichne y*, n > k die Niherung von y(t,) zum Anfangswert y(¢) nach n — k
Schritten. Insbesondere ist y9 = y,, und y" = y(t,).

y(tn)
y(tn—l)
R :yn—]

Abbildung 5.2: Lady Windermere’s Fécher

Nach den Uberlegungen iiber den lokalen Fehler gilt:

lyitt —yigall < OR°
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und die Fehlerfortpflanzung liefert

lystt — el < 1+ RL)|lyhET =y

n—1

IN A

(1+hL)™ * Hlye ] — vl
< (L4 hL)"*1Ch?.
Insgesamt ergibt sich daher
y(tn) = ynll = llyn — vl
<lwn = yn M+ lyn " = un 20+ My = Yall + 1yn — wall
<Ch?*+ (1+hL)Ch* + ...+ (1 + RL)"2Ch* + (1 + hL)"*Ch?
<CR*(1+ (1 +hL)+...4+(L+hL)" >+ (1+hL)" ).

Wir nutzen die Formel

und erhalten

1— (1+hL)"
_ < 22 T

< Ch(1+hL) — 1.
L
Fiir die Exponentialfunktion gilt

2 $3

T
. :

>0
Wir erhalten daher die zu beweisende Abschéitzung

exp(hL)™ — 1
L
< Ohexp(nhL) -1
L
<o —wh =1

Bemerkung 25.

Sei V  eine beschrinkte Umgebung der Trajektorie
{(t,y(®)|t € [to,T)}. Satz 34 zeigt: Falls die Schrittweite
hinreichend klein ist, so bleibt die numerische Trajektorie
{(tn, yn)|tn € [to,T]} in V. Insbesondere geht dann nur die
Lipschitz-Konstante von f|y in die Fehlerabschitzung ein.
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5.2 Runge—Kutta Verfahren

In diesem Abschnitt suchen wir Verallgemeinerungen des Euler-Verfahrens, um bei gleicher Schrittweite
h hohere Genauigkeit zu erhalten:

ly(tn) — ynll = O(RP), p>1.

Ein mogliches Vorgehen ist: Wahle nicht nur eine Tangente, sondern das gewichtete Mittel mehrerer
Tangenten an verschiedenen Stellen

Yn+1 = Yn + hz bzf(tn + Cihv Y;) (54)
=1

Um die Ndherungen Y; von y(t, + ¢;h) zu berechnen, muss ein im Allgemeinen nichtlineares (s - n)-
dimensionales Gleichungssystem gelost werden:

Yizyn+h2aijf(tn+cjh,Yj), 1=1,...,s. (55)
j=1

Man nennt die Y; die Stufenwerte. Gilt a;; = 0 fiir j > 4, so kénnen die Stufenwerte explizit berechnet
werden. Die Verfahrensmatrix A besitzt in diesem Fall die Struktur

0o ... 0
A= a21
asi ... Ggs—1 0O

Man nennt das Verfahren, welches durch die Gleichungen (5.4) und (5.5) gegeben ist, Runge-Kutta Ver-
fahren. Es ist durch die Gewichte b;, die Knoten ¢; und die Verfahrensmatrix A eindeutig bestimmt.
Runge-Kutta Verfahren werden im so genannten Butcher-Tableau reprisentiert:

ci |ai1 ... Qig
Cs | Qg1 ... Qgg
R

Definition 14. Ein Runge—Kutta Verfahren besitzt die Ordnung p, falls fir jedes Anfangswertproblem
v =f(ty), ylto) =wo
mit (p+ 1)-mal stetig differenzierbarem f fiir den lokalen Fehler
y(to +h) —y1 = O(AP*H)
qgilt.
Satz 35. Fiir den globalen Fehler gilt dann
1y (tn) = ynll < MR,

wobei die Konstante M unabhingig von n und h mit t,, = to + nh € [to, T ist.
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Beispiel 29. Das klassische Runge—Kutta Verfahren der Ordnung p = 4 lautet

=N = O

aH O O D=
wlH O
ol =

I
6

Zusammenhang zur numerischen Integration: Das Anfangswertproblem (5.2) ist dquivalent zur Integraldar-
stellung

y(t):yo+/t f(s,y(s))ds.



