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Problem 1. Beweisen Sie folgende Ausagen aus der Vorlesung über Gradientensysteme

ẋ = −∇V (x) .

a) An regulären Punkten von V kreuzen seine Trajektorien Niveau-Hyperflächen {x ∈ DDD : V (x) =
c} orthogonal.

b) Strikte lokale Minima von V sind asymptotisch stabile Gleichgewichtspunkte des Gradientensys-
tems.

Abbildung 1: Phasenporträt des endemischen SIR-Modells; aus: M. Choisy, J.-F. Guegan, P. Rohani,
Mathematical modeling of infectious diseases dynamics, pp. 379–404, Encyclopedia of
Infectious Diseases; 2007 Wiley & Sons.

Problem 2. Das endemische SIR-Modell ist eine leichte Modifikation des SIR-Modells aus der Vorle-
sung: Für α, β, γ > 0 lautet es

Ṡ = α− βIS − αS ,
İ = βIS − γI − αI ,

mit Anfangsdaten
S(0) = S0 ≥ 0 , und I(0) = I0 ≥ 0 .

a) Diskutieren Sie die (eindeutige, globale) Lösbarkeit dieser AWA.
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b) Untersuchen Sie seine (hyperbolischen?) Gleichgewichtspunkte auf Stabilität — in Abhängigkeit
von seiner Reproduktionszahl R = β

α+γ . Interpretieren Sie Ihre Aussagen (anhand von Figur 1)
epidemiologisch.

c) Wie lautet eine Diskretisierung mit dem impliziten Eulerverfahren? Ist dieses in jedem Zeitschritt
lösbar?

Hinweis zu c): Verwenden Sie den Banach’schen Fixpunktsatz: wie lautet hierbei eine implementier-
bare Fixpunkt-Iteration in jedem Zeitschritt?

Bitte emailen Sie Ihre Bearbeitung in pdf-Format bis Mittwoch, den 23.06.2021, um 23.59 Uhr
mit Name und Betreff: ODE-Uebungen-2021 an: “ eberspaecher@na.uni-tuebingen.de “.
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