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Problem 1. a) Sei 2 c R, und f € C(2;R%). In der einfihrenden Numerik-Vorlesung haben wir mit-
hilfe des expliziten Euler-Verfahrens und einer hiermit konstruierten, gewissen konvergenten Teilfolge
stetiger Funktionen eine lokale Losung gefunden der AWA:

x=f(x) (0<t<T), x(0)=x0 €2 (1)

— und somit konstruktivden Satz von Peano bewiesen. Wiederholen Sie den Beweis.

b) Sei zusétzlich f Lipschitz. Zeigen Sie, da3 die gesamte — in a) konstruierte — Folge approximie-
render, stetiger Funktionen nun gegen die Lésung von (1)) konvergiert.

c) Sei zuséatzlich f € C*(2;R?). Es bezeichne {y"}Y_ , c R? die endliche Folge von (expliziten)
Euler-lterierten, bei uniformer Schrittweite h = % Zeigen Sie, daf3 folgende Abschéatzung gilt:

3C >0: max Ix(tn) —y"|| < Ch.
Wovon hangt die hierbei verwendete — von h unabhangige! — Konstante C' > 0 ab?

Hinweise: 1. Abhangig von der ‘Kompliziertheit’ von f gelten also fur das (fir Simulationen implemen-
tierbare! — also numerische) explizite Eulerverfahren: ‘Teilfolgenkonvergenz’ (a)), ‘Konvergenz’ (b)),
bzw. ‘Ratenkonvergenz’ (c)).

2. Fir die Bearbeitung hilfreich ist das Skript von R. Rannacher: Numerik | — Numerik gewdhnlicher
Differentialgleichungen (U Heidelberg; online verflgbar).

Problem 2. Sei 7" > 0. Fur viele Probleme (1) erweist sich das implizite Euler-Verfahren mit lterierten
{y"}¥_, c R? als sinnvoll — anstelle des expliziten Euler-Verfahrens —, die erfillen

T
y'=y" +hf(y")  (1<n< und y° =xqo. )

= E) 3
als sinnvoll. Hier mu3 nun allerdings die (eindeutige) Lésbarkeit von fir jedes n > 1 zunéachst
analytisch geklart, und dann numerisch angegangen werden.

a) Diskutieren Sie die Lésbarkeit von (2) pro Zeitschritt fir f(x) = Ax, mit A € R¥9, bzw. —A €

dxd
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b) Anstelle der autonomen ODE (1) betrachten wir die ODE:

x=A(t)x (t>0),  mitt —A(t) € RS

Wie lautet hier nun das implizite Euler-Verfahren? Zeigen Sie fir dieses Verfahren Ratenkonver-
genz, und prazisieren Sie hierbei nétige Forderungen an beteiligte ‘Daten’ T', xo, und f = f(¢, x).

Bitte emailen Sie lhre Bearbeitung in pdf-Format bis Mittwoch, den 09.06.2021, um 23.59 Uhr
mit Name und Betreff: ODE-Uebungen-2021 an: “ eberspaecher@na.uni-tuebingen.de “.
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