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6. Ubungsblatt zur Analysis II

Aufgabe 31: Es sei F(r,0) = f(rcosf,rsinf), wobei f: R? — R differenzierbar sei. Berechnen Sie

oF oF
E(T’ ) und %(r, 0)

und zeigen Sie, daf
of N\ (Of . \?_ [OF 2 1 (oF 2
(83:1 (r cos 0,rsm9)> + <8:c2(r cos 9,TSIH9)> = E(T’ 0)) + =2 (r,0)) .

Aufgabe 32: Fiir die differenzierbaren Funktionen p,q: R — R" und H : R™ x R™ — R gelte

() Bel) = ~5o 0000 . @) =+ Ga0) (k=1L

fiir alle t € R. Zeigen Sie, dak H (p(t), q(t)) einen konstanten Wert unabhéngig von ¢ annimmt.

Bemerkung: Die Hamilton’ Gleichungen () bestimmen die Bewegung eines mechanischen Systems mit Po-
sitionen ¢(¢) und Impulsen p(t) zur Zeit t. Die Gesamtenergie H (p(t), ¢(t)) bleibt dabei erhalten.

Aufgabe 33: Sei f: R — R? gegeben durch f(t) = (cost,sint)”. Zeigen Sie, dak mit a = 0,b = 2~ fiir
alle £ € R gilt:
f) = fla) # f(E)(b—a).

Aufgabe 34: (Matrizennormen) Zeigen Sie zunéchst fir A = (a;;) € R™*™ folgende Ungleichungen:

(i) [JAlW = maxj=1,.n Y iy |aijl (maximale Spaltenbetragssumme)

|Allso = AT |1 = maxi=1,.m > i1 laijl (maximale Zeilenbetragssumme)

(ii) A2 < \/ D i E?:l a?j
[All2 < VIIAllL (Al

(iii) ||All2 = v/ grofter Eigenwert von AT A

Zeigen Sie dann fir A, B € R™" und jede Matrixnorm die Ungleichung
[AB| < [|A[lIB]-

Hinweise: zu (ii) Cauchy-Schwarz; ||z]|3 < ||z]l1 [|z]|co fiir z € R"
zu (iii) Diagonalisierung A7 A = Q7 DQ mit Orthogonalmatrix Q.



Aufgabe 35: Seien @ > 0 und die Funktion f: D C R — R mit f(z) = 13, (z + 2). Finden Sie den
grofiten Definitionsbereich D, sodafs der Banach’ Fixpunktsatz fiir jedes abgeschlossene A C D anwendbar
ist.

Aufgabe 36: Sei f: R™ — R" eine Kontraktion und g : R® — R" stetig differenzierbar mit beschrénkter
Ableitung. Zeigen Sie, dafs fiir betragsméfig hinreichend kleines € € R auch f + g eine Kontraktion ist.
Zeigen Sie fiir die Differenz der Fixpunkte z* von f und z} von f 4+ g, dal
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€
|22 — 2™ < EHQ(CI«“:)H | mllg(w*)ll :

wobei a < 1 die Lipschitz-Konstante von f bezeichnet und M eine Schranke fiir die Ableitung von g.
Hinweis zur Ungleichung: Betrachten Sie die Fixpunktiteration von f mit Startwert x} bzw z*.
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