Musterlosungen zu Blatt 13

1 Aufgabe 73

Zeigen Sie: In der Situation des Satzes von Picard-Lindeldf gilt

M
y(r) —yo < f( elle=aol _ 1) fir|lx — o] < a.

Hinweis: Zeigen Sie die Abschitzung fiir die Iterierten yy.

Beweis. Zunéchst zeigt man (vgl. Schritt b) des Beweises des Satzes von Picard-Lindel6f in der Vorle-

sung), dass |lyg+1 — vkl < 2MLk_1%. Hierbei ist der Induktionsanfang

ly2(z) =y () || < /m 17 @) < M|z — o
SN—— o

=Y0

und der Induktionsschritt ist komplett analog zum Induktionsschritt von Teil b) in Satz 1 von Kapitel
VI.2. Mit der so bewiesenen Aussage hat man dann

ly(x) = yoll < lly(x) H+Z\|yz —y-1 (@) + (@) — p1(2)|
<MIL- 2\1<Lo\l L <M |z—xzo|
]\41C ! L\x x()\ M/ o
< ly@) — @)l + 7 D o < (@) — @)l + 7 (el 1),
=1

Da die Picard-Iterierten (yi) gleichméfig gegen y konvergieren (also insbesondere punktweise gegen y
konvergieren), folgt die Behauptung. O

2 Aufgabe 74

Sei A: R — R™ " stetig. Zeigen Sie:



(a) Die Losung des Anfangswertproblems

y(0) =yo €R", 3 = A(z)y,
existiert auf ganz R.

(b) Die Abbildung, die dem Anfangswert den Losungswert an der Stelle x zuordnet, ist fir jedes x
linear.

Beweis. Zu (a): Zuerst macht man sich klar, dass fir die Funktion f(z,y) := A(z)y folgendes gilt:
Fiir jedes € R und Vp > 0 existiert ein L(x, p) > 0, so dass Vy,z € R™ und Vz € [x — p, z + p| gilt

1z y) = f(2,2)|| < Lily — 2|

Das sieht man durch folgende Ungleichung:
1f(@,y) = f(@,2) = |A@)(y — 2l < [A@)] - [ly — =]|

x — ||A(x)|| eine stetige Funktion ist, nimmt sie ein Maximum auf [x — p,z + p| an. Nach dem Satz
von Picard-Lindel6f existiert eine eindeutige Losung auf [x — p, z + p].

Jede Losung einer (stetigen) Matrix ODE, die ein beschrinktes Definitions-Intervall hat, ldsst sich also
fortsetzen. Die Maximale-Losung muss also auf ganz R existieren.

Zu (b): Die Abbildung ist wie folgt zu verstehen: Man fixiere z € R. Zu jedem yy € R™ existiert nun
eine eindeutige Losung y: R — R™ die das AWP

{y’ = A(x)y,
y(0) = o,

16st. Werte schlieflich diese Losung in x aus.
Wir bezeichnen die Abbildung mit R(x): R™ — R"™. Zu zeigen ist: Vyp, z0 € R” und A € R gilt

R(z)(yo + A20) = R(x)(yo) + A - R(z)(20)-

Sei y die eindeutig bestimmte Maximale-Losung zum Anfangswert yo und z die Maximale-Lésung zum
Anfangswert zp. Offenbar 16st die Funktion z — y(z) + X - z(x) die Matrix ODE zum Anfangswert
Yo + Azo. Aus der Eindeutigkeit der Losung folgt die Behauptung. O

3 Aufgabe 75

Betrachten Sie die lineare Differentialgleichung

Y (x) = A(x)y(z),

wobei A(z)+ A(x)T negativ semidefinit sei. Zeigen Sie, dass entlang jeder Losung die euklidische Norm
monoton abnimmt:
y(x2) <y(xy), fur beliebige x2 > 7.

Beweis.

P =2+ 0,90 =2 (Ay,y) = {(Ay,9) + (5,7 Ay) = (A +1d)y,y) <O a



4 Aufgabe 76

Zeigen Sie: Entlang jeder Losung der Pendelgleichung

!

y' = —sin(y)

ist die Energie
1
E = 5(y)* = cos(y)

konstant.

Bewezs.

o VY Fsin@y) -y = —sin(y)y’ +sin(y)y’ = 0. O

5 Aufgabe 77

Zeigen Sie: Jede Losung der gedampften Schwingungsgleichung
y'+d-y +k-y=0, d>0k>0
strebt gegen 0 fiir x — oo.
Beweis. Das charakteristischen Polynom lautet:
X)) =2 +d- A+ k.
Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms sind gegeben durch

—d++d?— 4k

Falls die Diskriminante verschwindet, dann haben wir eine doppelte Nullstelle und die allgemeine
Losung ist eine Linearkombination von e*?® und ze*'*. Da aber A\; < 0 ist und die Exponentialfunktion
starker fallt als jedes Polynom, strebt die Losung fiir x — oo gegen 0.

Falls die Diskriminante nicht verschwindet, dann ist die allgemeine Losung eine Linearkombination
von e*? und e*?*. Falls die Diskriminante positiv ist, dann ist der Zahler negativ und die Behauptung
folgt. Falls die Diskriminante negativ ist, dann ist der Realteil von A1 und As negativ und der Betrag
der Losung strebt wieder gegen 0. OJ

6 Aufgabe 78

Zeigen Sie die Aquivalenz der beiden Aussagen

(i) Jede Losung der linearen Differentialgleichung
y = Ay, A€ R™" konstant,

bleibt beschrankt fir £ — oo.



(ii) Jeder Eigenwert von A hat nicht-positiven Realteil, und die Eigenwerte mit Realteil 0 sind geo-
metrisch einfach, also haben nur Jorden-Blécke der Dimension 1.

Beweis. Bevor wir die Behauptung zeigen, wiederholen wir die Jordan-Normalform der Linearen Alge-
bra: Fiir A € R™*" existiert eine (komplexe) Basiswechsel-Matrix T' € GL¢(n), Eigenwerte A1, ..., Ax €

C und natiirliche Zahlen ngl) > ng) > > n,@i (Dimensionen der Jordan-Blocke zum Eigenwert \;)
firi=1,...,k, so dass
J(A1) 0
T.-A-T7! = ,
0 J(Ak)

wobei J(A;) fiir i = 1,..., k aus mehreren Jordan-Blocken aufgebaut ist, d.h.

: 1 0
J(n") 0 o
; . .. (), (3)
J(\) = . mit J(nl)) = eR™ X
(i) AR
0 J () 0 \,
Fir z :=T - y gilt
7 =Jz,
d.h. wir kénnen 0.E. A = J annehmen. z = (z1,..., zx) ist ein Losung dieser Matrix-ODE, wenn fiir
i =1,...,k die Funktion z; die (kleinere) Matrix-ODE
lost. z; = (ZY), ey ,27(%1) ist Losung dieser Matrix-ODE, wenn fiir j = 1,...,m; die Funktion zj@ die

(kleinere) Matrix-ODE

(@ _ (95, (#)
(Zj ) = J(”j )Zj

16st, wobei die auftretende Matrix ein Jordan-Block der Dimension ngi) von A zum Eigenwert \; ist.
D.h. z ist beschrankt genau dann, wenn jedes 2\ beschriinkt ist. Auf Blatt 12 wurde aber gezeigt,

J
dass zj@ von der Form

A@) = (m@)e . pi(@)e)

ist, wobei pi(z) € Clz] fiir k = 1,...,j ein Polynom mit komplexen Koeffizienten vom Grad < k — 1
ist. Wenn die Losung beschrankt bleiben soll, dann muss Realteil jedes Eigenwertes nicht-positiv sein.
Wenn der Realteil des Figenwertes negativ ist, dann ist die Beschréanktheit diese Komponente gegeben.
Falls der Realteil eines Eigenwertes verschwindet, dann ist es notwendig und hinreichend, dass der Grad
des Polynoms gleich 0 ist, was gleichbedeutend damit ist, dass jeder Jordan-Block dieses Eigenwertes
von Dimension 1 ist. O



