Musterlosung zu A52

1 Teil (a)

Behauptung.

2k
F®)(z) = ( Z cia:i) e"s firz>0 und F®0) =0 fiir ¢; € R geeignet.
i=k+1

Beweis. Beweis durch Induktion iiber k£ € N.
LA: k=1
Die Berechnung der ersten Ableitung von f fiir z > 0 ergibt f/(z) = 27 2e~
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die Ableitung in 0 erhalten wir

da die Exponentialfunktion schneller fallt als jedes Polynom. Die Behauptung sei also wahr fiir ein
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und

®) (p) — (&) 1 [ & , ko :
lim 1) — £7(0) = lim — Z ch™ e~ h = lim Z ch™ e =0,
h—0 h h—0h \ h—oo \ .
i=k+1 i=k+1
wiederum, da die Exponentialfunktion schneller fallt als jedes Polynom. O

2 Teil (b)
2.1 0. Schritt

Die Funktion f(x) ist O fiir negative x und wéchst monoton gegen 1 fiir z — oo (zur Illustration
s. Abb. 1).
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Abbildung 1: Die Funktion f(z).

2.2 1. Schritt

Betrachte die Funktion ¢g : R — R, ¢g(z) = e“f(f(1) — f(1 —x)). Ist x <0, soist 1 —z > 1, also gilt
wegen der Monotonie von f, dass f(1)— f(1—x) < 0 ist, was wiederum f(f(1)— f(1—=x)) = 0 impliziert.
Ist 2 > 1,s0ist 1 —2 <0, also f(1 —x) =0 und somit e*f(f(1) — f(1 —x)) =e“f(f(1)) = e ¢ =1.
Die Funtion ¢g(x) ist in Abb. 2 geplottet. Die Funktion ¢q ist als Komposition glatter Funktionen
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Abbildung 2: Die Funktion ¢q(z).

wieder glatt. Auferdem ist fiir z € (0,1)

¢o(z) = e“f (f(1) = f(L—2)) - (= f'(L = 2) - (-1))
=e“(—(f(1) = fF(L—2)) P exp (—(f(1) = fFL—2)7") - (L —a) Pexp (~(1 —2)7})

> 0.

Somit ist ¢ auf (0,1) streng monoton wachsend.

2.3 2. Schritt

Betrachte die Abbildung ¥4 : R — R,z — $=2. Diese bildet das Intervall [a, b] bijektiv auf [0, 1] ab.
Setze nun ¢1(x) = ¢ 0 g p(x). Diese Abbildung ist fiir # < a konstant 0 und fiir z > b konstant 1. Im
Intervall (a,b) ist ¢1 streng monoton wachsend, da ¢'(x) = ¢y(3=2) - ;= > 0 ist. Die Funktion ¢;(x)
ist in Abb. 3 fiir den Fall a = 2, b = 4 skizziert.

3 3. Schritt

Analog zur Funktion ¢; kann man die Funktion ¢a(x) = ¢g 0 ¥_q _.(—x) definieren. Diese ist fiir den
Fall ¢ = 6, d = 8 in Abb. 4 zu sehen.
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Abbildung 3: Die Funktion ¢4 (z) fiir den Fall a = 2, b = 4.

Abbildung 4: Die Funktion ¢o(z) fiir den Fall ¢ = 6, d = 8.



4 4. und letzter Schritt

Nach der Vorarbeit in den Schritten zuvor, konnen wir nun einfach ¢ : R — R als

z = ¢0(Yap(2)) - Po(Y—d,—c(—7)).

definieren. Dieses hat die gewiinschten Eigenschaften. In Abb. 5 ist die Funktion ¢(x) fiir den Fall

a=2b=4, ¢=6,d= 8 gezeigt. Abb. 6 zeigt fiir den gleichen Fall nochmal alle in der Aufgabe
verwendeten Funktionen.
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Abbildung 5: Die Funktion ¢(x) fiir den Falla =2, b=4, ¢ =6, d =8.



Abbildung 6: Alle in der Aufgabe betrachteten Funktionen fiir den Falla =2, b =4, ¢c=6,d = 8.



