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13. Übungsblatt zur Analysis I

Aufgabe 73: Seien die Funktionen a, b : R→ R differenzierbar und f : R→ R stetig. Zeigen Sie:

d

dx

b(x)∫
a(x)

f(t)dt = f(b(x)) · b′(x)− f(a(x)) · a′(x) .

Aufgabe 74: Berechnen Sie jeweils eine Stammfunktion für die Funktionen f(x) =
√
1−x2

x2 , g(x) = x2
√
1+x2

,

h(x) = x
x2−6x+13

, u(x) = cos(x)
1+cos(x) , und v(x) = x2+x

(x2+1)2
.

Aufgabe 75: Berechnen Sie
∫ 1
0 xn(lnx)ndx durch partielle Integration. Verwenden Sie dann die Reihen-

entwicklung der Exponentialfunktion in xx = ex lnx, um zu zeigen (Bernoulli 1697):∫ 1

0
xxdx = 1− 1
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Hinweis: Setzen Sie hierbei die Funktionen xx und xn ln(x)n stetig auf das abgeschlossene Intervall [0, 1] fort.

Aufgabe 76: Sei f{k}n : [0, 1]→ R für k = 0, 1, 2 gegeben durch

f{k}n (x) =
nkx

(1 + n2x2)2
.

Berechnen Sie lim
n→∞

f
{k}
n (x) für x ∈ [0, 1] und den Maximalwert von f

{k}
n . Untersuchen Sie, ob die Konvergenz

gleichmäßig ist. Gilt

lim
n→∞

∫ 1

0
f{k}n (x)dx =

∫ 1

0
lim
n→∞

f{k}n (x)dx ?

Aufgabe 77: Finden Sie den größten Definitionsbereich der Funktion f(x) =
∞∑
n=1

e−n sin(nx) und zeigen

Sie, dass f differenzierbar mit stetiger Ableitung ist.

Aufgabe 78: Zeigen Sie, dass die Reihe

1

1 + x2
=
∞∑
j=0

(−1)jx2j

auf dem Intervall [0, b] mit 0 < b < 1 termweise integriert werden darf. Sie erhalten so die Arcustangens–
Reihe.
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