
Der Sinus an der Wiege der Naturwissenschaften

G. Wanner (“Webinar” Genf⇒ Tübingen, Feb. 2021)

“Wiege ??” ... das beginnt mit etwas ganz Altem ...

A.H.Rhind
(1833–1863)

A.Eisenlohr Rhind Papyrus, 1950 v.Chr. ⇒ 1650 v.Chr..
– p.1/47



A.H.Rhind ⇒ August Eisenlohr (1877):

Eisenlohr nr.

Fl. Rechteck 49

Fl. Kreis 50

Fl. Dreieck 51

Fl. Trapez 52

Feldteilung 53

– p.2/47



Rhind Nr. 50: Kreisfl. = (diam− diam

9
) zum Quadrat

T.E.Peet (1923)

hieroglyphic
hieratic

Warum? Rhind Nr. 48:

3 3 3

9 · 9

−9

−9

Fläche = 9 · 9− 2 · 9 = 63 (ist kein Quadrat) ≈ 64 = 82

(exakt ????? NEIN!) – p.3/47



Die griechische Strenge: Archimedes

−500 −400 −300 −200 −100 0 100 200 300

Thales
Pythagoras

Platon
Eudoxus

Aristoteles
Euklides

Archimedes
Apollonius

Hipparchus

Ptolemaios
Diophantus

Pappus
Proclus

B. C. A. D.
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Suchen π
W. Jones 1706

= πerimeter 1 = Fl. 1

Euklid (Buch V): Einzig streng ist: r < π < R r,R rat.

Archimedes “Riemannsche Unter- und Obersummen”:

Proposition 3: (3.1408 <) 3
10

71
< π < 3

1

7
(< 3.1428572)

Rhind: 4·64
81 = 3.1605
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Archimedes’ Beweis für 310
71 < π:

Biblioteca del Real Monasterio de El Escorial, manuscrito X-I-14 ( c©Ph. Henry)
– p.6/47



Entziffern ...

F. Commandino (grec-latin) 1558

Heiberg (grec) 1888

Th. Heath (english) 1920

⇐ Ver Eecke (français) 1921

BΓ = 1
2 (6-gon)

berechne HΓ,ΘΓ,KΓ,ΛΓ

und 96 · ΛΓ < π.

– p.7/47



Noch etwas klarer: (s, c)pour α 7→ (x, y)pour α
2

:

(Ver Eecke)

1

s y
c

x x
y

cx
y

α
2α
2 α

A

B

Γ

H

Z

△ ≈ △ ⇒ ΓZ =
x

y
, △ ≈ △⇒ ZB =

cx

y
⇒ s =

x

y
(1 + c)

x

y

1
t= x

y

√
1 + t2

A B

Γ

H

T
x

y
=

s

c+ 1
= t

△ ≈ △ ⇒ x =
t√

1 + t2
=

√

1− c

2

HΓ >
780

30133

4

, ΘΓ >
240

1838 9

11

, KΓ >
66

10091

6

, ΛΓ >
66

20171

4

×96
⇒ 3

1137

8069– p.8/47



... und weiter ?
Zu Chongzhi (China 480 n.Chr.) mit derselben Methode:

3.1415926 < π < 3.1415927

Mādhava (Kerala, Indien 1350–1425 n.Chr.) ähnliche M.:

π = 3.14159265359

Al-Kāshı̄ (Samarkand 1424 n.Chr.) 26× Archimedes :

π = 3.1415926535897932

Die Europäer waren noch etwas hinten:
Josephus Scaliger (Leyden publ. 1594):

π =
√
10 = 3.162278 !!!

Diese Behauptung des berühmten Professors Joseph Scaliger
entfachte einen Sturm der Entrüstung ... – p.9/47



Adriaan van Roomen

(publ. WVRCEBURGI 1597):
nein, Archimedes ist richtig ..
π = 3.1415926535897932

Sein Freund
Ludolph van Ceulen

am Ende seines Lebens (1610)
(Grabinschrift in der
Pieterskerk zu Leyden)...

π = 3.14159265358979323846264338327950288
– p.10/47



Sehnentafel des Klaudios Ptolemaios
(150 A.D., Cl. Ptolémée, Ptolemy, Tolomeo, Ptolemæus, Ptolemäus,....)

α
60

60

cordα

– p.11/47



Wie zu lesen ?
gr. gr. rm.
α 1 A A
β 2 B B
γ 3 Γ C ↓
δ 4 ∆ D
ε 5 E E

(̥) 6 F F
ζ 7 Zր G
η 8 H H
ϑ 9 Θր I
ι 10 I I J
κ 20 K K
λ 30 Λ L
µ 40 M M Z
ν 50 N N ↓– p.12/47



zur Kontrolle:
0 30 0 31 25
1 0 1 2 50
1 30 1 34 15
2 0 2 5 39
2 30 2 37 4
3 0 3 8 28
3 30 3 39 53
4 0 4 11 17
4 30 4 42 40
5 0 5 14 4
5 30 5 45 27
6 0 6 16 49
6 30 6 48 11
7 0 7 19 33
7 30 7 50 54
8 0 8 22 15
8 30 8 53 35
9 0 9 24 54
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Ptolemaios’ Geographie (Γη̂ . . . γ̺άϕω . . . µετ̺έω):

Ptolemaios vermisst

8000 Städte, z.B. ...

Längengrade fehlerhaft bei 180◦ ⇒ Chr. Columbus !!
– p.14/47



Johannes Regiomontanus (1436–1476):
mit 11 Uni Leipzig, mit 12 erstes Buch, mit 14 Uni Wien, mit 25 Rom
liest Archimedes, Ptolemeus im Original, sowie arabische Schriften⇒

De triangulis omnimodis libri quinque, (publ. 1533);
1

sinui recto complementi arcus be

sinus arcus be1

α c

b

ea

Compositio tabularum sinuum (publ. 1541)
(“SEQVITVR NVNC EIVSDEM IOANNIS Regiomontani tabula sinuum,
per singula minuta extensa . . .”).

– p.15/47



L. Euler
E14 (1729):
E101 (1748):

1

sinui recto complementi arcus beXXX XXXXXX X

sinus arcus beXXXX1

α

b

e

⇒

cosx

sin x1 x

Für die Additionstheoreme (Introductio Cap. VIII, §128)

sin(x+ y) = sin x cos y + cos x sin y

cos(x+ y) = cos x cos y − sin x sin y

schreibt er einfach “Hinc vero etiam constat ...”
sie waren also schon vor 3 Jhten. jedem Anfänger bekannt...
Historische Beweise ?? – p.16/47



(Regiomontanus 1533, p. 128)
(Jost Bürgi, 1584)

(F. Viète, 1593, impr. 1646)

(vide Archimedes !!)

cosx cosx sin y

sin(x+y)

sin(x−y)

x
x y

A

M

E

C

S

O

N

sin(x+ y)− sin(x− y) = 2 cosx sin y

1
x

y
y

cos(x+ y)
sin(x+ y)

sinx
cosx−sinx tan y

sinx tan y

sin x
cos y

A B

C

E

I

AE = AI cos y = cosx cos y − sinx sin y

EI = AI sin y ⇒ EI + IB = sin(x+ y)
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Historische Berechnungen der Sinustafeln
Das erste Problem war die Berechnung von

sin 1◦ = 0.01745240643728351 = 1 2 49 43 11 14 44 16..

alle anderen Sinuswerte durch Additionstheorem.
Bereits Archimedes’ Resultate für BΓ, HΓ, ΘΓ, KΓ, ... sind

n α sinα sinα/α Basis 60

6 30.0000 0.50000000 0.01666667 1 0 0 0
12 15.0000 0.25881905 0.01725460 1 2 6 59
24 7.5000 0.13052619 0.01740349 1 2 39 9
48 3.7500 0.06540313 0.01744083 1 2 47 13
96 1.8750 0.03271908 0.01745018 1 2 49 14
192 0.9375 0.01636173 0.01745251 1 2 49 44

Sinuswerte für immer kleinere α, aber nie α = 1◦.
Lösung: sin 1 ≈ sinα/α (bereits genügend für Ptolemäus).

1

1

1

1

1

Φ Φ
18◦

Bemerkung.

sin 18◦ = 1/(2Φ) (gold. Schnitt)

⇒ sin 3◦ = sin(18◦ − 15◦) (exakt bekannt)

x = sin 1◦ ⇒ −4x3 + 3x = sin 3◦ (Al-Kāshı̄ 1429)
– p.18/47



Parameśvara (Indien, ca. 1380–1460) (Dank an Ph. Henry für Zitat)

Ist einmal π bekannt (siehe Mādhava oben), gibt es einfache Methode für sinα,
α beliebig, beschrieben in Form von 37 Sanskrit Verszeilen, beginnend mit

cāpāj jı̄vāpi sādhyā syād avis̀es.ākhyakarman. ā
ardhı̄kuryād is.t.acāpam. tadardham ca tathā punah.

die wir aber nicht im Original weiterlesen, auch nicht in der engl. Übersetzung von
Kim Plofker (1996), denn aus 37 Verszeilen machen wir 10 Fortranzeilen:

PI=3.14159265358979324D0
S=PI/(1024.D0*180.D0)
C=SQRT(1.D0-S**2)
WRITE(6,*)0,S,C
DO I=1,10

STORE=2.D0*S*C
C=1.D0-2.D0*S**2
S=STORE
WRITE(6,*)I,S,C

END DO

0 0.00001704423098 0.99999999985475
1 0.00003408846195 0.99999999941899
2 0.00006817692386 0.99999999767595
3 0.00013635384740 0.99999999070381
4 0.00027270769226 0.99999996281526
5 0.00054541536423 0.99999985126103
6 0.00109083056622 0.99999940504416
7 0.00218165983444 0.99999762017735
8 0.00436330928496 0.99999048072073
9 0.00872653549880 0.99996192306417
10 0.01745240643813 0.99984769515638

Die Idee ist, mit einem beliebigen α (wir nehmen, what else ? α=1◦)
dieses α durch 2n zu dividieren, mit z.B. n=10, dann ist
sin(2−nα) ≈ arc(2−nα), cos =

√

1− sin2, und wir gehen
in n Schritten mittels sin 2x = 2 sin x cosx, cos 2x = 1− 2 sin2 x nach oben.– p.19/47



Ptolemäische Kosmologie

(Almagest de Ptolemy, pub.1496) (Copernicus, publ. 1543)
– p.20/47



Tycho Brahe (1546 – 1601) Joh. Kepler (1571 – 1630)

(in Prag seit 1599)

(in Prag seit 1600)

– p.21/47



(Abb. von Kepler 1609)

viele extrem genaue Abst.SM

SM

sin τ
=

ST

sinµ

µ

τ

σ

T

M S

– p.22/47



Problem: Bei Mars ist für exzentrisches Kreismodell
Abst.SM bei Opticæ maximæ um Faktor 1.00429 zu gross !!

1.00429

1

1

5◦18′
u

S

M
R

O

P

Kepler: 1.00429 = 1/ cos 5◦18′

– p.23/47



Kepler “somno expergefactus, & novam lucem intuitus”:

1.00429

1

1

e5◦18′
u

S

M
R

O

P
P

Idee: ersetze Hypotenuse durch Kathete P 7→ P

PS = PR = 1 + e cosu

Eigentlich absurde Idee, ABER:

“Diese Abstände werden bestätigt durch sehr zahlreiche
und sehr genaue Messungen” (Ende von Kap. 56) – p.24/47



Noch zwei Griechen ...
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du

1

cosu

r/e
r

1

1/e

S

P

O

B
K r/e+ cos u = 1/e

r = 1± e cos u

⇒ Bahn ist Ellipse !!

(Newton Principia 1687)

Pappus: BS = eBK

– p.25/47



Johannes Kepler “de Marte triumphum” (1609):

– p.26/47



Zoom auf PARS TERTIA et QVARTA

← Kap. 40: Flächensatz

← Kap. 56: Formel der Ellipse

– p.27/47



Newton: Allg. Gravitationsgesetz (1684,1687)
‘The Principia is .. the greatest scientific book ever written.’
(http://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Newton.html)

(from ms. Add. 39657a)
(Newton’s Princ. 1687, Leibniz’ handwriting)

Theorem. Kraft prop. RQ prop. QT 2 prop. 1/r2. – p.28/47



Zurück zur Erde: ein Problem der Mechanik:

Voilà les fondements de la physique moderne, céleste et terrestre.

(Delambre 1821; see M. Caspar, J. Kepler, Werke 3, p. 256)

Wie bewegt sich ein an Federn angehängtes Gewicht ?

Bewegung verursacht durch Kraft:

O s

f

Hookesches Gesetz (Robert Hooke 1676):
Kraft ist proportional der Auslenkung f = Const. · s

“The power of any springy body
is in the same proportion with the extension.” – p.29/47



Lsg. Inspir.v.Newton: gleichf. Kreisbew.
Horizt.kr.≈ sin at
Hooke selbe Kraft
sin at ist Lösungs

at

– p.30/47



f, s um Faktor k grösser
selbe Rotation Lsg. k sin at

s
at

– p.31/47



(Abb. von Johann Bernoulli 1728)

Schwingende Saite

y1
y2

y3 y4
y5

y6
y7 y8

F
Ff6

Kraft: f6 = (y7−y6)−(y6−y5)
Bürgi 1: sin(x+ δ)− sin(x− δ) = 2 cosx sin δ

Bürgi 2: cos(x+ δ)− cos(x− δ) = −2 sin x sin δ
d.h., wenn yi = si Sinuskurve, dann sind Kräfte fi prop. −si

s1
s2

s3
s4 s5 s6 s7 s8 s9

f1

f2
f3

f4 f5 f6 f7
f8

f9

Gleiche Lösungen wie im letzten Slide (Taylor 1715) – p.32/47



Taylor (1715)

sin x

cos at sin at

sin 2x

cos 2at sin 2at

sin 3x

sin 3at

– p.33/47



Daniel Bernoulli (1753) Allg. Bew. der Saite: Überlagerung:

Grundton, harmonische O. Spektrum

b1 sin t+ b2 sin 2t+ b3 sin 3t

b1 sin t

b2 sin 2t

b3 sin 3t

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

– p.34/47



Umgekehrtes Problem:
Funktion ϕ gegeben (0 ≤ t ≤ π), suche b1, b2, b3, ... sodass

ϕ = b1 sin t+ b2 sin 2t+ b3 sin 3t+ ...

0 π 2π 3π 4π

ϕ

?

?

?

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

? ? ?

?

?

?
– p.35/47



Lösung(en): 1. In 1764 (E300) schrieb Euler kühn

und schlug zur Berechnung von A,B,C, .. vor, beide Seiten in
die Taylorreihe bez. v zu entwickeln und (ohne Bedenken)
das erhaltene unendliche lineare Gleichungssystem zu lösen.

– p.36/47



Idee wiederentdeckt und ausgeführt von Fourier (1807,1822):
1 = a cos y + b cos 3y + c cos 5y + d cos 7y + &c. für − π

2
≤ y ≤ π

2
.

a+ b+ c+ d+ e+ f+ g = 1

a+ 32b+ 52c+ 72d+ 92e+ 112f+ 132g = 0

a+ 34b+ 54c+ 74d+ 94e+ 114f+ 134g = 0

a+ 36b+ 56c+ 76d+ 96e+ 116f+ 136g = 0

a+ 38b+ 58c+ 78d+ 98e+ 118f+ 138g = 0

a+310b+510c+710d+910e+1110f+1310g = 0

a+312b+512c+712d+912e+1112f+1312g = 0

... drei Seiten Rechnung ...

a =
32

32 − 1
· 52

52 − 1
· 72

72 − 1
· 92

92 − 1
. . . =

3 · 3 · 5 · 5 · 7 · 7 · 9 · 9 . . .
2 · 4 · 4 · 6 · 6 · 8 · 8 · 10. . .=

4

π
... vier Seiten Rechnung b, c, d, ...

1 =
4

π

[

cos y − 1

3
cos 3y +

1

5
cos 5y − 1

7
cos 7y ±&c.

]

.

1

−π

2

π

2

0◦

0◦

8◦

100◦

−π
2

π
2

x

y
cos y · e−x

cos 3y · e−3x

cos 5y · e−5x

. . .
– p.37/47



Lösung 2. 14 Jahre und 404 Arbeiten nach (E300), hatte Euler
(E704) schliesslich “Nuper autem se mihi obtulit idea ...”.
Nämlich die Reihe

ϕ(x) = b1 sin x+ b2 sin 2x+ b3 sin 3x+ ...

mit, z.B., sin 2x multiplizieren und von 0 bis π integrieren
∫ π

0

ϕ(x) sin 2x dx = b1

∫ π

0

sinx sin 2x dx

︸ ︷︷ ︸

=0

+b2

∫ π

0

sin2 2x dx

︸ ︷︷ ︸

π/2

+b3

∫ π

0

sin 3x sin 2x dx

︸ ︷︷ ︸

=0

+...

(fast alle Integrale sind null, “quod integrale utique
evanescit...” siehe Bürgi 2), also b2 =

2
π

∫ π

0 ϕ(x) sin 2x dx.

Fourier (1807, 1822) hatte unabhängig davon, nach 25 Seiten
Rechnung, auch diese Idee:

– p.38/47



Fourier Transformation. Für “Signal” ϕ(x), (0 ≤ x ≤ π),
gilt für das Spektrum Fϕ = {b1, b2, b3, ...}

F : bk =
2

π

∫ π

0

ϕ(x)·sin kx dx F−1 : ϕ(x) =
∞∑

k=1

bk ·sin kx .

1

0 10 20 30

10−2

10−1

100

1

0 π

ϕ
F(ϕ)

0 π

F−1(F(ϕ))

links: Funktion ϕ; Mitte: bk (rot negativ); rechts: Rekonstruktion (k = 1, 2, 4, 5, 29)

Das Beispiel scheint gut zu funktionieren (selbst bei einem “geknickten” ϕ),

trotzdem gab es für das 19. Jhr. einiges zu klären, z.B.:

• Durfte man die unendliche Reihe gliedweise integrieren (Weierstrass)

•Was ist eigentlich ein “Integral” für die Berechnung von bk (Riemann)

• Konvergiert die erhaltene Reihe wirklich immer gegen ϕ (Dirichlet, Fejér)

– p.39/47



Principle of data compression (MP3). (Kh. Brandenburg)

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 10000

100

200 data eeee

0 50 100 150
10−1

100

101 spectrum

0 50 100 150
10−1

100

101 compression

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 10000

100

200 decoding

Converting sound samples to frequency data is the single most

– p.40/47



Principle of data smoothing, denoising.

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
0

100

200 data eeee

0 50 100 150
10−1

100

101 spectrum

0 50 100 150
10−1

100

101 smoothing spectrum

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
0

100

200 smoothed data

low frequencies

high frequencies
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Principle of JPEG data compression.
(“Joint Photographic Experts Group”)

any photograph

is cut into pieces

of 8× 8 pixel

– p.42/47



Principle of JPEG data compression.

any photograph

is cut into pieces

of 8× 8 pixel

⇒
and each piece is

treated individually

“Sound” is now two-dim.! ⇒ one-dim. base cos kπx

transform into two-dimensional base... cos kπx · cos ℓπy ⇒
– p.43/47



– p.44/47



Apply FFT:

– p.45/47



stages of reconstruction of image :

– p.46/47



• Adaptation à des films et DVDs:

JPEG ⇒ MovingPictureExpertsGroup ⇒ MP3

• CDs encode sound as linear PulseCodeModulation, hence, not
compressed [1981 technology] !
• Transferring CD tracks to something like an Apple iPod
(portable music device) will compress the results via FFT ;
• Audio tracks on DVDs use a similar process, compressing
sound frequency data (Kyle Granger).

Vielen Dank.
Trugarez Grazie tanto Thank you Arigatō Merci Kiitos

Mange Tak Tack så mycket Muchas gracias Spasibo

Auf Wiedersehen am 22.02.2022 zu 200 Jahre Théorie de la Chaleur (Fourier).
– p.47/47


	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

