Der Sinus an der Wiege der Naturwissenschaften
G. Wanner (“Webinar” Genf = Tiibingen, Feb. 2021)

“Wiege 777 ... das beginnt mit etwas ganz Altem ...

A.H.Rhind
(1833-1863)

A.FEisenlohr = 1650 v.Chr..



A.H.Rhind =- August Eisenlohr (1877):

Eisenlohr nr.

F1. Rechteck 49

Fl. Kreis 50

F1. Dreieck 51

Fl. Trapez 52

Feldteilung 53




di
Rhind Nr. 50: Kreisfl. = (diam lgm) zum Quadrat
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Warum? Rhind Nr. 48:
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Fliche =9-9 —2-9 =63 (ist kein Quadrat) ~ 64 = &°



Die griechische Strenge: Archimedes
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(Archimedes, “Kreismessung”, impr. 1665)



Suchen 7T : &
W. Jones 1706 merimeter ‘°°-

Euklid (Buch V): Einzig streng ist:

1*F1

r<mn<R

r, R rat.

Archimedes “Riemannsche Unter- und Obersummen’’:

10

Proposition 3: (3.1408 <) 13— < 7 < 3=

71

Rhind: 2% — 3.1605

81

(< 3.1428572)
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Biblioteca del Real Monasterio de’El Esconal manuscnto XI- 14 (@Ph Henry)

Archimedes’ Bewelis fiir 3m < T
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ATl I'Z Al' AI‘+A.B
d'ol AT oy AH_AT+AB AL AB
"AT+AB rz+zB’ o rz =pp Aol ff‘" Br ~Brter O
_ 1560 1351 | 1560 +
BI‘ 780 ) ——{Ea- 3 donc <L.F§;_3.5_I < 2798” D’autre part,
— —
AH (2911)2 d'oll : +HI‘ 29112 + 7802 9082321 ., ,
T—?’ d’olr : ~803 ; = Cof , d’od,
3 35“ B
OI
comme le texte : HI‘<
. On aura, comme d | AB_AT+AH AI' AH ., . L
; me dans le cas précédent : rya e —fAA TR d’ols, sub
stituant les valeurs de ces deux derniers termes: 2 3913 +20u1
€s er< ?80 )
Ae 924§l 5 X 5924 3 A® _ 182 , A®° 18252
< , ou BI‘< Lo ou B-F{—zzé’:. D’autre part, e 2403;,
. A® +Or _ 1823%4 240 AT” 80
d ; 33580929 ., .,
ou = T Eme e — 57600’ d’oli, comme le texte :
<1838H°
er 240

AK_AT +A68 AI' A6

2. On aura de méme : = or BI‘+8P et, par substituti{m des valeurs

trouvées pour ces deux derniers termes, il vient: KI‘ < 18384 +1823 o
240 !

AK _-36614% AK _ }}3661° AK _ 100 ; ik 2

< S f{-f<%f’ ou gR< Tﬁz D’autre pnrt,f—-lg-cgl_g%z_’
—_— — . —_—
oy - AK +ET 10072 + 662 AT 101840 )

diod ®7° < T T i I43§65’ d’oli, comme le texte :

AT _ 1009}

KT = 66 °

3. On aura de méme: ““IZ‘ AT+ AK AT' AK

—Rr EI_"+KI" et, par substitution des wvaleurs

‘ . AA 1009& 1007 AA _ 20164 o,
précédentes : EF{ & T = < g D’autre part,
I i 2 1
AA_+£\I‘ (2016) 2+66 y OU — 40692843‘,d‘0u,00mme le texte: A_I‘<2o‘;g
AT 66 A[‘R 4356 AT
I. Sous-entendu : nsFipe‘:Poq, le périmétre (du cercle).
2. La relation de la note avant. précédente donne, par inversion ; }%
d’oli, observant que g6 x AT’ = périmétre pongon»e inscrit de g6 cdtés
périmétre polygone de g6 cbtés . gb x 66 e 6336 6336 > ji0
diamétre cercle 20171 2017 ' 2017 In

d’ol périmétre polygone de g6 cOtés > 33¢diamétre cercle d'otl, a fortiori, suivant
le texte : Circonférence cercle > 31¢ dzamétre

Entziffern ...
F. Commandino (grec-latin) 1558
Heiberg (grec) 1888
Th. Heath (english) 1920
< Ver Eecke (francais) 1921

| BT = 3 (6-gon)
berechne HI', ©I', KT', AT
und 96 - AI' < 7.



Noch etwas klarer: (s, ¢)poura = (Z,¥)pour 2

e (e AL _AT+AB . AH_AT+AB Al AB
ol A B =T7+25’ ® T2~ —Br ' 9° Fr="— B Brt B O

AT’ 1560 AB 1351
b b <35

i AB : AH _ 156041351 AH _ 2911 : ¢
Br ™ 780 et 5% e donc i <_—'}"8"6__’ ou = <_—780 . D'autre parH
AH®W _ (2011)? S AH +HT® _ 2911% 4780 = E<9082321
}_I[""z'< 780)%’ e 7802 i 608400 '
comme le texte CAF< =y

d’ol,

(Ver Eecké)_ - L

A%A:>FZ:§, A:>ZB:% :>8:§(1+c)
Y

X

S

N

240 66 66 x96 | 1137
HT > 780 er KI' > ['>

> —— , A 3
30133 1838+ 10095 20173 = | 8069




... und weiter ?
Zu Chongzhi (China 480 n.Chr.) mit derselben Methode:

3.1415926 < m < 3.1415927
Madhava (Kerala, Indien 1350-1425 n.Chr.) dhnliche M.:
m = 3.14159265359
Al-Kashi (Samarkand 1424 n.Chr.) 26 X Archimedes :

Die Europider waren noch etwas hinten: |
Josephus Scaliger (Leyden publ. 1594):

T = /10 =3.162278 ! W

e TS AGUIRNI
HITIEHET FETTe A (R4

Diese Behauptung des beriihmten Professors J osh Sliger
entfachte einen Sturm der Entriistung ...

Lk s
LER



" nein, Archimedes ist richtig ..
T = 3.1415926535897932

Sein Freund

Ludolph van Ceulen

am Ende seines Lebens (1610)
(Grabinschrift 1in der
Pieterskerk zu Leyden)...

™ = 3.14159265358979323846264338327950288



Sehnentafel des Klaudios Ptolemaios
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Wie zu lesen ?
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zur Kontrolle:
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Ptolemaios’ Geographie (I'nn ... vodpw ... ustpcw):

UNIVERSUS TERRARUM ORBIS PTOLEMAEEUS

Lithaetdac | Noricion I Fannenie. W.IMyrie N Macedoria: VI Epirus.
VIL dohaje VW Thracia. W Hwepotarmda X dralinFetras

Ptolemaios vermisst $¢ ovg ITxgiatos, xai moks | ]
f £ SR xy & Z
8000 Stidte, z.B. ...  Hagioioy dovrotexin e

Langengrade tehlerhaft bei 180° = Chr. Columbus !!



Johannes Regiomontanus (1436-1476):

mit 11 Uni Leipzig, mit 12 erstes Buch, mit 14 Uni Wien, mit 25 Rom
liest Archimedes, Ptolemeus im Original, sowie arabische Schriften =

De triangulis omnimodis libri quinque, (publ. 1533);

quoad fatiseft prolongatitin ¢ pun&o. Diz
coquod fatus b ¢ angulo b a ¢ oppofitum
eft finusarcus b e di angulum fubten
dentis.Latus autem tertium.{cilicet a C,®=
%uale eft finui recto com)glemg!ti arcus b e.

xtendaturenim latus b ¢ occurrendo cir-
cumferentiz circuliin pun@o d. 2 pun&is
autem a Tddem centro circuli exeat femidi
ametcr a k 2quediftanslateri b ¢, & pun
¢to b corda b h @quediftanslateri a c. fes
cabunt autem feneceffario duz linee b h &
a kangulis a bh & b a k acutis exiftenti
bus,quod fiatin puncto g.Quia itagg femidi

SESATESEE = O SRECC AL WG . . L]

-—— e —— CEE T W ow w w T Ewa T :l

sinui recto complementi arcus be

Compositio tabularum sinuum (publ. 1541)
(“SEQVITVR NVNC EIVSDEM IOANNIS Regiomontani tabula sinuum,

per singula minuta extensa ...”).



L. ler
E14 (1729):
E101 (1748):

smuXé@Xco@m@m@(s}@ COS L

Fiir die Additionstheoreme (Introductio Cap. VIII, §128)

sin(z + y) = sinx cosy + cos rsiny
cos(x + y) = cosx cosy — sinxsiny

schreibt er einfach “Hinc vero etiam constat ...”
sie waren also schon vor 3 Jhten. jedem Anfanger bekannt...

Historische Beweise ??



sin(z + y) — sin(z — y) = 2cosxsiny

| g

P
(Jost Biirgi, 1584)

T E
" D
& A
® X ‘\
EANREIN K\
f/;
A (F. Viete, 1593, impr. 1646)

"

(vide Archimedes !!)

L sin(xz+y)

cos(z +y) sin x tan y

cosT—sIinx tany

A 1 B
AFE = Al cosy = cosx cosy — sinx siny

EI = Al'siny = EI 4+ IB = sin(z + v)



Historische Berechnungen der Sinustafeln

Das erste Problem war die Berechnung von

sin 1° = 0.01745240643728351 = 124943 11 14 44 16..

alle anderen Sinuswerte durch Additionstheorem.
Bereits Archimedes’ Resultate fir BI', HI', ©1', KT, ... sind

n 84

24 7.5000
48 3.7500
96 1.8750
192 0.9375

Sin o

6 30.0000 0.50000000
12 15.0000 0.25881905

0.13052619
0.06540313
0.03271908
0.01636173

sina/a
0.01666667
0.01725460
0.01740349
0.01744083
0.01745018
0.01745251

Sinuswerte fiir immer kleinere «, aber nie o = 1°.
Losung: sin 1 ~ sin a/« (bereits geniigend fiir Ptoleméus).

Bemerkung.

sin 18° = 1/(2®) (gold. Schnitt)
= sin 3° = sin(18° — 15°) (exakt bekannt)
r =sin1° = —423 + 3z = sin 3° (Al-Kashi 1429)

—t el el

0

2
2
2
2
2

Basis 60

0 O
6 959
39 9
47 13
49 14
49 44



Paramesvara (Indien, ca. 1380—1460) (Dank an Ph. Henry fiir Zitat)

Ist einmal 7 bekannt (siehe Madhava oben), gibt es einfache Methode fiir sin «,
« beliebig, beschrieben in Form von 37 Sanskrit Verszeilen, beginnend mit

capaj jivapi sadhya syad avisesakhyakarmana
ardhikuryad istacapam tadardham ca tatha punah

die wir aber nicht im Original weiterlesen, auch nicht in der engl. Ubersetzung von
Kim Plofker (1996), denn aus 37 Verszeilen machen wir 10 Fortranzeilen:

P1=3.14159265358979324D0

y 0 0.00001704423098 0.99999999985475
S=PI1/(1024.D0*180.D0) 1 0.00003408846195 0.99999999941899
C=SQRT(1.DO-S**2) 2 0.00006817692386 0.99999999767595
WRITE(6,*)0,S,C 3 0.00013635384740 0.99999999070381
DO I=1,10 4 0.00027270769226 0.99999996281526

STORE=2.D0*S*C 5 0.00054541536423 0.99999985126103
C—1 D0-2 DO*S %% 6 0.00109083056622 0.99999940504416
S=STORE 7 0.00218165983444 0.99999762017735
_ 8 0.00436330928496 0.99999048072073
WRITE(6,%)L,S,C 9 _(0.00872653549880  0.99996192306417
END DO 10 10.01745240643813 | 0.99984769515638

Die Idee ist, mit einem beliebigen « (wir nehmen, what else ? aa=1°)

dieses o« durch 2" zu dividieren, mit z.B. n =10, dann ist

sin(27"a) & arc(27 "), cos = v/1 — sin?, und wir gehen

in n Schritten mittels sin 22 = 2 sin x cos z, cos 22 = 1 — 2sin® z nach oben.




Ptolemaische Kosmologie

(Almagest de Ptolemy, pub 1496)
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Tycho Brahe (1546 —1601) Joh. Kepler (1571 — 1630)

TICHONI!S BRAHE
ASTRONOMIZE

INSTAURATZXE

_ MECHANICA.

(in Prag seit 1599)



: Kyl (". § |
D qp”

o1

ielxtre genaule‘w AbSt.
’ S
M

i SM ST
1609) sinT  sinp T

W “ ““iir Y
(Abb. von Kepler




Problem: Bei Mars ist fiir exzentrisches Kreismodell
Abst. SM bei Optice maxima um Faktor 1.00429 zu gross !!

518,
1.00429

1,004293658501404
Kepler:[1.00429 = 1/cos5°18"| .
plane nihil didtum efle, itaque futilem fuifle meum de Marte trium-
phum; forte fortuito incido i fecantem ang11115 18. qua cft menfura

xquauohi!: Optice maxim. Qlfm cum viderem efle 100429, hic
quafi ¢ fomno expergefactus, & novamlucem inwuitus, fic caepiratio-




Kepler “somno expergefactus, & novam lucem intuitus’:

BT o s

1
518> R
\ 1.00429j\\P

\

Idee: |ersetze Hypotenuse durch Kathete| P — P

PS=PR=1+ecosu

Eigentlich absurde Idee, ABER:

“Diese Abstinde werden bestitigt durch sehr zahlreiche
und sehr genaue Messungen” (Ende von Kap. 56)



Noch zwei Griechen ...

_ Thales | . '
W Pyhagoras | s -
i i _ P]ato i i i i (waton Prmcnga 1687}
| i - Eudoxus i i i Pélppus 'BS —:eBK :
WM Aristotle A
i | - I Euclid | . Ptolemy i I
- Archlmedes I Dlophantus
| mm Apollonius i Pappus
| | | |

M Hipparchus | Proclus Il

B.C. -500 -400 -300 —200

—100

0 100 200 300 A D.

r/e4cosu=1/e
r=1=xecosu

= Bahn ist Ellipse !!



Johannes Kepler “de Marte triumphum” (1609)

ASTRONOMIA NOVA
AITIOAOTHTOS,

SEV
BHYSICA COELESTIS
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Zoom auf PARS TERTIA et QVARTA
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Newton: Allg Gravitationsgesetz (1684,1687)

‘The Principia is .. the greatest scientific book ever written.’
(http://mathshistory.st-andrews.ac. ukalographlest ewton. html)
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(Newton’s Princ. 1687, Leibniz’ handwrltlng)
Theorem. Kraft prop. RQ prop. QT? prop. 1/7°.

(from ms. Add. 39657%)



Zuriick zur Erde: ein Problem der Mechanik:

Voila les fondements de la physique moderne, c€leste et terrestre.
(Delambre 1821; see M. Caspar, J. Kepler, Werke 3, p. 256)

Wie bewegt sich ein an Federn angehingtes Gewicht ?
0000000000000000000000¢

Bewegung verursacht durch Kraft:

éfx = - m«./-ﬂ ‘}nfﬁ MAftﬁofrré’mG/(m %r 'hﬂ‘"/rx%d
f

55
Hookesches Gesetz (Robert Hooke 1676):
Kraft ist proportional der Auslenkung f = Const. - s

00000000000000000000000

““The power of any springy body
1s 1n the same proportion with the extension.”




gleichf. Kreisbew.
Horizt.kr. ~ sin at
| Hooke selbe Kraft
= sin at ist Losung

Lsg. Inspir.v.Newton:
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f, s um Faktor
selbe Rotation

k grosser
Lsg. £ sin at
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Schwingende 7z

S

A
gl’ (Abb. von Johann Bernoulli 1728)

Y2 |y3

Kraft: fo = (y7—v6)— (Y6 —¥s5) ~
Biirgi 1: sin(x + 9) — sin(z — §) = 2cosx

Biirgi 2: cos(z + ) — cos(z — §) = —2sinx
d.h., wenn y; = s; Sinuskurve, dann sind Krifte f; prop. —s;

BRLCN—

Gleiche Losungen wie im letzten Slide (Taylor 1715)



Taylor (1715)




Daniel Bernoulli (1753) Allg. Bew. der Saite: Uberlagerung:

Grundton, harmonische O. Spektrum
blslnt+b251n2t+bgsln3t | | L
b1 sin ¢ 1 2 3
N P
N4 N4
by sin 2t 1 2 3
/SN SN\ SN SN[
OV |
bg sin 3t ll 2 |3

SN SN N N NN N\
AV VAV VYV VRN




Umgekehrtes Problem:
Funktion ¢ gegeben (0 <t < m), suche by, by, b3, ... sodass

@ = by sint + by sin 2t + b3 sin 3t + ...

# A
e
? ?
| | |
1 2 3
? ?
| | |
1 2 3
? 9
| | |




Losung(en): 1. In 1764 (E300) schrieb Euler kiihn

nihil enim Iimpedit,
#— Afin.v-+Bfn.3v+4C fin. sv4-Dfin.7v+E fin, ov I ete.

und schlug zur Berechnung von A, B, C, .. vor, beide Seiten in
die Taylorreihe bez. v zu entwickeln und (ohne Bedenken)
das erhaltene unendliche lineare Gleichungssystem zu 16sen.



Idee wiederentdeckt und ausgefiihrt von Fourier (1807 1822)
= acosy + bcos 3y + ccos oy + dcos Ty + &c. fir — 5 <y <

e at+ b+ o+ d+ e+  f+ 92—
DE LA (f;lALEUR, a-+ 32b—|— 52C—|— 72d—|— 92€—|- 112f_|_ 132920
a+ 3+ Blet Thd+ 9te+ 114f+ 13%g =0
a+ 350+ 5S¢+ 70d+ 9%e+ 116fF+ 1359 =0
a+ 3%+ 58c+ T8d+ 9%e+ 113f+ 13%g =0
a+ 310+ 50¢c+ 71944910+ 1110 f 4+ 13199 = 0
a+ 3120+ 512¢c+ 712d+ 91%e4+ 1112 f+ 13129 = 0

. drei Seiten Rechnung

o 3 5 7 9 ~3-3-5-5-7-7-9-9... 4
C032-1 52—-1 7-1 92-1""" 2.4.-4.6-6-8-8-10... 7
. vier Seiten Rechnung b, ¢, d, ...
_ 4 1 1 1
Cosy——C083y+—COS5y——COS7y:l:&C]
T 3 D 5
| cosy-e
; cos 3y - e
| —5x
100° cosSdyY - e

T 4
- 3 OO



Losung 2. 14 Jahre und 404 Arbeiten nach (E300), hatte Euler
(E704) schliesslich “Nuper autem se mihi obtulit idea ...”.
Néamlich die Reihe

p(x) = by sinx + by sin 2x + bgsin 3z + ...
mit, z.B., sin 2x multiplizieren und von 0 bis 7 integrieren

v T v

/gp(af) sin 2z dx = b1/Sin x sin 2z dx —|—b2/SiIl2 2x dx —|—b3/Sin 3x sin 2x dx +...
0 0 0 0

7

~~ ~~ ~~

(fast alle Integrale sind null, “quod integrale utique
evanescit...” siehe Biirgi 2), also by = 2 ["¢(z) sin 2z dz.

Fourier (1807, 1822) hatte unabhingig davon, nach 25 Seiten
Rechnung, auch diese Idee:



Fourier Transformation. Fiir “Signal” p(z), (0 <z < 7),
gilt fiir das Spektrum F = {b1, by, b3, ...}

F: bk:%/oﬂgp(az)-sinkxdm F L gp(a:):ibk-sinkx.
: 10° -

o Flp)
: ¥ 1072
&= R P 10 20 30()

links: Funktion ¢;  Mitte: by (rot negativ); rechts: Rekonstruktion (kK = 1, 2,4, 5, 29)

Das Beispiel scheint gut zu funktionieren (selbst bei einem “geknickten” ),
trotzdem gab es fiir das 19. Jhr. einiges zu klaren, z.B.:

e Durfte man die unendliche Reihe gliedweise integrieren (Weierstrass)

e Was ist eigentlich ein “Integral” fiir die Berechnung von b, (Riemann)

e Konvergiert die erhaltene Reihe wirklich immer gegen ¢ (Dirichlet, Fejér)



Prlnaple of data compression (MP3). (Kh. Brandenburg)
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Principle of data smoothing, denoising.

200 | . . data ecee
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Principle of JPEG data compression.
(“Joint Photographic Experts Group”™)

any photograph
1S cut 1nto pieces

of 8 X & pixel




Principle of JPEG data compression.

any photograph

1S cut 1nto pieces

of 8 x & pixel
=

and each piece 1s

treated individually

“Sound” 1s now two-dim.! = one-dim. base cos k7x
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transform into two-dimensional base... cos k7wz - cos {my =
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e Adaptation a des films et DVDs:

J PEG — MovingPictureExpertsGroup = MP3

e (CDs encode sound as linear PuiseCodeModutation, hence, not
compressed [1981 technology] !

e Transferring CD tracks to something like an Apple 1Pod
(portable music device) will compress the results via FFT ;

e Audio tracks on DVDs use a similar process, compressing
sound frequency data (Kyle Granger).

Vielen Dank.

Trugarez Grazie tanto Thank you Arigatdo Merci Kiitos
Mange Tak Tack sa mycket Muchas gracias Cnacubo

IR

Auf Wiedersehen am 22.02.2022 zu 200 Jahre Théorie de la Chaleur (Fourier).




	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

