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Vorwort

Seit der Geburtsstunde des Automobils, dem Tag, an dem Carl Benz sein selbst entwi-
ckeltes und selbst gebautes Fahrzeug als Patent angemeldet hatte, spielen Themen wie
Sicherheit und Komfort in der Automobilindustrie eine wichtige Rolle. In den letzten
Jahren ging die Entwicklung so weit voran, dass Menschen von Fahrerassistenzfunktionen,
Fahrdynamik- und Fahrsicherheitsapplikationen in ihrem Fahrzeug unterstiitzt werden.
Dabei ist die Kenntnis der Eigenbewegung des Fahrzeugs bei diversen Fahrmanovern
von besonders groffem Nutzen.

Um Kenntnis tiber die Eigenbewegung zu erhalten, ist das Wissen um die Zustandsgrofsen,
die diese beschreiben, unabdingbar. Die Eigenbewegung eines Fahrzeugs wird beschrie-
ben durch seine Lagewinkel und Geschwindigkeiten. Beispiele fiir die Verwendung der
Zustandsgrofien sind das Vermeiden von Kippen sowie das Nachfiihren von Kamera-
und Radarsystemen, sodass Orientierungs- und Zielverlust bei Extremfahrmanévern
vermieden werden konnen.

Eine direkte Messung der Zustandsgrofien ist fiir Serienfahrzeuge nicht moglich. Sie
miissen indirekt aus den von der Fahrzeugsensorik gelieferten Messgrofien berechnet
werden. Genauer handelt es sich hierbei um eine Schitzung oder Beobachtung der Zustan-
de. Das System, welches diese Berechnung vornimmt, wird als Fahrzustandsbeobachter
bezeichnet. In der vorliegenden Arbeit wird ein bestimmter Fahrzustandsbeobachter, das
Kalman-Filter, thematisiert.

Es stellt sich die Frage, welche Mathematik hinter diesen praktischen Problemen steckt.

Die Zustandsgrofien, die es zu bestimmen gilt, werden durch eine gewohnliche Differen-
tialgleichung beschrieben. In den meisten Anwendungsfillen, ist sie nichtlinear. Es gilt,
diese Gleichung zu l6sen, um die Zustandsgrofien zu erhalten. Da jedoch Eingangsgrofsen
auf das System einwirken, wird die Differentialgleichung nicht mit den gewohnlichen
numerischen Methoden geldst, sondern mit einem Schitzalgorithmus, dem Kalman-Bucy-
Filter. Es ist ein iteratives Verfahren, bestehend aus Pradiktion und Innovation. Dieser
Algorithmus wird so oft wiederholt, bis er ein Ergebnis der Differentialgleichung liefert,



das heifst, bis er gegen die Zustdnde konvergiert.

Die Konvergenz des Kalman-Filters ist das Hauptthema dieser Arbeit.

Zu Beginn erfolgt eine Einfithrung in die Systemtheorie, dann eine Kldrung der ma-
thematischen Hintergriinde und nachfolgend die Vorstellung des Kalman-Filters. Es
schliefSen sich zwei Beweise fiir die Konvergenz des Kalman-Filters fiir lineare, als auch
fiir nichtlineare Systeme und damit auch eine Stabilitdtsanalyse an. Dabei wird aufgezeigt,
welche Voraussetzungen das System erfiillen muss, um Konvergenz, das heifst um eine
Losung der Differentialgleichung erwarten zu kdnnen. Es ist gelungen, den Beweis der
Konvergenz des Kalman-Bucy-Filters fiir lineare Systeme auf eine neue Weise zu fiihren
und jenen fiir die Konvergenz des Kalman-Bucy-Filters fiir nichtlineare Systeme an ei-
nigen Stellen zu verbessern. Damit ist es moglich, genaue Aussagen tiber die Giite der
Schétzung zu machen, was fiir die Einordnung der Losung der Differentialgleichung von
enormer Bedeutung ist.

Im Anschluss daran wird eine konkrete 5-dimensionale, nichtlineare Differentialgleichung
vorgestellt, die die Eigenbewegung eines Fahrzeugs beschreibt. Zunichst wird gezeigt,
dass das Kalman-Filter fiir diese Gleichung konvergiert und danach wird fiir ein verein-
fachtes, 2-dimensionales System eine untere und eine obere Schranke fiir den Schatzfehler
bestimmt, womit Aussagen tiber die Giite der Schdtzung moglich sein sollen.

Danach werden die numerische Realisierung des Kalman-Filters und insbesondere die
in der Automobilindustrie derzeit verwendeten Techniken und Probleme aufgefiihrt,
bevor dann nachfolgend das 5-dimensionale System fiir verschiedene Fahrmand&ver im-
plementiert wird. Hier liegt der Fokus vor allem auf der Frage, wie schlecht die Startwerte
hochstens sein diirfen, damit das Kalman-Filter iiberhaupt noch ein Ergebnis der Differen-
tialgleichung liefert.

Die numerischen Experimente zeigen die Robustheit des Kalman-Bucy-Filters beziiglich
den Startwerten auf. Damit konnen Aussagen tiber Giite und Konvergenz gemacht wer-
den. Auch die Tatsache, dass dieses Filter in der Automobilindustrie Anwendung findet,
unterstreicht seine Praktikabilitdt, sein hohes Maf3 an Stabilitat und damit auch seine
Geltung.
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Kapitel 1
Systemtheoretische Grundlagen

Die Beschreibung eines dynamischen Systems, das auf technischen Problemstellungen
basiert, erfolgt anhand eines Zustandsraummodells in mathematischer Form. Dies ist
insofern ein Vorteil, als dass es mit Hilfe mathematischer Techniken, insbesondere jener
aus der numerischen Mathematik, untersucht und mit einer Implementierung realisiert

werden kann.

In diesem ersten Kapitel werden wir uns mit dem Verstandnis eines Systems beschéfti-
gen, das mitunter lineare und nichtlineare, dynamische Systeme beinhaltet. Aufierdem
mochten wir auf den Begriff des Zustandes und auf die Zustandsraumdarstellung solcher
Systeme eingehen.

Schlieflich wird dann ein Beobachter konstruiert, der fiir den gesamten Verlauf der vorlie-
genden Arbeit von grundlegender Bedeutung ist.

Dieses Kapitel beruht auf Inhalten aus [GKNT74] sowie aus [Wen07].

Zunichst jedoch einige Leitgedanken und Ideen beziiglich eines Systems.

1.1. Intuitives Verstindnis eines Systems

Ein System befindet sich in der realen Welt und steht in einer Wechselwirkung mit dieser.
Die Umgebung, in der sich das System befindet, wirkt durch eine Eingangsgrofse u auf
dieses System ein, das heifit, die Umwelt nimmt Einfluss auf das System. Dabei konnen
die Eingédnge u einerseits bestimmte Stellgrofsen sein, andererseits aber auch Stérungen,
die auf das System einwirken und dieses verdndern. Daraufhin bearbeitet letzteres diesen
Eingang und kommuniziert mit der realen Welt, indem es eine Grofse y ausgibt, welche



1. SYSTEMTHEORETISCHE GRUNDLAGEN

sinngemadfs als Ausgangsgrofse bezeichnet wird. Der Ausgang y kann zum einen eine
Grofse sein, die die Umgebung des Systems beeinflusst, zum anderen jedoch auch Werte
beinhalten, die sich aus Beobachtungen ergeben.

Fiir ein entsprechendes Verstandnis veranschaulicht das folgende Schaubild diese Gege-
benheiten:

System Y

//

\
/{\ \
- //

Abbildung 1.1.: Schematische Darstellung eines Systems

Ein mathematisches Modell beschreibt dabei die Korrespondenz der Eingangs- mit den
Ausgangsgrofien.
Ausgangspunkt ist daher die Fragestellung: Welche Ausgidnge werden bei gegebenen

Eingédngen aus dem System erhalten?

In der Systemtheorie wird zwischen sogenannten statischen und dynamischen Syste-
men unterschieden. Bei allen Systemen, die wir im folgenden betrachten werden, handelt

es sich um dynamische Systeme.

Dynamische Systeme

Ein dynamisches System beschreibt die zeitliche Entwicklung eines Systems.

Es ist durch Systemeingange u sowie Systemausgange y charakterisiert, indem die Ein-
gangsgrofien u auf das System Einfluss nehmen und die Ausgangsgrofien y die zeitliche
Auswirkung von u beschreiben. Das dynamische System bringt diese beiden Grofien in

Relation.



1.2. ZUSTANDSRAUMDARSTELLUNG LINEARER, ZEITVARIANTER SYSTEME

Begriffsbestimmung (Zustand)

Der Zustand eines Systems zum Zeitpunkt ¢ty wird durch das Verhalten des Systems zur
Zeit t < ty beschrieben. Kennen wir das Systemverhalten, so ist das Wissen dartiber
ausreichend, um bei bekanntem Eingang u den Ausgang y eindeutig zu bestimmen.

Die Kenntnis tiber das Verhalten des Systems zu einem friiheren Zeitpunkt wird anhand
von Daten konkret. Diese Daten werden ,, Zustandsgrofien” des Systems genannt.

Wir sehen, dass der Zustand im Rahmen der dynamischen Systeme eine entscheidende
Rolle spielt. Wie dieser Zustand dargestellt werden kann, wird nun im folgenden Abschnitt

thematisiert.

1.2. Zustandsraumdarstellung linearer, zeitvarianter Systeme

Ein lineares, dynamisches System kann beschrieben werden durch:

(H)x(t) + B(t)u(t) + G(t)w(t) Zustandsgleichung
(t)x(t) +o(t) Ausgangsgleichung (1.1)
x(to) = xo Anfangsbedingung

Das Zustandsraummodell eines linearen, dynamischen Systems setzt sich zusammen
aus

* einem Zustandsvektor x(t)

* einer Systemmatrix A(t)

* einem Eingangsvektor u(t)

e einer Eingangsmatrix B(t)

* einem stochastischen, normalverteilten, mittelwertfreien Systemrauschen w(t)

e einer Stormatrix G(t)

e einer Messmatrix C(t)

* einem stochastischen, normalverteilten, mittelwertfreien Messrauschen v(t).

Hierbei sind x(t) € R", A(t) € R™", u(t) € R™, B(t) € R"™", w(t) € R?, G(t) €
R"™7, y(t) € R", C(t) € R™",v(t) € R"!

Das heift, Vektoren und Matrizen beschreiben den Zustand eines Systems anhand einer
gewohnlichen, linearen Differentialgleichung.

Das Systemrauschen w(t) dient der Berticksichtigung von Modellunsicherheiten und

!Da die Dimensionen der Vektoren und Matrizen offengelegt wurden, wird von der Vektorpfeil-Notation im
weiteren Verlauf abgesehen. Vektoren werden mit Kleinbuchstaben und Matrizen mit GrofSbuchstaben
geschrieben. Um Verwechslungen, etwa mit Skalaren, zu vermeiden, werden entsprechende Komponenten
explizit als solche gekennzeichnet.
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bezieht die Tatsache mit ein, dass ein reales System durch ein Modell beschrieben wird
und dieses vom realen abweicht. Je komplexer das reale System, desto grofser ist die
Abweichung.

Das Messrauschen v(t) wird in dieser Gleichung benutzt, um Stérungen bei der Messung
zu berticksichtigen.

In bestimmten Féllen ist die Eingangsgrofie u(t) mit Rauschsignalen behaftet, da sie durch
Messung ermittelt wird. In diesem Fall werden die Storsignale zum Systemrauschen
hinzugefiigt.

Folgendes Blockdiagramm illustriert die Zustandsraummodellierung;:

u
B v

w G () tation o C &) y
A

Abbildung 1.2.: Visualisierung der Zustandsgleichung eines linearen, dynamischen
Systems

1.3. Zustandsraumdarstellung nichtlinearer, zeitvarianter

Systeme

Die meisten Vorgdnge in der Realitédt sind nicht von linearer Natur, sondern sie verhalten
sich nichtlinear. Aus diesem Grund sind mathematische Modellierungen fiir Ereignisse
nichtlinearer Art von besonderem Interesse.

Das folgende nichtlineare, zeitvariante Differentialgleichungssystem liefert eine mathema-



1.4. KONSTRUKTION EINES BEOBACHTERS

tische Darstellung eines solchen Systems:

y(t) = h(x(t), u(t)) (12)

X(to) = Xo,

mit f : D — R", h: D — R", D C R" und f Lipschitz-stetig.

Die Zustandsraumdarstellung setzt sich also wie im linearen Fall aus einer System- sowie
einer Ausgangsgleichung zusammen; mit dem Unterschied, dass diese nichtlinear sind.
Um tiberhaupt eine Losung fiir dieses Differentialgleichungssystem zu erhalten, wird
gefordert, dass f Lipschitz-stetig ist, sodass die Existenz der Losung gewdhrleistet ist.
Das Resultat der lokalen Existenz und Eindeutigkeit eines Systems ist wohlbekannt und
wird daher nur formuliert, jedoch nicht bewiesen. Ein Beweis hierfiir kann mit dem Satz

von Peano und dem Satz von Picard-Lindelof gefiihrt werden.

1.3.1. Lokale Existenz und Eindeutigkeit

Sei f(t, x) stiickweise stetig in t und erfiille die Lipschitz-Bedingung
Vx,y € B={x € R": ||x —xo|| <r}, sodass || f(t,x)— f(t,y)|| < L||x—yl, YVt € [to, t1].
Dann

36> 0: %= f(t,x), mit x(to) = xo

und hat eine eindeutige Losung in [to, tp + J].

Was ist nun ein Beobachter und wie sieht er aus?

1.4. Konstruktion eines Beobachters

Um den Zustand eines dynamischen Systems aus den Ein- und Ausgangen und bei gege-
benem mathematischen Systemmodell zu rekonstruieren, wird ein Beobachter auf dieses
angesetzt.

Unter einem Beobachter ist ein mathematischer Algorithmus zu verstehen, mit dem es
moglich ist, nicht messbare Grofien eines realen Systems zu schidtzen, um den Zustand
eines dynamischen Systems zu bestimmen. Um dies zu realisieren, benétigt der Beob-
achter ein Zustandsraummodell, welches dem realen System moglichst genau entspricht.
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Derartige Modelle zur Systembeschreibung wurden bereits in Kapitel 1.2 erldutert.

Auf dieser Grundlage und unter Zuhilfenahme von Systemeingdngen sowie System-
ausgingen werden nicht messbare Grofien des realen Systems, an dem der Anwender
interessiert ist, bestimmt.

Das folgende Schaubild veranschaulicht den Grundgedanken und die Funktionsweise in

groben Ziigen:

System-
eingdnge

lu

o)
Zustandsraum- X Geschitzter
modell Zustand

y

Reale Welt

y

Geschitzte

U Messdaten

Abbildung 1.3.: Blockschaltbild eines Beobachters

Systemeingédnge wirken sowohl auf das reale Modell, als auch auf das Systemmodell. Sie
liefern Messdaten, die anhand des realen Systems gemessen werden, aber auch Messda-
ten, die anhand des Modells bestimmt werden. Da es hdufig vorkommt, dass fehlerhafte
Messdaten aus dem realen System vorliegen, werden diese mit Hilfe der geschitzten
Messdaten verarbeitet und im Zustandsraummodell eingeftigt. Daraus wird dann der
Zustand des gegebenen dynamischen Systems geschétzt.

Der Gedanke hinsichtlich der Zustandsschdtzung beruht auf der Idee eines Beobachters,
der einem Vorhersage- und Korrekturschema gehorcht. Im Konkreten bedeutet das eine
Pradiktion des Zustands und daraufhin eine Verbesserung dieser Pradiktion durch Hinzu-
nahme der Messungen.

Mit Verzicht der Stérung w(t) wird zur gegebenen Zustandsgleichung, allerdings mit
geschidtzem Zustand £(t), die Differenz zwischen tatsdchlichem und auf Grund der Zu-
standschitzung vorhergesagtem Ausgang §(t) = C(t)%£(t) addiert. Das Problem der
Hinzunahme der Differenz zwischen tatsdchlicher und geschitzter Messung ist an dieser
Stelle offensichtlich: Weichen die Messung y(f) und die Schitzung der Messung ()
stark voneinander ab, so wird ein betragsmaflig grofier Wert zum Zustand addiert. Dies
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impliziert eine vom realen Zustand stark abweichende Zustandsschédtzung.

Um eine solche Verschlechterung zu vermeiden, wird eine Matrix K(t) herangezogen. Sie
vereint zwei Figenschaften und berticksichtigt diese: Die Tatsache, dass es keine perfekte,
also rauschfreie Messung gibt, sowie die Absicht, Stabilitdat zu gewéahrleisten. Daher ge-
wichtet sie die den Einfluss der Differenz y(t) — C(t)%(t) auf die Zustandsschitzung, und
zwar so, dass die Zustandsschatzung moglichst dem realen Zustand entspricht:

£(t) = A(£)2(t) + B(t)u(t) + K(t) (y(t) — C(1)2(t)) (1.3)

Das folgende Blockschaltbild veranschaulicht die Struktur des Beobachters:

w(t) v(t)

System X (t)

) o——y(t)
x(t) = A[®)x(t) + B®u(t) + G()w(t)

u(t) —o—

Beobachter

x(t) = A(O2(t) + B(Ou®) + K@) (y(®) — D)) x()

Abbildung 1.4.: Mathematisches Beobachtermodell

Die Giite dieser allgemeinen Beobachtergleichung hingt von der Wahl von K(t) ab. K()
ist zunéchst eine zeitabhdngige Matrix, die die Differenz der Messung aus dem realen
System sowie der geschitzten Messung anhand des mathematischen Systemmodells
gewichtet. Durch Hinzunahme der Messwerte soll eine bessere Schiatzung des Zustandes
erfolgen. Daher wird eine Matrix benétigt, die, je nach Giite der Messung, diese starker
oder schwécher gewichtet, sodass sich die Messung vorteilhaft auf die Zustandsschédtzung
auswirkt.

Wie ist diese Matrix zu wéhlen, damit eine bestmogliche Schédtzung erfolgt?

Eine Moglichkeit hierfiir ist die sogenannte Kalman-Matrix, die wir noch bestimmen
werden.






Kapitel 2
Mathematische Hintergriinde

Wir haben nun die Idee und die Motivation fiir die allgemeine Darstellung eines Beobach-
ters erldautert. Um jedoch einen Beobachter auf ein System anwenden zu konnen, gilt es
zundchst einige Voraussetzungen, die an das System gestellt werden, zu tiberpriifen.

Weiter ist es ein Anliegen dieser Arbeit, den Beweis fiir die Konvergenz des Kalman-Filters
zu fiihren. Hierfiir sind einige Hilfsmittel notig, die in diesem Kapitel formuliert und

erlautert werden.

Nachdem wir in Kapitel 1 mitunter einen Beobachter konstruiert haben, beschaftigen
wir uns in diesem Kapitel mit der Frage, ob und unter welchen Voraussetzungen ein
System beobachtbar ist. Die Schilderungen diesbeziiglich sind in Anlehnung an [Isi99]
und [Wen07]. Es folgt die fiir den Nachweis der Konvergenz des Kalman-Filters wichtige
Definition der uniformen Beobachtbarkeit, die aus [HF03] enthommen ist.

Schliefllich werden wir uns mit dem Stabilitatsbegriff und insbesondere mit der Stabilitéts-

theorie von Ljapunov auseinandersetzen. Diese ist in [Kha92] besonders gut beschrieben.

Zu Beginn soll die Frage beantwortet werden, unter welchen Bedingungen ein System
beobachtbar ist.

2.1. Beobachtbarkeit eines zeitvarianten Systems

Beobachtbarkeit ist eine Bedingung an das System, die entscheidet, ob der Zustand eines
dynamischen Systems, welches auf dem mathematischen Modell basiert, aus dessen Ein-
und Ausgdngen eindeutig bestimmt werden kann. Folglich handelt es sich hierbei um

eine Eigenschaft des Systemmodells.
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Abhéngig von der (Nicht-)Linearitit eines gegebenen Systems ist zwischen zwei Vorge-
hensweisen zu unterscheiden.

2.1.1. Beobachtbarkeit linearer Systeme

Wir gehen von einem linearen System der Form (1.1) aus. Fiir die Formulierung des
Kriteriums, durch welches dieses System beobachtet werden kann, ist zunéchst folgende

Definition notig:

Definition (Beobachtbarkeitsmatrix)

Sei A(t) € R"*" die Systemmatrix der Zustandsgleichung aus (1.1) und sei C(t) € RF*"
die Messmatrix der Ausgangsgleichung aus (1.1).

Fiir Lo(t) = C(t), Li(t) = £C(t) + C(H)A(t), ... Le(t) = Li(t)Li1(H)C(t), k=1,..,n
heifst

L,—1(t)

Beobachtbarkeitsmatrix fiir das System (1.1).

p-nxn

Das Kalman-Kriterium

Das System (1.1) ist genau dann beobachtbar, wenn die Beobachtbarkeitsmatrix der Di-
mension (p - n x n) vollen Rang besitzt, das heifit, wenn gilt: rg(M(t)) = n.

Um also zu testen, ob ein System beobachtbar ist und dementsprechend ein Beobachter
darauf angesetzt werden kann, muss lediglich der Rang der zugehorigen Beobachtbar-

keitsmatrix bestimmt werden.

2.1.2. Beobachtbarkeit nichtlinearer Systeme

Im Gegensatz zu linearen Systemen gibt es bei nichtlinearen Systemen eine Vielzahl an
Definitionen und Sitzen, die beschreiben, wann ein gegebenes System beobachtbar ist
und wie diese Beobachtbarkeit nachgewiesen werden kann.

Im Unterschied zu linearen Systemen hingt die Beobachtbarkeit nichtlinearer Systeme
von den Eingéngen u(t) ab, die wir nun also auch beachten miissen.

Im Folgenden wollen wir die beiden Kriterien vorstellen, die in der Praxis am hdufigsten

10



2.1. BEOBACHTBARKEIT EINES ZEITVARIANTEN SYSTEMS

herangezogen werden.

Schliefdlich werden wir noch die ,,uniforme Beobachtbarkeit” thematisieren, die wir im
Beweis fiir die Konvergenz des Kalman-Filters fiir nichtlineare Systeme benutzen werden.
Wir gehen hier vom System (1.2) aus und wollen zundchst zum Kriterium fiir Beobacht-
barkeit dieses Systems hinfiihren.

Dazu stellen wir einige Voriiberlegungen an, die sich an Inhalte aus [Ada09] lehnen.
Zunichst berechnen wir die zeitlichen Ableitungen des Ausgangs y(t):

9 = D pa(t)u(t)) + oilt) =i (x(t), u(t), (1)

(8) = B F(x(t),u(6)) + Ba(r) + Bli = go(x(0)u(t), u(t), i)

n— 9gn— " 0gn-2 i . e
y 0 = SR, u(0) + L T =g (x(e),u(e), a(e), . )
i=1

Damit ist es nun moglich folgende Matrix zu definieren, deren weitere Untersuchungen
zur Beobachtbarkeit des Systems fiihren.

Sei also
[yt ] [ h(x(t), u(t)) ]
i (t) g1 (x(6),u(t), u(t))
N(t)= | ¥(t) = g2 (x(t), u(t), u(t), (1))

4 nxn

Wenn es moglich ist, das Gleichungssystem N () = s(x(t), u(t), u(t),ii(t), ..., u" V()
nach x zu l6sen, so kann man damit globale Beobachtbarkeit des Systems (1.2) nachweisen.
Hierfiir ist eine Umkehrfunktion fiir s notig, die jedoch in der Praxis haufig nur schwer zu
bestimmen ist.

In unseren Ausfiihrungen beschréanken wir uns auf die lokale Beobachtbarkeit, die im
folgendene definiert wird.

Definition (Lokale Beobachtbarkeit nichtlinearer Systeme)

Die folgende Definition ist aus [Ada09] entnommen. Sie lautet:
Sei D C R" eine Umgebung von x(t) und sei E C C"~! der Unterraum des Raumes der
(n — 1)-mal stetig differenzierbaren Funktionen mit u(t) € E.

11



2. MATHEMATISCHE HINTERGRUNDE

Das System (1.2) heif8t lokal beobachtbar, wenn Vx € D, Vu(t) € E gilt:

o (x(t)u(t)) ]
Jdx
ag1 (x(t)u(r),u(h))

. .. (n—1) ox

r 95 (x(t), u(t) (), a(t), ..., "D (H) =7 aga (x(#),u(t) () ii(1)) =n
8 ox 8 dx

agu—1 (x(£)u(£) (1) et (1))
L dx 4 nxn

Fiir den Nachweis lokaler Beobachtbarkeit gentigt es folglich den Rang der Beobachtbar-

keitsmatrix

(85 (x(£), u(t), ult), i(t),..., u"=D (1) )
ox

zu bestimmen.

2.1.3. Uniforme Beobachtbarkeit

Wir gehen weiterhin von einem nichtlinearen System (1.2) aus.

Die Idee der uniformen Beobachtbarkeit ist die Eindeutigkeit des Anfangszustandes,
unabhingig von der Eingangsgrofie u(t). Das bedeutet, wir erhalten einen eindeutig
bestimmten Anfangszustand eines Systems mit y(¢) und u(t).

Das Konzept der uniformen Beobachtbarkeit setzt Beobachtbarkeit in obigem Sinn voraus.
Das bedeutet, der Rang der Matrix, die aus den n Lie-Ableitungen besteht, muss voll sein.
Die uniforme Beobachtbarkeit fordert nun weiter den Erhalt der Dimension des jeweilgen
Raumes, der von der zugehorigen Lie-Ableitung aufgespannt wird. Das bedeutet, hier ist
eine Unabhingigkeit der Eingénge u(t) unabdingbar.

In mathematischer Sprache wird diese Idee wie folgt festgehalten:

Definition (uniforme Beobachtbarkeit)

Wir iibernehmen folgende Definition von HAMMOURI und FARZA aus [HF03]:

Seien F}' der Raum, der von den Ableitungen {dhl, .y dhp} erzeugt wird, sowie F}' ‘1 die
Raume, die fiir k > 1 von F} und der Menge der Lie-Ableitungen {dLii(hl), ceer dL;(hp)}
erzeugt werden.

Offensichtlich gilt dann F}' C F}) C ... C F! C ...

12



2.2. DIE STABILITAT EINES SYSTEMS

Das System (1.2) heifit uniform beobachtbar, genau dann, wenn
i Vuu' e UCRP, Vx e R": F} = F}

ii. Vvu €¢ U C RP, Vx € R", Vk = {1,..,p} : dimF}! = B}, d.h. fiir jedes k ist der
zugehorige Raum ' von konstanter Dimension.

2.2. Die Stabilitit eines Systems

Fiir die Untersuchung der Stabilitdt eines linearen, zeitinvarianten Systems gibt es ver-
schiedene Herangehensweisen. Gewthnlich wird hierbei die Analyse der Eigenwerte der
Systemmatrix herangezogen.

In unserem Fall wird jedoch von diesem Vorgehen abgesehen.

Es liegt ein nichtlineares, zeitvariantes System (1.2) vor. Fiir den Nachweis der Stabilitét
wird an dieser Stelle die Theorie der Ljapunov-Funktionen verwendet, mit Hilfe derer es
moglich ist, Stabilitdt eines Systems im Equilibrium zu zeigen.

Obwohl die Ljapunov-Theorie auf Grund von Stabilititsuntersuchungen nichtlinearer
Systemgleichungen entwickelt wurde, kann sie dennoch auch auf lineare Systeme ange-
wandt werden. Diese Moglichkeit wird weiter unten in Kapitel 3.4 genutzt.

Betrachte also das nichtlineare System

£(t) = F(x(6),u(b)), @)

mit f : D — R", D C R" und f lokal Lipschitz-stetig.

2.2.1. Bemerkung

Angenommen ¥(f) € D ist ein Equilibrium von (2.1), das heif3t
f(x(8),u(t)) =0.

Angenommen X(t) # 0. Definiere eine Variablentransformation

Dann ist

13



2. MATHEMATISCHE HINTERGRUNDE

mit g(0,u(t)) = 0.

Nach der Transformation hat das System (2.1) ein Equilibrium im Ursprungspunkt.

Es ist folglich moglich, jedes Equilibrium durch Variablentransformation in den Ursprung
zu verschieben. Daher wird im Folgenden 0.B.d.A. angenommen, dass das Equilibrium
von (1.2) im Nullpunkt liegt.

Aus diesem Grund wird im weiteren Verlauf angenommen, dass f (0, u(t)) = 0 gilt und
es wird die Stabilitdt der nichtlinearen Zustandsgleichung im Ursprung untersucht.
Selbiges wird fiir die lineare Systemgleichung angewandt.

2.2.2. Definition (Stabilitit des Equilibriums)

Das Equilibrium x(¢) = 0 von (2.1) heifit

e stabil, wenn

Ve >036(e) > 0: |[x(0)]| < d(e) = ||x(t)]| <e, VE>0

¢ asymptotisch stabil, wenn es stabil ist und wenn

[|x(0)]| < é(e) = tlgm x(t1)=0
e unstabil, falls es nicht stabil ist.

2.2.3. Ljapunov-Stabilitit

Nachdem djie Stabilitdt eines Equilibriums definiert wurde, benétigen wir nun ein Werk-

zeug, um diese nachweisen zu konnen. Folgendes Theorem liefert uns ebenjenes.

Theorem (Ljapunov, 1892)
Sei x = 0 ein Equilibrium fiir das nichtlineare System (1.2). Sei V : D — RR" eine stetig
differenzierbare Funktion, wobei D eine Umgebung um x = 0 ist, sodass

e V(0)=0

e V(x) > 0in D\{0}

e V(x) <0inD.

Dann ist das Equilibrium x = 0 stabil.
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Beweis

Seiene > 0undr € (0,e] : B, ={x e R" : ||x|]| <r} C D.Seim = IIHhin V(x).
X||=r

Wegen i. und ii. folgt m > 0.
Wihle ein n € (0,m), sodass B, = {x € B, : V(x) < n}.

Zwischenbehauptung

B, C B,.

Zwischenbeweis

Angenommen B,, ist nicht vollstdndig in B, enthalten. Dann dp € B, mit p € 0B, .2
Damit ist V(p) > m > n. Dies ist jedoch ein Widerspruch zu der Tatsache, dass Vx € B,
gilt V(x) < n.

Damitist B, C B,. O

Da B;, nach Definition abgeschlossen ist, wissen wir nun mit dieser Zwischenbehauptung,
dass B, sogar kompakt ist.
Wegen iii. gilt weiter

VE>0: V(x(t) <0 = V(x(t)) < V(x(0)) <n. (2.2)

Dies wiederum impliziert, dass jede Losung, die sich zum Zeitpunkt ¢ = 0 in B,, befindet,
fiir alle Zeiten t > 0 dort bleibt.

Wegen Theorem 1.3.1 und auf Grund der Kompaktheit von B, folgt:

Fiir x(0) € B, hat (2.1) eine eindeutige Losung Vt > 0.

Aus der Definition von V(x) wissen wir, dass die Funktion stetig ist. Mit diesem Wissen
und mit i.

6>0: [|x]] <6 = V(x) <n.
Somit sind B; C B, C B, und mit (2.2) ist
x(0) € Bs = x(0) € B, = x(t) € B, = x(t) € B,.

Schliefslich gilt V¢ > 0
[x(0)[[ <6 = [[x()]| <r <e.

Damit ist das Equilibrium x = 0 stabil. U

2Es handelt sich bei 9B, um den Rand von B,. Die Schreibweise ist nicht zu verwechseln mit jener der
partiellen Ableitung!
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Kapitel 3
Das Kalman-Bucy-Filter

Fiir zeitkontinuierliche, lineare Systeme liegt das sogenannte Kalman-Bucy Filter® vor.
Es handelt sich hierbei um einen speziellen Beobachter fiir Systeme mit stochastischen
Storungen, welche Gauf3-Prozesse sind.

Das Ziel des KBF ist das Schédtzen des Zustands x. Dieser Beobachter besteht aus einem
Modell des Systems und einer geeigneten Riickfithrung der Ausgangsgrofien y(t).

Das KBF hat die Form des in Kapitel 1.4 eingefiihrten Beobachters. Jedoch zeichnet es
sich durch eine bestimmte Wahl der Matrix K(¢) aus. Diese Wahl von K(t) fiihrt zu einer
bestmoglichen Zustandsschitzung, da sie eine Berechnung dieser mittels der mittleren
quadratischen Abweichung des Schatzfehlers bewirkt.

Dieses Charakteristikum macht das KBF zu einem in der Anwendung haufig verwendeten

Mittel zur Schatzung von Zustdnden.

Zu Beginn dieses Kapitels werden wir uns in Kiirze mit dem Wiener Prozess ausein-
andersetzen. Die aufgefiihrte Definition sowie weiterfiihrende Inhalte hierzu sind aus
[KK85] zu entnehmen.

Im Anschluss wird das KBF vorgestellt, welches den Zustand linearer, zeitvarianter Sys-
teme schitzt. Zu dieser Thematik gibt es eine Vielzahl an Literatur. Vor allem jedoch
sei hier auf das Paper [KB61] von KALMAN und BUCY hingewiesen, in welchen dieses
Filter erstmals publiziert wurde. Aufierdem werden weitere Informationen zum KBF aus
[WB06] sowie aus [Unb02] entnommen.

Schliefdlich wird in diesem Kapitel der Beweis der Konvergenz des KBF gefiihrt, der in

Eigenleistung entstanden ist.

In praktischen Féllen ist die Messung des Ausgangs nicht ohne Storung zu erhalten,

3Im weiteren Verlauf mit KBF abgekiirzt.
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3. DAs KALMAN-BUCY-FILTER

sondern sie wird von einem Rauschprozess iiberlagert. Dieser wurde bereits in der Zu-
standsgleichung aus (1.1) durch Addition von w(t), welches die Storung vertritt, bertick-
sichtigt. In den meisten Fillen ist ebendieses Rauschen der Hauptgrund fiir Unterschiede
zwischen tatsdchlichem und gemessenem Ausgang. In diesem Fall wird die Storung als
sogenanntes weifles Rauschen deklariert. Um dieses besser zu verstehen und nachzu-
vollziehen, an welcher Stelle es im Beobachter beriicksichtigt wird, werden wir uns im

Folgenden zundchst mit dem Wiener Prozess beschaftigen.

3.1. Der Wiener Prozess

Sei w(t), t > 0 ein stochastischer Prozess.
Es gelte fiir w(t):

e w(0)=0

e fira,b,c,d c Rmit0<a<b<c¢<dsindw(b) —w(a) und w(d) — w(c) unabhin-

gige Prozesse. Das heifst, die Zuwéchse sind unabhangig.

e Fiir jeden Zuwachs w(b) — w(a) gilt w ~ N (0, A |b — a|), wobei A als Intensitét des
Prozesses bezeichnet wird. Das heifst, die Zuwdchse haben eine Gauf3-Verteilung

mit Erwartungswert 0 und Varianz A |b — a].

Ein stochastischer Prozess mit diesen drei Eigenschaften ist als Wiener Prozess* bekannt.

3.2. Die Zustandsschitzung

Die Gleichung zur Schitzung eines Zustandes x(t) entspricht jener, der allgemeinen
Beobachtergleichung:

(3.1)
= A(1)2(t) + B(Hu(t) + K(£)C(t) (x(t) — 2(t))

Ihr besonderes Merkmal ist allerdings die Wahl von K(¢) im Sinne der kleinsten Fehler-
quadrate. Wie K(t) fiir das KBF gewé&hlt wird, wird im kommenden Abschnitt im Rahmen

der Herleitung der Schitzfehlerkovarianz thematisiert.

4Der Wiener Prozess ist auch bekannt als mathematisches Modell fiir die Brown’sche Bewegung.
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3.3. Die Giite der Zustandsschitzung

Die Natur einer Schiatzung bringt mit sich, dass diese der Realitat moglichst nahe ist.
Ebenso verhilt es sich mit der Zustandsschédtzung mit Hilfe des KBF, welche dem wahren
Zustand entsprechen soll. Das Ziel der Schdtzung des Zustands ist daher ein moglichst
kleiner Schétzfehler.
Die Giite der Zustandsschiatzung wird also anhand des Giitekriteriums, und zwar der Mi-
nimierung des Schitzfehlers, charakterisiert. Es ist bereits bekannt, dass die Minimierung
des quadratischen Mittels der Differenz von Zustand x(t) und Schitzung £(t) die ent-
scheidende Eigenschaft des KBF ist. Insofern halten wir folgende Optimalitdtsbedingung
fest:
- s 2] L
E [(xi(t) — %i(1)) } = min (3.2)
i=1

Bei unbekanntem wahren Zustand und vorliegender Schitzung ist es jedoch schwer zu
beurteilen, ob eine Schitzung fiir den jeweiligen Zweck gut oder schlecht ist. Aus diesem
Grund wird hierfiir ein Giitemaf3 in Form einer Schitzfehlerkovarianzmatrix P(t) heran-
gezogen.
Wie im weiteren Verlauf ersichtlich wird, hingt die Kovarianzmatrix P(t) in entscheiden-
der Weise von der sogenannten Kalman-Matrix K(¢) ab, die wir durch obige Optimalitats-
bedingung bestimmen werden.
Im Folgenden erfolgt eine Herleitung dieser beiden Matrizen. Dadurch wird der Grundge-
danke des Kalman-Filters, sowie die genau festgelegte Form des Algorithmus nachvoll-
ziehbar. Es wird deutlich werden, dass es sich hierbei um ein intuitives Konzept im Sinne
eines Optimierungsproblems handelt.

3.3.1. Die Schitzfehlerkovarianzmatrix

Sei

der Schitzfehler, den wir betrachten werden.
Wir definieren die Kovarianzmatrix des Fehlers als eine positiv definite, symmetrische
Matrix:

P(t) :=E [e(t)eT(t)] ., P(t) € R™™ (3.3)
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3. DAs KALMAN-BUCY-FILTER

Mit Hilfe dieser Definition kénnen wir obige Optimierungsbedingung (3.2) auch anhand
der Minimierung der Spur dieser Kovarianzmatrix ausdriicken:

!

J(t) == tr(P(t)) = min (3.4)

Mit (3.1) sowie dem Zustandsraummodell (1.1) sind wir in der Lage, die Ableitung des
Fehlers nach der Zeit zu bestimmen:

de(t) dx(t) d(t)
dt — dt  dt
= A(D)x(t) + B(H)u(t) + G(t)w(t)

— (A1) + B(t)u() + K1) (y(1) — C(H2(1)))
= (A(t) = K(H)C(t))e(t) + G(t)w(t) — K(t)o(t)

Zur genaueren Untersuchung der beiden letzten Summanden definieren wir diese zu-
nichst als G(t)w(t) — K(t)v(t) =: u(t).

Bei Betrachtung der Kovarianz ergibt sich wegen den Relationen

E[v(t)o"(1)] = R(H)6(t — 7), (3.5)

dass

(3.6)

Mit diesem Ergebnis ist ersichtlich, dass p(t) als ein weifler, stochastischer Prozess zu
verstehen ist.

Wir konnen nun eine Differentialgleichung fiir die Fehlerkovarianzmatrix
P(t) = E[e(t)e’(t)] aufstellen. Hierfiir ist zundchst eine Analyse der Ableitung des
Schitzfehlers e() notig.
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Betrachte also

prad (A(t) — K(t)C(t))e(t) + u(t). (3.7)
Fiir die zugehorige Ubergangsmatrix® ®(t, ty) gilt

"’“Pgtffo) = (A(t) — K(H)C(1))®(t k),

D(to, to) = . (3.8)

Damit kénnen wir die Losung der Gleichung beziiglich des Fehlers (3.7) angeben®:

e(t) = D (1 to)e(ty) + / O(t, T)u(7)dr. (3.9)

fo

Diese Losung sei nun zum Zeitpunkt #y eine mittelwertfreie Zufallsvariable, die mit ()
unkorreliert ist, d.h.

Ele(t)u'(t)] =0. (3.10)

Dann gilt dieses Charakteristikum fiir den Fehler wegen der Darstellung (3.9) auch
fiir alle weiteren Zeiten t und die Fehlerkovarianzmatrix P(t1,t2) = E[e(t1)e’ (£2)] mit
to < t; < tp hat eine quadratische Form, da n = dim x(t) = dim e(t).

Mit der Integraldarstellung (3.9) sowie mit der Kenntnis von P(t1, ;) erhalten wir durch

Einsetzen folgendes Ergebnis fiir die Kovarianzmatrix des Schitzfehlers im Zeitintervall
[tl P tz]:

P(t,t) =E

to

((I)(tl,to)e(to) + / @(tl,r)y(r)dr)

t T
. (Cb(tz,to)e(to) +/q)(t2,a)y(a)da>

= E[®(t1, to)e(to)e’ (to)@" (t2, to)]

+E

®(t, to)e(to) + / yT(U)CD(tz,a)da]

5Die Herleitung und weitere Erlduterungen zur Ubergangsmatrix sind im Anhang A nachzulesen.
®Diese Losungsform wird im Anhang A thematisiert und erklart.
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+E /cp t1, T)u(t)dT - e (to)q)T(tz,fo)]

+ E /<I>t1, T)dT - /y <I>Tt2, )d]
| fo

= E[®(t1, to)e(to)e’ (to) P (t2,to)]

+E / / @(tl,r)y(r)yT(U)d)T(tz,to)dUdT]

Insofern gilt fiir die Fehlerkovarianz zum Zeitpunkt ¢ in analoger Weise
P(t) = P(t,t) = E[e(t)e’ ()]

— E[@(t, )e(to)e” (1)@ (t,10)] + E /<I>(t, V()T ()BT (t, 0 )do

) ] (3.11)

S @ (1, 10) P(to) @7 (1, t0) + /@(t,U)M(U)CDT(fIU)d“

to

An dieser Stelle haben wir theoretisch eine Darstellung von P(t) gefunden, mit Hilfe derer
es moglich ist, Aussagen iiber die Giite der Schatzung zu machen. In der Praxis jedoch
erweist sich die Berechnung der Schétzfehlerkovarianzmatrix in oben stehender Form als
schwierig, da die Ubergangsmatrix ® immer wieder neu berechnet werden muss.
Abhilfe schafft in diesem Zusammenhang folgende Idee: Wir betrachten zunachst das
Differential von P(t) und berechnen daraus die Fehlerkovarianz unter Zuhilfenahme der
numerischen Intgeration. In der Regel ist dieses Vorgehen rechentechnisch einfacher, der
Rechenaufwand auf Grund der Kenntnis der Matrizen A(t), C(t), K(t), Y (t) sowie P(tp)
geringer und die Bestimmung von P(t) somit schneller.

Wir setzen diese Idee im Folgenden um. Hierfiir wird zunéchst die Ableitung von P(t)
nach der Zeit bestimmt:
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PO _ (41 KOCH) @ 0PI 1

+ D(t, t0) P(to) DT (¢, t0) (A(t) — K(£)C(t)) "

Lot M) (4 1) + / (A(t) — K(HC(1))D(t, ) M() DT (¢, 7)do

+/<I>(t,a)M((T)<DT(t,U) (A(1) — K(H)C(H))

to

(A1) — K(£)C(1) D (8, to) P(to) DT (1, to)

Tda

: (3.12)
+/ (A(t) — K(t)C(t))®(t, o) M(0)@" (t,0)do
+ D (1, t) P(t) DT (1, £0) (A(t) — K(H)C(£))"

T

+ / O(t, ) M(0)®T(t,0) (A(t) — K(1)C(1)) do

+ M(t)
(A(t) = K(H)C (1)) P(t) + P(t) (A(t) = K()C(1))
+ G(H)Q(H)GT(t) + K(H)R(H)KT(t)

(3.11)

Als Anfangsbedingung ergibt sich
P(to) = E[E(to)eT(fo)] = P().

Wir haben nun eine Form gefunden, mit der es anhand numerischer Integration relativ
einfach ist, P(t) zu bestimmen. Allerdings haben wir die oben geforderte Optimalitéts-
bedingung (3.4), die wir an das KBF stellen, noch nicht berticksichtigt. Insofern ist die

Schitzfehlerkovarianzmatrix an dieser Stelle in unserem Sinn noch nicht optimal.

3.3.2. Die Kalman-Matrix

Wir kehren also zu unserem Optimierungsproblem zuriick und werden im Folgenden
die Spur der Kovarianzmatrix P(t) durch entsprechende Wahl der Kalman-Matrix K(#)
minimieren.

Dazu betrachten wir
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3. DAs KALMAN-BUCY-FILTER

Um nun zunichst T(t) beziiglich K(#) zu minimieren, muss die notwendige Bedingung

erfiillt sein. Bei konvexen Problemen, welche wir fiir unseren Zweck betrachten, ist die

notwendige Bedingung gleichzeitig hinreichend.

Bemerkung

Seien k;;(t) miti,j = 1,...,n die Eintrage von K(t), wobei i die Zeile und j die Spalte angibt.

Bezeichne

kI'(t) = i-te Zeile von K(t)
l; = j-te Spalte der Matrix L(t), mit L(t) € R"*".

Dann gelten fiir die Matrizen K(t), L(t), U(t) mit U(t) € R"*" und U(t) symmetrisch,
unter Zuhilfenahme der Relationen

o tr(L(OKT () = tr(KT(1)L(1))

folgende Formeln:

i lstr (M(DKT(1) = g (z liT(t)ki(t)) = s <z ki(t)li(t)> — L(t)

i=1 i=1
ifi. gt (K(OUMKT () = 745 (é ij(t)u(t)ki(t)>
— (Zl kf(t)kl(t)u(t)) — 2K()U(t)
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Wir wenden die Relationen aus der Bemerkung auf unser Minimierungsproblem an und

erhalten:

AK(f) — dK ()
+ fr(G(t)Q(t)GT(t)> + tr(K(t)R(t)KT(t)>>
_ de(t) tT(A(f)P(t)) de(t) t?’(K(t)C(t)P(t) + de(t) tT’(P(t)AT(t))
de(t) tr(P(t)CT(HK(t)) + de(t) tr(G(HQ(HGT (1))
+dlf(t)tr(K(t)R(t)KT(t))
= —2P(t)CT(t) + 2K(t)R(t)
Unter Beachtung unserer Bedingung d],;i(tt) = 0 erhalten wir schliefllich die Kalman-
Matrix
—2P(+)CT(t) + 2K (t)R(t) = 0
= K(t) = P(H)CT(H)R™ ().

Folglich ist die Optimalititsbedingung fiir K(t) = P(t)CT(t)R~!(t) erfiillt und fiir das
Differential der Schatzfehlerkovarianzmatrix ergibt sich aus (3.12):

PU) _ A(t)P(1) + P(HAT (1) — POICT (R (C(HP(E) + GHQGT(H),  (313)

mit der Anfangsbedingung P(ty) = Pp.

Wir erhalten also eine Differentialgleichung in Matrix-Riccati Form.

Im konkreten Fall wird sie numerisch gelost.

Schlussendlich haben wir die Gleichungen fiir das KBF, welches durch die Schétzfehlerko-

varianzmatrix P(f) im Sinne der Minimierung des Schitzfehlers optimal ist, vorliegen:

x(t) = A(H)R(t) + B(t)u(t) + K(£)C(t) (x(t) — £(t))
P(t) = A(t)P(t) + P(t)AT(t) — P()CT()R™(H)C(£)P(t) + G(HQ(HGT(t)  (3.14)
K(t) = P(H)CT(£)R7(t)
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3. DAs KALMAN-BUCY-FILTER

3.4. Die Konvergenz des Kalman-Bucy-Filters

Gegeben sei das lineare System (1.1) mit dem fiir den zeitkontinuierlichen Fall zugehorigen
Kalman-Filter (3.14).

Wir werden nun die Konvergenz des KBF in einer neuen Weise, mittels der Ljapunov-
Theorie, beweisen.

Zunichst jedoch die Behauptung:

3.4.1. Behauptung

Der mit Hilfe des KBF (3.14) geschitzte Zustand %(f) des Systems (1.1) konvergiert gegen
den tatsichlichen Systemzustand x(t) fiir t — oo.

3.4.2. Beweis

Betrachte den Schitzfehler e(t) = x(t) — £(t).
Dann ist

Beweisidee

Definiere eine Funktion V (e(t)) des Schitzfehlers e(t). Untersuche diese auf Eigenschaften
einer Ljapunov-Funktion und folgere daraus Stabilitdt des Fehlers um den Nullpunkt.
Ist der Fehler um diesen Punkt stabil, so impliziert dies die Konvergenz des geschitzten
Zustandes £(t) an den tatsdchlichen Zustand x(t) und damit die Konvergenz des KBF.

Zum Beweis

Es ist bereits bekannt, dass P(t) eine symmetrische, positiv definite Matrix ist. Insofern
gilt diese Eigenschaft auch fiir die Inverse P~1(¢).

Sei also
Ve(t)) :==e ()P (t)e(t).

Uberpriifung der Bedingungen aus dem Ljapunov-Theorem aus Kapitel 2.2.3 an eine

Ljapunov-Funktion:
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3.4. DIE KONVERGENZ DES KALMAN-BUCY-FILTERS

e Fire(t)=0: V(0)=0 Vi>0 V

* Aus der Voraussetzung wissen wir bereits, dass P(t) positiv definit ist. Daher gilt
Vie(t)) =el(t)P~1(t)e(t) >0 Vt>0 Vv

e Analysiere V(e(t)) = 4eT ()P~ (t)e(t):

)
= T(t) <AT(t)P’1(t) —CT(t)(P()CT (R (1)) P!

= el (t) (AT(t)P~1(t) —2CT(HRI(t)C(t) + P1 () A(t) — P71 (1)A(t)

—eT() (—CT(ORYDCH) e
<0, da R(t) nach Definition positiv definit

<0 Ve#0 Vv

— V/(e(t)) ist eine Ljapunov-Funktion.
Da V(e(t)) < 0 folgt sogar asymptotische Stabilitit um e(t) = 0.

Das bedeutet, der Schitzfehler ndhert sich fiir # — co immer weiter dem Equilibrium 0 an.
Dies wiederum impliziert die Konvergenz des KBF. |
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Kapitel 4
Das Erweiterte Kalman-Bucy-Filter

Das Hauptanliegen dieses Kapitels ist das Beweisen der Konvergenz des Erweiterten
Kalman-Bucy-Filters’ fiir nichtlineare Systeme. Es handelt sich hierbei um ein exponenti-
elles Konvergenzverhalten, was eine optimale Naherung des durch das EKBF geschitzten
Ergebnisses an die tatsdchliche Losung der nichtlinearen Differentialgleichung bedeutet.

Unter der Voraussetzung eines nicht zu grofien Fehlers |e(fo)| = |x(tg) — £(to)| der Schat-
zung des Anfangszustandes konvergiert der Schétzfehler des Zustandes |e(t)| — O fiir
t— 008

Die fiir dieses Kapitel verwendete Literatur beschrankt sich auf drei Angaben: Die Vor-
stellung des EKBF wird aus [GAO1] bezogen. Fiir den Beweis dieses Filters wurde bereits
eine Vorarbeit von GAUTHIER, HAMMOURI und OTHMAN geleistet, an der sich die Heran-
gehensweise im vorliegenden Beweis orientiert und die in [GHO92] nachgelesen werden
kann.

Der Beweis von KRENER in [Kre03] fiir die Konvergenz dieses Filters fiir nichtlineare
Systeme wird hier ausgearbeitet und es werden, losgeldst von KRENER'S Beweis, Verdnde-

rungen vorgenommen, die seinen Beweis verbessern.

7Tm weiteren Verlauf mit EKBF abgekiirzt.

8Diese Voraussetzung wird vor allem fiir die in Kapitel 7 durchgefiihrten numerischen Experimente von
besonderem Interesse sein. In der Praxis ist dies die entscheidende Bedingung, mit welcher anhand einer
Implementierung Konvergenz getestet wird.
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4. DAS ERWEITERTE KALMAN-BUCY-FILTER

4.1. Das Erweiterte Kalman-Bucy-Filter

Das EKBF wird auf nichtlineare, zeitabhédngige, kontinuierliche Differentialgleichungssys-
teme angewandt.
Die Zustands- und die Ausgangsgleichung sind von der bereits bekannten Form

(4.1)

Die Schitzung des Zustandes gleicht einer Innovation, im Sinne einer Verbesserung
der Schitzung mit Hilfe der Ausgangsgleichung im Laufe der Zeit. Die Schitzung der
Fehlerkovarianzmatrix erfordert die Losung der Riccatischen Matrix-Differentialgleichung,
die in Kapitel 3 fiir den linearen Fall hergeleitet wurde.

Weiterhin wird der geschitzte Zustandsstartwert £(0) fiir das System (4.1) aus dem
vorgegebenen Startwert des Zustandes x(0) geschétzt.

Damit ergeben sich schliefilich folgende Gleichungen des EKBF fiir das nichtlineare System
(4.1):

F(@0),u(5) + PEOCT (1) (y(1) — h(2(8), (1))

)
P(t) = A(t)P(t) + P(t)AT(t) + GGT — P(t)CT(t)RL(+)C(t)P(¢) 42)
£(0) = %o
P(0) = P,
wobei
A(t):gj; - C(t):gflc .

4.2. Die Konvergenz des EKBF

Die Konvergenz des EKBF wurde bereits Ende der 1980er Jahre von BARAS, BENSOUSSAN
und JAMES in [BBJ87] gezeigt. Dabei wurden gewisse Annahmen getitigt und es wurde
vorausgesetzt, dass die Schitzung zum Startzeitpunkt nahe genug am eigentlichen Zu-
stand ist. Allerdings erfordert dieser Beweis weitere Voraussetzungen an das System, die
so stark einschrankend sind, dass dieser Beweis nahezu nur fiir Spezialfille gilt.

Etwa 15 Jahre spiter, im Jahr 2002, gelang es dem Mathematiker KRENER einen Beweis fiir
lokale Konvergenz des EKBF zu fiihren, dessen einzig wirklich restriktive Voraussetzung
die uniforme Beobachtbarkeit des Systems ist. Da sein im Vergleich zu jenem von BARAS,
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4.2. DIE KONVERGENZ DES EKBF

BENSOUSSAN und JAMES deutlich weniger Voraussetzungen an das gegebene Differential-
gleichungsssystem stellt, findet er grofsen Anklang in der Systemtheorie.
Im vorliegenden Abschnitt wird dieser Beweis aufgefiihrt, detailliert thematisiert und an

mancher Stelle verdandert.

4.2.1. Vorbemerkungen

Gegeben ist das System
x(E) = f(x(8),u(h))
y(t) = h(x(t),u(t)) (4.3)
x(0) = xo

wobei x(t) e R", u(s) e UCR", yeRP,0<s <t
Die Funktionen f, h sind in der konkreten Anwendung bekannt und es gilt f, i € C2.

Gesucht ist eine Schitzung £(t), sodass £(t) — x(f) furt — oo.

4.2.2. Umformulierung des nichtlinearen Systems

Ziel des Kapitels ist der Beweis der Konvergenz des EKBF. Dieser bendttigt eine andere
Form des Systems (4.3), als die vorliegende. Anhand der folgenden Definition ist die
entsprechende Transformation moglich.

Betrachte nachstehendes System:

g(t) = f(&(1),u(t)) (4.4)
y(t) = h(Z(t), u(t)) (4.5)

wobei ¢(f) e R", u(s) e UCR", ye€ R, 0<s <t

Definition

(4.4) ist uniform beobachtbar.

— es existieren Koordinaten x;; miti = 1,..,pundj =1,.., li,wobeil <[} < .. <1,

P
und Y I; = n, sodass (4.4) diffeomorph ist zu einem System der Form
i=1
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4. DAS ERWEITERTE KALMAN-BUCY-FILTER

Yi=xiq1+ hi(u)
X1 = Xip + fin (1, 1)
Xip = X3+ fio(x2,u)

. (4.6)
Xij = xijp1 + fij(xj, 1)

Xit,—1 = Xit, + fir—1(x;,-1,1)

Xit, = fir, (g, 1)

mit f] = (xll, X12; +es X1, min{jJy }» X217 s xp]‘).
Beachte: Die Indizes von x; laufen voni =1,..,pund k =1, ..., min{j, /;} und die Koordi-

naten sind so angeordnet, dass der zweite Index schneller lauft als der erste.

Fiir eine tibersichtliche und kompakte Form von (4.6), mit der im weiteren Verlauf wei-

tergearbeitet wird, wird dieses System anhand der im Folgenden definierten Matrizen

umgeschrieben.
Seien
Ci 0 0
C=1o 0 CG=|1 00 ---0
_ 1><li
0 0 G P
01 0 0]
A 0 0 0 01 0
0 0 Ap s 0 0O 1
000 ---0
L —l,‘><li
filx,u) fir(x1,u) hy (u)
flx,u) = : fi(x,u) = : h(u) =
fp(x’u) nx1 fili(xli’u) lix1 hp(u) px1
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4.2. DIE KONVERGENZ DES EKBF

Mit diesen Matrizen bzw. Vektoren wird aus (4.6) das System

= Ax+ f(x,u)

4.7
y=Cx+h(u) *7)

in vereinfachter Form.

4.2.3. Voraussetzungen

Setze folgende Eigenschaften voraus:

i

i.

1ii.

iv.

Vi.

Vii.

Das System (4.3) sei uniform beobachtbar fiir beliebige Eingénge u(f).
Die nichtlineare Funktion f aus (4.3) erfiille die Lipschitz-Bedingung, das heifst
dL,sodass Vx,n € R",u € U: | fi(xj,u) — fi(nj,u)| < L|lx; —#;l|.

Wir wissen bereits aus Abschnitt 4.2.1, dass f € C2. Da f sich unter anderem aus
f zusammensetzt, ist auch f € C2. Insofern ist die Existenz der zweiten Ableitung
von f gewéhrleistet und auf dieser Grundlage wird gefordert, dass diese zweite
Ableitung beschrankt ist, das heifst, es gelte

Vx,n e R, uel: ‘

f
Frar (x/u)H <M, 0<MEeR.
Die Stormatrix G sei invertierbar.

Der geschitzte Zustandsvektor £(¢) und die Schétzfehlerkovarianzmatrix P(t) seien
Losung des EKBF (4.2).

P(0) sei positiv definit.

Es gelte |e(to)| < €, das heifit, der Schitzfehler zum Zeitpunkt #y ist geniigend klein,
sodass die Schitzung des Startwertes nahe genug am tatsdchlichen Startwert liegt.

4.2.4. Behauptung

Unter den oben gestellten Voraussetzungen an das nichtlineare Zustandsmodell sowie an
das EKBEF, wird Folgendes behauptet:
Die Schitzung des Zustands £(¢) mittels des EKBF konvergiert bei zunehmender Zeit

exponentiell gegen den tatsdchlichen Zustand x(t). Das heif3t

le(t)| = |x(t) — £(t)| — 0 exponentiell fiir f — oo.
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4. DAS ERWEITERTE KALMAN-BUCY-FILTER

4.2.5. Beweis

Gemafs Abschnitt 4.2.2 nehmen wir an, dass das System

umformuliert werden kann.
Folglich gilt

und durch Anwendung der Ableitung von f nach dem Zustand x(t) an der Stelle
(%(t),u(t)) gilt

of /. ~of .

af;(x(t),u(t)) =A+ —f(x(t),u(t)).

Wir kiirzen diese Notation durch A(t) = A + A(t) ab.

Ferner folgt aus obiger Umformulierung: & (x(t),u(t)) = Cx(t) + h(u(t)).

In analoger Weise wird hierauf die Ableitung der Messgleichung h nach dem Zustand x
an derselben Stelle (£, u) angewandt und es folgt

—(%,u) =

oh -
pp C.

Dajedoch 9%(#,u) = C(t) ist, erhalten wir C(t) = C.

Die nun nachfolgende Beweisfiihrung, das System zunéchst in eine bestimmte Form zu
transformieren und dann den Beweis anhand der transformierten Form zu fiihren, folgt
der Idee von GAUTHIER, HAMMOURI und OTHMAN in [GHO92].

Dieser Beweis ist nicht sofort klar ersichtlich und er ist aufSerdem von betrachtlicher
Lange. Um ihn besser zu verstehen und nachvollziehen zu kénnen sowie auf Grund der
Ubersichtlichkeit, wird nun vor der Beweisfiihrung zunachst die zu Grunde liegende Idee
dargestellt.
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4.2. DIE KONVERGENZ DES EKBF

Beweisidee

Wir zeigen, dass die Schitzfehlerkovarianzmatrix P(t) nach unten und nach oben be-
schrinkt ist. Dazu betrachten wir Minimierungsprobleme im Intervall [0, {] und wenden
eine suboptimale Losung des Minimierungsproblems auf dieses an, um eine Ungleichung
zu erhalten und folglich eine Abschidtzung zu ermoglichen. Mit den Schranken wird
ersichtlich, in welchem Bereich sich P(t) befindet und es besteht die Hoffnung, dass dieser

Bereich eine Umgebung um den Nullpunkt ausmacht.

Definiere danach in analoger Weise zur Beweisidee fiir das KBF die Funktion V()
el (t)P~1(t)e(t) als Ljapunov-Funktion und betrachte zugehoriges Differential V() =
LeT (H)P~1(t)e(t).

Weise dann mit Hilfe der zuvor getitigten Abschdtzungen - vor allem mit jenen fiir die
Fehlerkovarianzmatrix P(t) - die drei Eigenschaften einer Ljapunov-Funktion nach und
erhalte damit die Stabilitdt des Fehlers im Nullpunkt.

Dies impliziert schliefilich die Konvergenz des Schitzfehlers gegen Null und folglich die
Konvergenz des EKBF gegen die Losung der gegebenen Differentialgleichung.

Zum Beweis

Fiir die Untersuchung des Fehlers e(f) betrachten wir das Differential %eT(t)P*1 (t)e(t).

Insbesondere ist daher eine genauere Analyse, im Sinne der Beschranktheit von P(t) notig.
Diese Matrix ist die Schatzfehlerkovarianz des Zustandes und sagt daher etwas tiber die
Giite der Schdatzung aus. Je kleiner die Kovarianz, desto besser die Schatzung.

Das EKBF berticksichtigt eben diese Minimierung der Kovarianzmatrix P(t). Die Aufgabe
der Minimierung von P(t) ist dquivalent zur Aufgabe der Energieminimierung eines
entsprechenden Energiefunktionals. Daher betrachten wir zu Beginn des Beweises ein
Optimierungsproblem.

Sei hierzu

t

(1) = ETO)P©O)F(0) + [ &T(5)GCTE(s) + T (S)n(s)ds (48)

0

die Zielfunktion, die unter den folgenden Nebenbedingungen

&(s) = —AT(s)2(s) = CTp(s)

(4.9)
gt =¢
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4. DAS ERWEITERTE KALMAN-BUCY-FILTER

minimiert werden soll.

Fiir das Minimum von (4.8) gilt

t

J(p) = min (CT(O)P(O)C(O) + /CT(S)GGTC(S) +MT(S)V(S)dS) ={TP(t)C.

0

Hierbei ist P(t) die Schitzfehlerkovarianzmatrix, die Losung des EKBF (4.2) ist.

Mit diesem Minimum wird nun weiter gearbeitet, indem es nach oben abgeschatzt wird,
was letztlich - wie im Folgenden ausgefiihrt - eine Abschitzung fiir P(t) impliziert. Die
Wahl des entsprechenden Optimierungsproblems liegt diesem Gedanken zu Grunde. Mit
anderen Worten: Es werden die benotigte Differentialgleichung sowie das Minimierungs-
problem , konstruiert”, um das gewollte Ergebnis zu erhalten.

Zunichst ist daher zu zeigen: 3 my > 0, sodass Vt > 0: P(t) < mqLxn.

GAUTHIER, HAMMOURI und OTHMAN haben in [GHO92] gezeigt, dass

(1) = A(HR(t) + f(x,u) — S(6)CT (y — C)
ein weiterer Beobachter fiir das System (4.7) ist und S(6) die Gleichung

—05(6)

A()S(0) +S(O)A—-CTC, 6>0 (4.10)

erfiillt.
Nach einigen Umformungen von (4.10) folgt die Aquivalenz dieser zur Ljapunov-Gleichung

(~a-21)'s@+se)(-4A-21) = —cTe

Da 5(6) folglich auch diese erfiillt, ist ebendiese positiv definit, fiir & > 0.

Weiter ist anzumerken, dass fiir alle Eigenwerte A; von < —A- %I ) gilt: A; = —g. Dann

wissen, wir, dass —A — %I eine Stabilitdtsmatrix ist.

Wegen

—05(8) = ATS(8) +S(8)A - C'C (4.11)
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ist?

Sijpc(l) _ (=) [j+o—2
Si-j,p-a(e) = gi+o—1 - gi+o—1 ]‘_1 )

Definiere nun T(8) = S~1(6).
Dann ist entsprechend

Tijpo(0) = S;7ky o(0) = 07071551 (1) = 07071y (1)

und T(0) erfiillt die Matrix-Riccati-Gleichung

wie mit (4.11) leicht einzusehen ist.

Wende nun nicht das Minimum, sondern eine ,etwas grofsere” Losung

p=—CT(6)g

auf das Minimierungsproblem (4.8) an.
Der Gedanke hinter diesem Vorgehen ist das Erhalten einer Abschitzung fiir die Fehlerko-

varianzmatrix P(t). Sie fithrt zu einer oberen Schranke fiir P(t).

9Um diese Implikation besser nachvollziehen zu konnen, hier eine Erklarung fiir den Fall p=1:
Fiir p=1 ist

010 0
00 1 0
A= 4, C=[1 o0 0 0]
000 1
000 0

Es reicht S(1) zu bestimmen:
ATS(1) + S(1)A - CTC = —5(1)

Dann gilt fiir den 1. Eintrag in der S-Matrix: —1 = —Sy7 , also S1; = 1.
Allgemein, fiir den (j, o)-Eintrag in S gilt damit

Si10t+Sje-1="Sj¢

mit der Vereinbarung, dass S, = Sjo = 1.
Ein Vergleich dieser Rekursion mit der rekursiven Darstellung des Binomialkoeffizienten zeigt dann die
hier gewtinschte Relation.
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Damit ist

t

ETOPOE0) + [ §7(5)667E(s) + (~CTO)E(s)) (- CTO)E(s))ds
0

=" OPO2(0) + [ &(5)(GGT + T(e)TCTCT(6) )e(s)ds.

0

Da es sich bei diesem p um eine suboptimale Losung handelt, wir jedoch das Minimum,
welches das Minimierungsproblem 16st, schon kennen, muss das Einsetzen von y in (4.8)

grofier sein als das Minimum. Dies fiihrt zur Abschitzung

t

{"P(H)7 < ET(0)P(0)E(0) + / &"(s) (GG +T(0)TCTCT(0) ) &(5)ds. (4.12)

0

Entsprechend verandern sich durch diese Wahl von y auch die zugehorigen Nebenbedin-

gungen:
- ( ~AT(s) + c‘Tc‘T(e))g(s) (4.13)

Im Folgenden wird es nun darum gehen, die rechte Seite der Ungleichung (4.12) genauer

zu analysieren und abzuschétzen.

i. Betrachte P(0).
Aus der Voraussetzung ist bereits bekannt, dass P(0) positiv definit ist.
Daher 3 Konstante 0 < my € R, sodass P(0) < myl,«n, das heifit, P(0) ist nach
oben beschrankt.
ii. Betrachte GGT + T(6)TCTCT(9).
Da es sich hierbei um quadratische Ausdriicke handelt, ist

GGT +T(0)TCTCT(0) >0,

also positiv semidefinit.
Auflerdem 3 Konstante 0 < m3(0) € R, sodass GGT + T(0)"CTCT(0) < m3(0)Lixn,
der Ausdruck ist folglich nach oben beschrankt.
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iii. Betrachte &7 (s)&(s), wobei 0 < s < t.
Aus (4.13) folgt

+¢"(5)T(0)((— A"(s) + CTCT(9))&(5)) (4.14)

Wir wissen, dass f(x(t),u(t)) Lipschitz-stetig ist. Daher ist Ax(t) 4+ f(x(t),u(t))
ebenfalls Lipschitz-stetig, insbesondere also A. Aus den Forderungen f € C? sowie
der Beschranktheit der zugehorigen zweiten Ableitung, sind die Voraussetzungen

erfiillt, um Lipschitz-Stetigkeit der ersten Ableitung von f zu folgern.
Daher:

1G] = 1A+ AG) < 141+ 146 = 141+ | (g0ue)| < 2
(4.15)

Dies impliziert die Beschranktheit von A(s).
Essind A(s) = A+ A(s) und ||A(s)|| < L.Dann:

[AG)] < L
= [[AG) I+ [IA]l < L+ (Al

und
IAG)+ Al = [AG) + Al = |A+ A(s) + Al = |A(s)]].
Insgesamt also ||A(s)|| < L+ | 4]

Wir analysieren die rechte Seite von (4.14) in Teilschritten:

iii.i. Betrachte (1).
T;(0) = 0/771T;(1) < 60T;(0) = 6/ T;(1)

39



4. DAS ERWEITERTE KALMAN-BUCY-FILTER

Wegen T;;(6) = 6/771T;(1) und ||A(s)|| < L+ | Al gilt

ATy _ . AREIT()
MSUP ot T MSup gi+i—1
= limsup A(s)T;j(1) < limsup(L+ [|A])T;;(1) < oo
5—00 §—0

Insofern ist (A(S)T(Q))ij e O(p)+i1

iii.iii. Betrachte (3).
Mit Hilfe von i.i. und i.ii. kann der Klammerausdruck (3) nach oben abgeschitzt
werden:

0T(8) +T(0)CTCT(0)— A(s)T(8) — T(0)AT(s)
——r —_——— —
Whi+1T(1)>0 >0 o+t HerT(1)>0

Folglich gilt Va > 0 30, wobei 0 geniigend grofs ist, sodass
0T(0) +T(0)CTCT(8) — A(s)T(8) — T(6)AT(s) > alyxn >0 (4.16)
beziehungsweise

—0T(0) — T(0)CTCT(0) + A(s)T(8) + T(0)AT(5) < —alyun. (4.17)

Aus (4.16) folgt schliefslich

d

78 OTO)E(s) = &M (s)aluxng(s) > 0.
Folglich ist ¢ (s)T(0)&(s) monoton steigend, also

¢T(5)T(8)5(s) < &T(HT(B)&(t)

Riickwiértsintegration der Gleichung (4.14) in der Zeit und Beriicksichtigung der
Ungleichung (4.17) ergibt fiir 0 <s <'t:

ET(s)T(0)E(s) < ET(t)e" s 0¢(t) = ¢Tgerts™ (4.18)
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4.2. DIE KONVERGENZ DES EKBF

Fiir ¢7(s)¢(s) 30 < my(8) € R, sodass
¢ (s)&(s) < ma(0)"(s)T(6)&(s) (4.19)
und mit (4.18) folgt dann
¢T(s)g(s) < ma(0)e"ICTE.

Hiermit haben wir die gesuchte Abschitzung fiir &7 (s)&(s) gefunden.

Einfiigen der erhaltenen Abschitzungen fiir einzelne Terme aus (4.12) in ebendiese Un-
gleichung ergibt somit die nachfolgende obere Schranke 111 I, ., fiir P(t):

t
CTP(NE < mams(0)eTTE+ [ ma(0) s (0)e* g7 Cds
0

t

< mamy(0)27¢ +ma(@)ma(0) [ e Teds

—o0

IN

ma(6) (mz " ’”3059)> ads (420)

=:inmy

Es wurde also eine obere Schranke fiir die Schétzfehlerkovarianzmatrix P(t) gefunden.
Um ihr Verhalten noch besser zu verstehen und um zu zeigen, dass sie bei zunehmender
Zeit nicht divergiert, sondern wenn moglich klein bleibt, gilt es im weiteren Verlauf des
Beweises eine untere Schranke fiir P(t) zu finden beziehungsweise zu zeigen, dass es eine
solche gibt.

Das Vorgehen gleicht hierbei dem des Aufzeigens der oberen Schranke fiir P(t).

Definiere zunichst Q(t) := P~1(t), Q(t) € R™".
Zu zeigen: 3 eine Konstante 0 < ms € R sodass Vt > 0: Q(t) < msI,xn.

Damit wére eine untere Schranke fiir P(t) gefunden, denn dann wire

1
P_l(t) S M5In><n < P(t) Z milnxn.
5
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4. DAS ERWEITERTE KALMAN-BUCY-FILTER

Zunichst setzen wir Q in das EKBF (4.2) ein und erhalten

Q(t) = —AT(H)Q(t) — Q(H)A(t) — Q()GGTQ(t) + C'C

(4.21)
Q(0) = P7H(0).

Die Struktur des EKBF (4.2) bleibt weiterhin erhalten und Q(t) 16st diese Differentialglei-
chung. Daher wird der Beweis auf dieser Grundlage fortgefiihrt.

Wie schon fiir die Abschidtzung von P(t) nach oben, betrachten wir auch hier ein Mi-
nimierungsproblem der folgenden Gestalt:

t

¢"(0)Q(0)¢(0) + /CT(S)CTCC(S) + 'l (s)p(s)ds (4.22)

o

mit den Nebenbedingungen
(4.23)

Es ist

min J'() = min (€T<0)Q(0)é‘(0) + [ e )E7Ce(s) + Ms)u(s)ds) =g

0

und Q(t) ist Losung des EKBF (4.21).

Dieses Minimum soll nun nach oben abgeschétzt werden, um die obere Schranke fiir Q(t)
beziehungsweise die untere Schranke fiir P(t) zu erhalten.

Da es sich hier um das Minimum handelt, wird nun die suboptimale Losung

y(S) = G_l (DCInxn - A(S))@(S)

des Minimierungsproblems (4.22) auf ebenjenes angewandt.

Dies impliziert:

¢'o(h)g < ¢'(0)Q(0)¢(0)

+/CT(5) (C_Tc_—l— (“Inxn _AT(S))(GGT)_l(lXIan —A(S))>§(s)ds (4.24)

0
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4.2. DIE KONVERGENZ DES EKBF

Anpassung der nach Wahl von p verdnderten Nebenbedingungen liefert:

ath

—
[

N—
Il

A(5)S(5) (alnxn — A(s))E(5) (4.25)

Fiir das Erhalten einer oberen Schranke von Q(#) wird nun die rechte Seite von (4.24)
genauer untersucht.

a. Betrachte Q(0).
Aus der Voraussetzung ist bekannt, dass P(0) positiv definit ist. Folglich gilt dies
auch fir Q(0).
Weiterhin 3 Konstante 0 < mg € R, sodass Q(0) beschrankt ist:

Q(O) < melyxn

b. Betrachte den Faktor CTC + (aLyxn — AT(s)) (GGT) ™! (aLyun — A(s)).
Wir wissen aus (4.15), dass A(s) < L und ebenso A”(s) < L. Damit:

CTC+ (a—L)(GGT) '(w—L) = C"C + (x — L)*(GGT)!
Es handelt sich hierbei um quadratische Ausdriicke, weshalb der Term CTC+ (oc —

L)*(GGT)! > 0ist.
Ferner 3 Konstante 0 < m7 € R sodass CTC + (a — L)Z(GGT)*1 beschrénkt ist:

CTC+ (a —L)*(GG™) ™" < mylyun

c. Betrachte &(s).1°
Setze gewihltes j(s) in (4.25) ein und erhalte:

E(s) = A()&(s) + G (G (&l — A(5))&(5) )
= ag(s)
() =1¢
Die Differentialgleichung &(s) = a¢(s) hat die analytische Losung &(s) = (-,

Schliefdlich werden alle in a. - c. erhaltenen Abschdtzungen fiir die Terme aus (4.24) sowie
die Kenntnis von ¢(s) und ¢(f) in entsprechende Ungleichung eingefiigt und es ergibt

10An dieser Stelle ist keine Analyse von &7 (s)¢(s) notig, da ¢(s) nur von s abhéngt und durch die Wahl von
#(s) zu einer linearen Differentialgleichung wird. Aus dieser ist es moglich ¢(s) analytisch zu bestimmen.
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4. DAS ERWEITERTE KALMAN-BUCY-FILTER

sich die obere Schranke msI, ., fiir Q(t):
7'QMg < g(0)Q(0)5(0)

+ / &7 (5) (CTC+ (W — AT(5)) (GGT) ™ (s — A(5)) )G (s)ds

t
—2uat 7T 20(s—t) 7T (AT ~ 2 T\—-1
< eig Q(o)g+0/e {T(CTC + (a + LY2(GGT) 1) ds oo

< 7Q(0) + (C‘TC‘_’_((X_i_L)Z(GGT)fl) /eza(s*t)éngs
0
< <m6+ )CTC
ms

Damit ist die obere Schranke fiir Q(f) und insbesondere die gesuchte untere Schranke fiir
P(t) gefunden. Die Schitzfehlerkovarianzmatrix ist damit beschréankt.

Die gewonnenen Ergebnisse werden nun benutzt, um schliefSlich die Konvergenz des
EKBF nachzuweisen.
Betrachte dazu das nichtlineare Differentialgleichungssystem (4.7)

£(t) = Ax + f(x,u)
() = Cx (e, )
x(0) = xo

Seien x(t), u(t), y(t) Losungen hierfiir und sei £(f) Losung des EKBF (4.2).
Definiere e(t) := x(t) — £(t), ep := xo — %o.

Wir mochten nun Stabilitit des Schatzfehlers e(t) nachweisen. Hierfiir wird die Theorie
der Ljapunov-Funktionen herangezogen, mit Hilfe derer Stabilitdt nachgewiesen werden
kann.

Definiere also
Ve(t)) :== e (£)Q(t)e(t)

als Kandidat fiir eine Ljapunov-Funktion des Fehlers e(t).
Wie oben im Ljapunov-Theorem aus Kapitel 2.2.3 gesehen, wird V (e(t)) nun auf entspre-

chende Eigenschaften tiberpriift:
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4.2. DIE KONVERGENZ DES EKBF

o e()=0: V(0)=0 Vt>0

e Da P(t) positiv definit ist, gilt:

Vie(t)) :=e' (H)Q(t)e(t) >0 VE>0 v

(x)

Schitze (*) mit Hilfe dem Wissen, dass CTC > I, GGT > mgl, wobei
0 <mg € R, und P(t) < myl,x, wie folgt ab:

e’ (1) (CTC + Q(1)GGTQ(t))e(t) > e (t)(Q(H)GGTQ(t))e(t)

—¢(1)(CTC+QGETQM)e(t) < —2 Je(t)?

Betrachte nun ().
Anwenden des Mittelwertsatzes fiir vektorwertige Funktionen ergibt folgendes

(

Ergebnis:

\m

<m»o>fu><»—mmm)

8x]

11 _
//raa f t) +rse(t), u(t))e;(t)e;(t)dsdr
00

Mit BARAS, BENSOUSSAN, JAMES in [BBJ87] gilt damit fiir 0 < M € R:

11 _
!/%%% (1) + rse(t), u(D)ei(t)e; ()dsdr < Me()]*

Alle Abschidtzungen zusammengefasst und an entsprechender Stelle eingefiigt liefert
mit0 < M’ € R:
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4. DAS ERWEITERTE KALMAN-BUCY-FILTER

—el (1) (CTC + Q(HGGTQ(t))e(t)

+2¢7(H)Q(E) (F(x(5),u(t)) — F(2(8), u(t)) — A(t)e(t))

(). (%)
< ()P + 26 (DQU)M fe(t)
1
Q)<msl 1y
S e s ()

[§N
—~
~
~—
O
—~
—~
~—

™)
—~
~
~—

I

1 1 P(t)gmllnxn 1 . .
Danun —--Q(t) < Iyx, und myP(t)~ > P(t)P(t)™" = Lyxn, gilt weiter

ms

[NT8)

g [OF +msM €O <~ e (Ot + msM o0 (ma(D)
S T Qe(t) + msM (e (HQ(De(D))
mimis
_ T . ms
— e (t)Q(t)e(t)( T

+ m5M’m1% (e (H)Q(t)e(t)) %J)

(k%)

In dieser Form ist es nicht méglich zu entscheiden, ob 4e (+)Q(t)e(t) < 01ist. Daher
miissen wir eine Forderung an (x * x) stellen.
Zuniéchst halten wir jedoch fest, dass fiir

(" (HQ(De()? < —=
memgM’
schliefilich gilt
d r mg T
76 (DQ(He(t) = —Zm%m&_)e (H)Q(t)e(t) < 0. v

Damit haben wir eine Ljapunov-Funktion des Schétzfehlers gefunden.
Wegen der Wahl von m; fiir die obere Schranke von P(t) liegt sogar exponentielle Konver-

genz vor. Wir erhalten

el (H)Q(t)e(t) — 0 fiir t — oo.
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4.2. DIE KONVERGENZ DES EKBF

Dies liefert Stabilitit des Schitzfehlers e(t) im Equilibrium x = 0.
Zusammengefasst gilt schlussendlich unter der Bedingung

g

7
2.2 AN/
2mimzM

(" (0)Q0)e(0)* <

lokale Konvergenz des EKBE. O
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Kapitel 5

Spezielles Anwendungsproblem hin-
sichtlich der Fahrdynamik eines Kraft-
fahrzeuges

Die in diesem Kapitel verwendete Literatur entstammt vor allem einem internen techni-
schen Bericht [Kal09] der DAIMLER AG. Hieraus entnommen wurden insbesondere die
Bewegungsgleichungen, die Festlegung der Beobachterzustiande sowie die zu Grunde
liegende Differentialgleichung, die den Zustand eines Fahrzeugs mit Hilfe von Lagewin-
keln und Geschwindigkeiten beschreibt. Fiir weitere Informationen zur Eigenbewegung
eines Fahrzeugs und seinen Kenngrofien sei an dieser Stelle auf den technischen Bericht
[RKHOO07] der ROBERT BOsCH GMBH hingewiesen.

In Eigenarbeit wird im zweiten und dritten Teil dieses Kapitels die Konvergenz dieses
5-dimensionalen und auch eines sich daraus ergebenden 2-dimensionalen Systems in An-
lehnung an den Beweis in Kapitel 4.2 gezeigt. Folglich liegen hier die Arbeiten [GHO92],
[HF03] sowie [Kre03] zu Grunde.

Schliefdlich wird eine konkrete untere und obere Schranke fiir die Schatzfehlerkovarianz-
matrix des 2-dimensionalen Systems erstmalig in dieser Arbeit angegeben, wobei eine

Orientierung an dem hierfiir konstruktiven Beweis aus Kapitel 4.2 erfolgt.

In vielen Bereichen, vor allem jedoch innerhalb der Fahrdynamik hinsichtlich von Fahrer-
assistenz- und Fahrsicherheitssystemen, ist das Wissen um die Eigenbewegung eines
Kraftfahrzeuges von besonderem Interesse. Dies riithrt daher, dass sich Riickschliisse aus
der Eigenbewegung auf den Fahrzustand schlieflen lassen.

Fiir die Bestimmung des Fahrzustands eines Autos, ist die Eigenbewegung erforderlich,
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5. SPEZIELLES ANWENDUNGSPROBLEM HINSICHTLICH DER FAHRDYNAMIK EINES KRAFTFAHRZEUGES

die sich wiederum durch Zustandsgrofien beschreiben ldsst.
In unserem Fall sind dies

* die Geschwindigkeiten v, in Ldngs-, v, in Quer- und v; in Vertikalrichtung, sowie

¢ die Lagewinkel in der Darstellung als Eulerwinkel: der Gierwinkel ¥, der Nickwin-
kel © und der Wankwinkel ®.

Es ist nicht moglich, diese Zustandsgrofien durch Messung zu erhalten. Daher werden
messbare Grofien herangezogen, um aus diesen schliefSlich die Zustandsgrofien und
daraus dann die Fahrzeugeigenbewegung zu bestimmen. Als Fahrzustandsbeobachter
wird das System bezeichnet, welches diese Berechnung vornimmt.

Die entsprechenden Messwerte werden mittels Sensoren, Kamera oder Radar ermittelt.}!
Mittels Sensoren werden die Wankrate wy, die Nickrate w, sowie die Gierrate w;, die die
Rotationsgeschwindigkeit um die jeweilige korperfeste Achse angeben, erfasst.
Augenscheinlich hingen die unbekannten Lagewinkel mit den bekannten Drehraten sowie
die gesuchten Geschwindigkeiten mit den gemessenen Beschleunigungen zusammen.
Aber wie?

Die folgenden Bewegungsgleichungen beschreiben die jeweiligen Beziehungen:

O =wy cos® — w; -sind
® = wy +wy-sin® - tanO + w; - cos P - tan O

sin +w cos
0s©® 2 cos@®

¥ =w,
und

Uy = Wy - Uy — Wy Uz +ay + ¢ -sin®

Uy = —W; Uy + Wy 0z +ay —g-sin®-cos@

U; = Wy Uy — Wy Uy +a; — g-cosP-cos@
Wir legen nun die Zustandsgleichungen fest und definieren:

x| =sin@®

Xy =sin® - cos O

X3 = Oy
X5 = Uy

Tn der weiter unten aufgefiihrten Anwendung werden lediglich Fahrzeugsensoren benotigt.
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Seien0<a <1, 0<pB <L

Die folgenden Betrachtungen dieses Systems schranken wir auf jenes Gebiet ein, welches
durch {x e R>:a < x3+x3 < B}, beschrieben wird.

Auf unserem Breitengrad liegt die Erdbeschleunigung bei 9.81m/s2.

Ableiten der Zustdnde unter Beachtung der Bewegungsgleichungen, der Erdbeschleuni-
gung ¢ = 9.81% sowie der Relation cos©® - cos® = /1 — x} — x3 ergibt das nichtlineare
Differentialgleichungssystem

X =wy-\J1—x}—xf—w.-x
Xy =wy\[1=x3 —x3+w. 1

X3 = ;X4 — Wy X5+ g X1+ ay (5.1)

Xy = —W; X3+ Wy X5 — 8- X2+ ay

. / 2 2
N5 =Wy X3 — Wy X4 —g-\/1—x7—x5+az,

welches Ausgangspunkt unserer Betrachtungen im weiteren Verlauf sein wird.
In verallgemeinerter Schreibweise liegt also eine Zustandsgleichung der Form

f:]R5 — RS, X = f(x,u)

vor, wobei x! = [sin®,sin ® cos @, vy, Uy, Vs , ul = [wy, Wy, Wz, Ay, dy, 4] und
f ist nichtlinear, vor.

Weiterhin benotigen wir fiir das EKBF eine Messgleichung, die im Allgemeinen die Form
h:R®> — R3, y =h(x,u),
im Besonderen jedoch die Form

y=C-x, mitC € RP*",

C =

o O O
o O O
S O =
S = O

0
0
1

hat. Sie ergibt sich dadurch, dass die Geschwindigkeiten gemessen werden kénnen.

Fiir eine kiirzere Schreibweise bezeichnen wir die Nichtlinearititen mit
— 1_ .2

p:=4/(1—x] —x3).
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5.1. Beweis der Konvergenz des EKBF fiir ein spezielles

dynamisches System

Es liegt nun also die Situation vor, dass obiges System (5.1) gegeben ist und wir darauf
das EKBF anwenden.

Wir haben bereits in 4.2 gesehen, welche Voraussetzungen ein nichtlineares System, wie
auch das vorliegende, erfiillen muss, sodass das darauf angewandte EKBF konvergiert.
Eine entscheidende Eigenschaft, die vom Differentialgleichungssystem gewihrleistet wer-
den muss, ist die uniforme Beobachtbarkeit.

Um also Konvergenz des EKBF fiir dieses spezielle System nachzuweisen, werden wir
im Folgenden das gegebene System (5.1) unter anderem auf uniforme Beobachtbarkeit
tiberpriifen. Hierbei ziehen wir die entsprechende Definition aus Kapitel 2.1.3 heran und
weisen fiir unsere Zwecke nur die Riickrichtung der Aquivalenz nach.

Bemerkung

Es ist bereits bekannt, dass ein System uniform beobachtbar ist, wenn es unabhégig von
den Systemeingdngen u gewisse Eigenschaften erfiillt. Insbesondere soll das EKBF fiir
beliebige Eingdnge konvergieren.

Angenommen, es liegen keine Systemeingédnge u vor, das heifst u = 0. Fiir diesen trivialen
Fall ist bei Uberpriifung der Unabhingigkeit der Einginge mittels der Definition aus
Kapitel 2.1.3 nichts zu zeigen, da diese von vornherein gegeben ist.12

Daher gehen wir im Folgenden davon aus, dass u # 0.

Wir {iberpriifen nun unser System auf jene Eigenschaften, die fiir den Beweis der Konver-

genz des EKBF vorausgesetzt werden:

i. Uberpriifung auf uniforme Beobachtbarkeit.
Der gegebene Ausgangsvektor /1(x) ist dreidimensional = k = {1,2,3}.
Damit ist

e k=1

Bestimme F":

dx dx T dx
=span{(00100),(00010),(00001)}

Fi = span {dhl, ihz, dh3}

12Eine explizite Uberpriifung auf Erfiillung der Eigenschaften aus der Definition besttigt dies.
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= F}' ist unabhédngig von u = F{' = ]:11:’_
Bestimme dim F":

dimF}* = dim span {(0 0 1 0 0),(0 001 0),(000 0 1)} =3.

Aufgrund der Unabhéngigkeit des Aufspanns von u sowie von x bleibt die Dimen-

sion von F}' Vx, Vu konstant.
k=2:
Bestimme F':

d

d 1 d 1
F§ = F + span {mch(hl)’mch(hz)’cbch (h3)}

=F' + span{cgc((o 010 O)f(x,u)),;;((o 0010)f(x,u)),
d
75 (0000 1) |

— oy span{(g 00w, —w,),(0 —g —w. 0 w),

(55 5 e o)}

Wir sehen, dass die Vektoren, die /' aufspannen, voneinander linear unabhangig
sind. Daher wird derselbe Raum F;, durch beliebige u, 4’ und Vx € R" erzeugt,
das heiflt Fj = F¥'.

Bestimme dim F}':

Mit dem vorliegenden Aufspann von F} ist die Dimension von F} wegen der
Unabhéngigkeit aller vorliegenden Vektoren leicht zu sehen. Da der Aufspann
also unabhédngig von u sowie von x ist, bleibt seine Dimension Vx, Vu konstant.
EsistdimF} =3+ 3 =6.
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* k = 3. Bestimme F3"

d 2 d 2 d 2
Fi =F) + span {def<hl)/def(h2)’ def(hf”)}
= F5 + sP””{;; ((§ 00 w: —awy)f(x,u)),
d
%((0 — 8 w; 0 wy)f(x,u)),

(5 2 )]

—2gwyx1 —2gwyx
+span{< gpyl, gpy2—2gw2,—w§—w§,

U
=

[
S

Wywy , wxwz) ,

2gWyX1  2gWxX2 2 2
< p 7 p /wxwy 7 wz - wx /wywz 7

2 2
(Zgwy ,28Wy , WxWz , WyW; , —wy — wx> }

Auch F3 wird also von linear unabhingigen Vektoren aufgespannt. Dabei bleibt
J3 der gleiche Raum, unabhingig von u, x. Das bedeutet:

Fi=F¥ VxeR", u,u' € U.

Bestimme dim F':

Auf Grund der Unabhiéngigkeit der Vektoren, die F}' erzeugen, ergibt sich fiir die
Dimension:

dimF} = 6+ 3 = 9. Sie bleibt konstant Vx € R", Vu € U.

Schliefilich sehen wir, dass das gegebene Differentialgleichungssystem (5.1) die gefor-
derten Eigenschaften erfiillt und folglich ist es uniform beobachtbar.

ii. Uberpriifung auf Lipschitz-Stetigkeit.
Aus den Voraussetzungen aus 4.2 ist abzulesen, wie diese zu tiberpriifen ist.
Sei

5
If () = F(p,w)llF = Y | — il
i=1
Es ist leicht zu sehen, dass Vi = 1, ..., 5 gilt:

% — ;] < Lllx =73
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Soetwafiri=1:
'(wy 1—x%—x§—w2x2> — <wy 1—;7%—17§—w2172)’

Vi-d -1 -3

(%)

< Jey| + [z |72 — 22

Weitere Abschidtzung des nichtlinearen Terms () liefert:

Vims=s - i
= |(xi —x3) — (i +m)|
<|(x1+x2) = (m+m)| - [(x1+x2) + (1 +mn2)l,

folglich
Vi - i
[(x1+x2) + (71 +12)]

| ‘\/1_75 - + \/1_’71 ’72‘

(e

<|(x1+x2) — (71 +12)]

WrmR=B i

Betrachte nun (). Mit & < |x1| < B, a < |xp| < B ergibt sich folgende Abschitzung

fur (xx):

|(x1+x2) + (11 +12)| S4B 28

‘\/1—x1—x2+\/1—;71 ’72‘ Z(X :

Wir haben also eine Lipschitz- Konstante 2 gefunden

Definiere nun |wy | =: ¢1, |w:| =: ¢z, % =: (3.

Dann gilt weiter

V-2 -3\ 12
<o _ _
<c-alin+m) = (a+x)| + alp—x

:ILl
< Li|(m +m2) — (x1+x2)| + ca (|2 — x2| + |1 —x1])
< Ly (Jx1 —ml| + [x2—m2l) +e2(lm2—x2| +[m —x1])

2 5
=LY [xi—ni| < L) |xi—
i=1

i=1

|wy| + |wz| 172 — x2|

= Laflx = 7],

55



5. SPEZIELLES ANWENDUNGSPROBLEM HINSICHTLICH DER FAHRDYNAMIK EINES KRAFTFAHRZEUGES

iii.

folglich

(i) — (s )] = o

< Loflx =7l

. .12
= |%; — ;> < L3llx— 7|

Durch dhnliches Vorgehen ist diese Abschétzung fiir i = 2,3,4,5 leicht nachzurechnen.

Damit erhalten wir

If (e u) = (g, w)|F < L2[lx = pl§

und schlief3lich

1f(x,u) = f(pu)lln < Lllx =7l

Es ist also die Lipschitz-Stetigkeit des Systems (5.1) Vx € R° : a < x2+213 < B

nachgewiesen.

Uberpriifung auf Beschranktheit der 2. Ableitung.

Da es sich beim gegebenen Differentialgleichungssystem (5.1), um ein solches handelt,
das in der Praxis Anwendung findet, wollen wir also den Fokus auf die Praxisorien-
tierung legen. Daher werden unsere Betrachtungen auf gewisse Bedingungen einge-
schréankt.

Es handelt sich um ein mechanisches System, sodass die vorliegenden Grofsen aus
physikalischen Griinden beschrankt sind.!® Insbesondere nehmen wir an, dass fiir die
Drehraten gilt: w; € R, i = x,, z, also, dass sie insbesondere beschrinkt sind.!*
Weiterhin gehen wir auf Grund der Wurzelterme im Nenner einzelner Eintrdge auch

hier davon aus, dass
X2 +x5<5,5€(0,1),

um Singularitdten zu vermeiden.
Unter diesen Bedingungen bestimmen wir nun zunéchst die erste Ableitung von (5.1):

13Beispielsweise ist in der Praxis die Langsgeschwindigkeit eines Fahrzeuges beschrankt.
U Typischerweise gilt fiir die Fahrdynamik w; < 300°/s,i = x,v, z.
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—wyXx —wy X2
py : py Wz
—WxX1 WyxXp
of — + wy 0 0
ox = g 0 0
0 -9 — Wy
8% 8%2
L 2 2 @y

Wir sehen also, dass % existiert und obige Gestalt hat.

Die Form von 24 i ie1
e Form von -~ e ..

ixj’

,5 ist leicht nachzurechnen. Es ergibt sich:

r_ _ 2 71 _ —_
wyp p“z’yxlp “’yg‘l’CZ 00 0
—WyX1X2 —wxP—Wxx%P_l
3 fz B o3 s 0 0O
axiaxj - 0 0 0 00
0 0 0 0O
i 0 0 0 0 0]
Um nun zu sehen, dass A’ := ) %;x, beschrankt ist, bedienen wir uns der Norm
o\ 172 !
141 = (T S o)
) 5 5
/ /
[A 1P =Y ) |4
i=1j=1
_ |wyp+ wyxip~! N ‘ WyX1X) ’ Wy X1 X7 ' WP + wyx3p !
02 0° 0’ pz
1 1
< =] oy |+ Jewy x| + Nwyxrxa| + | =] - |ws] + Jewyx3|
o3 03 P

Wegen x% + x% < 4 und da die Drehraten wy, wy, w, € R sind, gilt also:

‘p‘ <a, |wy| =co |wyx| <cs, wenixe| <, |wx| =cs, Jwexs] <o

Insbesondere liegt bei diesen Termen Beschrdnktheit vor und damit ist

of?
axiaxj

JA]P <m' = ' <m, fir0<mm €R.

Wir halten also fest, dass die zweite Ableitung von f(x, u) beschrankt ist.

iv. Uberprﬁfung der Stormatrix G im EKBF auf Invertierbarkeit.

Im vorliegenden Anwendungsbeispiel gehen wir davon aus, dass G = Isys. Insofern ist
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die Invertierbarkeit von G gegeben.

v. Uberpriifung von P(0) auf positive Definitheit.
Diese Grof3e ist frei bestimmbar. Daher wihlen wir P(0) so, dass die Schétzfehlerko-
varianzmatrix zum Startzeitpunkt positiv definit ist. Damit ist auch diese Eigenschaft
gewihrleistet.
Ebenso verhilt es sich mit dem Schétzfehler zu diesem Zeitpunkt. Wir bestimmen P(0)
nicht nur so, dass sie positiv definit ist, sondern auch so, dass der Schitzfehler |e(to)| < €

erfiillt, sodass die Konvergenz des EKBF fiir gegebenens System gewdhrleistet wird.

Es ist also gezeigt, dass das dynamische System (5.1) die notwendigen Bedingungen
erfiillt, sodass mittels des in Kapitel 4.2 aufgefiihrten Beweises nachgewiesen ist, dass das

EKBEF fiir unser gegebenes System konvergiert.

5.2. Ermittlung des Konvergenzradius zum Startzeitpunkt fiir

ein konkretes 2-dimensionales System

In diesem Abschnitt beschaftigen wir uns mit einem System, welches aus den ersten

beiden Zustandsgleichungen aus (5.1) zusammengesetzt ist:

2 2

X =wy /1 —x]— X5 —w; X2

X =wy /1 =22 — 2%+ w, x;

(5.2)

Wir haben also
Q: R?> 5 R?, %= g(x,u),

mit xT = [sin®,sin P cos O], u” = [wy, wy, w;] und g ist nichtlinear, vorliegen.

Die Messgleichung
k:R?* — RR?, y=k(x,u),
hat die Form

y:D-x, mit D = Iy».

Auch hier bezeichnen wir p := /1 — x3 — x3.

Seien 0 < a, B < 1.
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Die folgenden Betrachtungen beschranken sich auf den ,Ring”, der durch
{x e R?:a < |x|| < B} beschrieben wird.

5.2.1. Beweis der Konvergenz des EKBF bei Anwendung auf gegebenes
2-dimensionales System

Um den Konvergenzradius zum Startzeitpunkt bestimmen zu kdnnen, das heifst, um die
Schitzfehlerkovarianzmatrix P(0) auf ein bestimmtes Gebiet einschrédnken zu kénnen,
muss zundchst gewdahrleistet sein, dass das EKF fiir das System (5.2) konvergiert.

Hierfiir gehen wir wie schon in Kapitel 5.1 vor, indem wir die erforderlichen Eigenschaften

von g(x,u) tiberpriifen:

i. Uberpriifung auf uniforme Beobachtbarkeit.
k(x) ist zweidimensional = k = {1,2}.
Damit ist

e k=1

Bestimme G
1 = span \ —ky, 2 span ,

— G ist unabhéngig von u = G|’ = g{”.
Bestimme dimGj':

dimG{ = dim span {(1 0),(0 1)} = 2.

Aufgrund der Unabhéngigkeit des Aufspanns von u sowie von x bleibt die Dimen-

sion von G Vx, Vu konstant.

o k=2:

Bestimme G}
U u d
Fr=F + span{dL

=7+ span{ 42 (1 0)g), 5 (0 Vgl |

= F{ + span { <_cuyx1 _ Yz wz> , (_wxxl +w, — wxx2>}
P P P P

Wir sehen, dass die Vektoren, die G} aufspannen, voneinander linear unabhangig

sind. Daher wird derselbe Raum G, durch beliebige 1, u’ und Vx € R" erzeugt
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ii.

iii.

= G¥ =GY.

Bestimme dim G-

Mit dem vorliegenden Aufspann von G} ist die Dimension von G5 wegen der
Unabhéngigkeit aller vorliegenden Vektoren leicht zu sehen. Die Dimension des
Aufspanns bleibt Vx, Vu konstant.

EsistdimG) =2+2=4.

Schliefslich folgt die uniforme Beobachtbarkeit von (5.2).

Uberpriifung auf Lipschitz-Stetigkeit.
Ein Vergleich des 5-dimensionalen Systems (5.1) mit dem 2-dimensionalen System (5.2)
zeigt, dass die ersten beiden Zeilen identisch sind.

Auch hier definieren wir
2 2 2
g (x,u) — gl u)|[f = ) | — il ~
i=1

Die Lipschitz-Stetigkeit fiir i = 1 wurde bereits in 5.1 nachgewiesen. Durch leichte
Rechnung lasst sie sich auch fiir i = 2 nachweisen.
Dann ist sofort ersichtlich, dass Vi = 1,2 gilt:

% —7i] < Lllx—ll}
Schliefslich erhalten wir also die Lipschitz-Stetigkeit fiir das System (5.2) mit

lg(x,u) — g(,u)llF < Lllx =]

Uberpriifung auf Beschrinktheit der zweiten Ableitung. Wie schon in 5.1, gehen wir
aus denselben Griinden von folgenden Einschrankungen auf unser System aus:
lwil <7, i=xy,z YER, x¥2+x3<4, 5€(0,1).

Damit ist
_ v _Wy
a—g = 4 1Y C(]Z
ox W, —wyXy
P T Wz o
und .
—Wyp— Wy X0 —WyX1X2
agz . 2 3
Bxiaxj —WyX1Xp —Wyp—wyx3p "
o 02

2 . . . .

Wir sehen also, dass aaxi, i,j = 1,2 existiert.
]

Bei . af? .. 0g°

ei genauem Vergleich von 55— mit 5

X%, %, sehen wir, dass die Eintrdge fiir i, j = 1,2 die

gleichen sind.
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cnr . || _og?
Sei B’ := 0w

Insbesondere gilt dann fiir die Normen:

Damit ist die zweite Ableitung von g(x, u) beschrankt.

0g>
8xi8xj

2 2 2\ /2 5 5 ,\ 172
Z(ZZ b§j> =<22a§j> <M, 0<MEeR
i=1

j=1 i=1j=1

iv. Uberpriifung der Stormatrix G im EKBF auf Invertierbarkeit.
Wenn wir das EKBF auf das System (5.2) anwenden, so legen wir G = I, fest. Insofern
ist die Invertierbarkeit von G gegeben.

v. Uberpriifung von P(0) auf positive Definitheit.
Diese Grofse ist wie schon im 5-dimensionalen Fall frei bestimmbar. Daher wéahlen
wir P(0) so, dass diese Matrix positiv definit ist. Damit ist auch diese Eigenschaft
gewdhrleistet.
Weiterhin bestimmen wir P(0) auch so, dass der Schitzfehler |e(ty)| < € erfiillt, sodass

die Konvergenz des EKBEF fiir gegebenens System gewéhrleistet wird.

Das System (5.2) erfiillt die erforderlichen Voraussetzungen. Dies impliziert die Konver-
genz des EKF bei Anwendung auf dieses dynamische System.

Da wir zeigen konnten, dass das EKF konvergiert, ist es nun moglich einen Einzugsbereich
zu bestimmen, der besagt, wie weit eine Schidtzung des Anfangszustands £(0) vom
tatsdchlichen Anfangszustand x(0) weg sein darf, um tiberhaupt noch Konvergenz, also
eine Losung des System (5.2) zu erhalten.

Wir mochten uns im Folgenden damit befassen, dieses Gebiet ndher zu bestimmen.

5.2.2. In welchem Gebiet liegt P(f) zur Konvergenz des 2-dimensionalen
Systems?

In Anlehnung an den Beweis der Konvergenz des EKBF in Kapitel 4.2 suchen wir eine
untere und eine obere Schranke fiir die Schitzfehlerkovarianzmatrix P(t). Dabei bedienen
wir uns derselben Notation.

Nachdem nachgewiesen wurde, dass das EKBF fiir das System (5.2) konvergiert, ist
bekannt, dass eine Transformation dieses Systems in die Form (4.6) existiert.

Wir widmen uns nun der Aufgabe, eine solche zu finden.

Zunichst benotigen wir entsprechende Variablen Xij miti=1,..,pundj=1,..,1;, wobei

P
1§11§...§Zpund21i:n.
i=1
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In unserem Fall sind p = 2 wegen y € R und n = 2 wegen x € R2.
Auflerdem ist X1 = (x11, X21).

2
Folglich gilt wegen '2 l; =2,dass I; = 1,1, =1 und die Matrizen zur Transformation

i=1
haben folgende Gestalt:

. |t o - |00 _ C&(u) | gn(F,u) _
C= [O 1] , A= [0 0] , §lxu) = [gz(x,u)] = [gm(fbu)] , k() =

kz(u)

Da A die Nullmatrix ist und wegen C = C, ist mit der Form

Ax+g(x,u)
k(x) = Cx

X

y

Il
oQ

des transformierten Systems sofort einzusehen, dass dieses dem gegebenen System (5.2)
gleicht. Insofern ist §(x,u) = g(x, u).

Bevor wir mit der Bestimmung der unteren und der oberen Schranke von P(t) beginnen,
halten wir noch die bereits berechnete partielle Ableitung des Vektors g(x, u) nach den
Zustanden fest: o o

A(b) ._ 9% _yTl B Zz_wz

T ax _ wxXq ) —WxXp
P T, P

Auf Grund der Gleichheit g(x, u) = g(x, u) gilt fiir die Ableitungen ebenfalls Gleichheit:
A(t) — 98 _ 98 _
A(t) = 53 = 53 = A(t).

Gesucht ist nun zunéchst eine obere Schranke m; fiir P(t).
Sei GGT = 12><2.

Wir betrachten das Minimierungsproblem

t

() = ETO)P)(0) + [ ET()E(s) + T (5)(s)ds

0

welches unter den Nebenbedingungen

§(s) = —AT(s)2(s) — u(s) a2
) =¢

minimiert werden soll. Fiir das Minimum gilt

J() = CTP(1)C.
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Sei nun 6 > 0 und sei S(0) die Losung der Matrixgleichung
AS(0) +S()A —CTC = —65(9). (5.3)
Ausnutzen der Kenntnis tiber A, sowie C und Umformung liefert
Lyo =0S(0) = S11(0) = Sn(0) =07, S1p(0) = Sx(6) = 0.

Wir halten fest, dass S(0) positiv definit ist.

Weiter ist wegen (5.3) folgende Relation leicht nachzurechnen, da im vorliegenden Fall
i,0=1,2undj,oc =1sind:

Si.jpo(1)
Sijpo(0) = T

Im weiteren Verlauf betrachten wir nun die Inverse von S(6) und definieren sie als
T(9) := S~1(9).

Dann ist T;.j .0 (8) = 0T;.jp.0(1).

Aus (5.3) erfiillt T () folgende Gleichung;:

—AT(0) — T(8)AT +T(0)CTCT(8) = 0T ()

Auch an dieser Stelle setzen wir die uns bekannten Matrizen A und C ein und erhalten

folgendes Ergebnis:
T(0) =02 (5.4)

Ein besonderes Augenmerk wird auf den Parameter 6 gelegt, da er fiir die obere Schranke

fir P(t) benotigt und daher spéter noch genau bestimmt werden wird.

Vorher wenden wir die suboptimale Losung y = —T(6)¢ auf unser Minimierungsproblem
an, und erhalten

t

TP < ETOPO)E0) + [67(6) (oa +T(0)%) E(s)ds

mit den Nebenbedingungen

63



5. SPEZIELLES ANWENDUNGSPROBLEM HINSICHTLICH DER FAHRDYNAMIK EINES KRAFTFAHRZEUGES

Weiter ist

LETOTO5) = E7(6) (26 B — OaA(s) + 02AT(5)) £(5).
(%)

Wir wollen nun den Ausdruck (x) betrachten.

A(s)| < L gilt. Folglich wissen
wir, dass jeder Eintrag in der Matrix 61 zfl(s) von der Grélenordnung O(6).

Dazu stellen wir fest, dass fiir Lipschitz-stetiges g(x, u),

Fiir (%) bedeutet dies: Ja beliebig, sodass fiir ein 6(«) grofl genug die Ungleichung

29212><2 — 912><2A(S) + GlzszT(S) Z D(szz

55
= (292 — ) [y — 6 (A(s) + AT(S)) >0 (positiv definit) 5-5)

erfiillt ist. Das Ziel ist das Auffinden einer oberen Schranke m1 5 fiir P(t), mit 0 < my €

R. Aus (4.20) wissen wir bereits, dass sie die allgemeine Form

msz (0
mylpxo = ma(0) <m2 + 305 >> Lo

hat, wobei m, und m3(6) dadurch charakterisiert sind, dass fiir diese beiden

P(0) < malhxo,
(14 6%) Lyo < m3(0) hxo

giltund 0 < my € R, 0 < m3(0) € R, 0 < my(0) € R.

Um nun m; fiir unseren Fall bestimmen zu kénnen, benétigen wir ein 6 sowie ein w. Da &
jedoch beliebig ist, verfolgen wir folgende Idee:

Zunichst muss gewéhrleistet sein, dass die Matrix (20> — ) Lxo — 0 (A(s) + AT (s)) po-
sitiv definit ist, das heifSt, dass die Eigenwerte A1, A, > 0 sind. Wir fordern also, dass
diese Bedingung erfiillt wird. Da 6 in dieser Matrix die einzig noch unbekannte Grofe ist,
fragen wir also, welches 6 die positive Definitheit gewéahrleistet.

Hierbei wahlen wir den kleineren der beiden Eigenwerte, denn wenn dieser fiir ein noch
zu bestimmendes 0 grofier oder gleich Null ist, so ist dies auch der grofiere Eigenwert.
Mit Erhalt von 6, kennen wir auch m3(0) =1+ 62. Da m, frei wihlbar ist, definieren wir

die obere Schranke von P(t) dann als eine Funktion, die von a abhéngt:

mgof()))

fla) :=my(0) (mz +

Wir werden dann das Minimum dieser Funktion suchen. Dieser Gedanke riithrt daher, dass

das Minimum die kleinstmogliche obere Schranke m; ist, die fiir jedes beliebige andere
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« giiltig ist. Das heif3t m; kann grofer werden, aber da wir P(t) durch die kleinste obere
Schranke dominieren, ist die Ungleichung P(t) < mjIpx» in jedem Fall erfiillt.

Beginnen wir also mit der Bestimmung der Eigenwerte. Hierfiir ziehen wir die Matrix

202 —a + %(2wyx1) %(wyxz — WyX1)
%(wyxz —wyxy) 20 —a+ %(waxz)

heran. Thre Eigenwerte ergeben sich als

0
A =202 —a+ p (wyxl + wWyxy — \/(wxxg — wyxl)2 + (wyxp — wxxl)z)

0
Ay =20 —a + ’ (wyxl + WyXy + \/(wxxz — wyxl)2 + (wyx2 — wxx1)2> )

Offensichtlich ist A; < A;. Daher ziehen wir A; fiir die Untersuchung von 0 heran. Das
heifit, wir werden nun die Frage beantworten, fiir welches 8, A1 > 0 ist. Dafiir setzen wir

A1 = 0 und 16sen nach 6 auf. Das Ergebnis ist

2
01 = 4p _\/80432 + <\/(wxx1 —wyx2)" + (a2 — wym)” — (waxz + wa1)>

+ \/(wxx1 — wyxz)2 + (wxxp — wyxl)2 — (wxxp + wyx1)>

1 2
0, = 4p \/804)2 + <\/(wxx1 — @)’ (0 — ) — (@ + wyx1)>

+ \/(wxx1 — wyxz)z + (wyx2 — wyxl)2 — (wxxs + wyxl)) )

Wir schlussfolgern also aus der Ungleichung (5.5), dass diese eriillt ist, wenn 6 die Bedin-

gung

01 <0<6;
erfllt.
Wir wiéhlen daher 0.B.d.A. 6 := 6,. Damit konnen wir m3(f) genau bestimmen. Die

Konstante m, hingegen ist frei wahlbar, sodass dieser Parameter nicht zu untersuchen ist.

Fiir die vollstindige Bestimmung von f(«) gilt es nun noch, m4(6) zu bestimmen.
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Betrachten wir hierfiir die Ungleichung (4.19) aus dem Beweis des EKBF in Kapitel 4.2.5:
¢T(s)g(s) < ma(0)ET (s)T(0)3(s)
Aus (5.4) wissen wir bereits, dass T(8) = 01,». Folglich muss m4(6) die Ungleichung
1 < my(0)6

erfiillen.

Dem Beweis der Konvergenz des EKBF fiir eine allgemeine und nicht konkret gegebene
Funktion gentigt diese Eigenschaft von m14(6). Da wir jedoch eine explizite obere Schranke
fiir P(t) angeben mochten, stehen wir nun vor der Wahl eines m4(6), welches diese
Bedingung erfiillt.

Sei also

my(0) > = +c, 0<ceRR

|

Um eine aussagekriftige Abschitzung fiir P(t) zu bekommen, wahlen wir my(6) = § +c.
Damit haben wir das kleinstmogliche m4(0) gewéhlt und dieses fithrt zur gewtinschten
Abschétzung. Wiirden wir ein groeres my (6) wihlen, so wire die Ungleichung

P(t) < mylhxp zwar immernoch erfiillt; sie wiirde jedoch zu einer unnétig ,, groflen”
Schranke fiihren.

Indem wir m4(0) = § + ¢ wihlen, erhalten wir folgende Gestalt fiir f(a):

0 1) (229

In einem weiteren Schritt wollen wir nun also die Frage beantworten, ob es ein « > 0 gibt,

fiir welches f(a) minimal wird.

Fiir unsere Zwecke geniigt es, die in § von « unabhéngigen Terme als konstant zu betrach-

2
ten: Sei also d := <\/(wxx1 — wny)z + (wyx2 — wyxl)z — (wxx2 + wyx1)> )

Dann ist
1
= — 2
0 m <«/80¢p +d+\/ﬁ>

und schlief3lich

o= (gt o) (e L)
L (VBxp?+d + V) "
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Betrachten wir den Kurvenverlauf von f(a), so sehen wir, dass der Graph einen ,,%”-
dhnlichen Verlauf hat. Insofern ist kein Minimum in (0, c0) zu erwarten.
Daher untersuchen wir den Kurvenverlauf mittels der Grenzwerte und erhalten:

lim f(a) — oo

x—0

Jim f10) = em

Offensichtlich hat f(a) kein Minimum. Dies ist auf die Form von 6 und schlieflich auf
jene der Differentialgleichung (5.2) zurtickzufiihren.
An dieser Stelle ist es also nicht moglich ein Minimum aus f(«) direkt anzugeben.
Um dieses Problem zu 16sen, verfolgen wir nun also die Idee, den Grenzwert lim,_,« f(«)
als Minimum zu wéhlen. Der Gedanke liegt darin begriindet, dass wir dann zwar kein
,echtes” Minimum haben, aber uns insofern Abhilfe schaffen, dass wir einen Wert nehmen,
der den kleinsten Funktionswerten von f(«) sehr nahe kommt.

Sei also m1 = cmy, dann ist
P(t) <mbyxy <= P(t) <cmybyo.
Mit dieser Wahl gilt fiir beliebiges a« > 0:
P(t) < cmylpyxo

Das heifit, cmy o ist die kleinstmogliche obere Schranke von P(t).
Obwohl also kein Minimum existiert, haben wir dennoch eine obere Schranke fiir die

Schitzfehlerkovarianzmatrix P(t) gefunden.

Wir widmen uns nun der Aufgabe, eine untere Schranke fiir P(t), das heif3t, eine obere
Schranke fiir Q(t) := P~!(t) zu finden und nennen sie m5L>.

Da P(t) aus dem EKBF die Gleichung (4.2) erfiillt, folgern wir, dass Q(t) entsprechend die
Gleichung

Q(t) = —AT(HQ(t) = QHA(t) — Q*(t) + L2

erfullt.

AuBlerdem gilt Q(0) = P~1(0) > 0.

Gesucht ist also ein 0 < ms € R, sodass Vt > 0 : Q(t) < msl«,. Dazu betrachten wir
folgendes Minimierungsproblem:
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t

J'(n) = CT(O)Q(O)C(O)+/CT(S)C(S)+ﬂT(S)#(S)d5

mit den Nebenbedingungen

Fiir das Minimum gilt

J'(1) = TQ(H)C.

Wir kennen nun die optimale Losung dieses Minimierungsproblems, wenden jedoch eine
suboptimale Losung p(s) = (alax2 — A(s)) ¢(s) an, um eine Ungleichung zu erhalten
und damit schliefilich eine Abschitzung zu ermoglichen. Damit bekommen wir mit den

gleichen Argumenten wie fiir die Abschitzung in (4.26):

¢'Q(HE < &7 (0)Q(0)¢(0)

~~

+ / &7 (5) (Bt (@haxa — A(5))T (o — A(5)) ) &(5)ds
0

< e—ZDctCTQ<O)§ + /e2a(5—f)€ (IZXZ —+ (0( + L)ZIZXZ) gds
0

Die Schitzfehlerkovarianzmatrix P(0) ist zum Startzeitpunkt frei wiahlbar; insofern gilt
dies auch fiir ihre Inverse Q(#). Das heifit, 30 < mg € R, sodass Q(0) < mglr«. Ferner
ist hxo + (& + L)?Ihx2 wegen 0 < & € R und wegen 0 < L € R ebenfalls beschrdnkt; das
heifit 30 < m7 € R, sodass Lxs + (& + L)?Ihyo < mylxo.

Daraus resultiert

CTQMNE < (me+ 50 ) eTC = msl ",

Wie oben, fragen wir uns auch an dieser Stelle, ob es ein & > 0 gibt, fiir welches die obere
Schranke m515y, minimal wird?
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5.2. ERMITTLUNG DES KONVERGENZRADIUS ZUM STARTZEITPUNKT FUR EIN KONKRETES
2-DIMENSIONALES SYSTEM

Hierfiir definieren wir

. m; 1+ (a+L)?
g(a) :==me+ oy~ Mot o

und suchen das Minimum dieser Funktion.

Einige leichte Rechnungen fiihren zu dem Ergebnis, dass tatsdchlich ein Minimum existiert
o 1+ (VIEFIL)?

und g(«) dieses in mg + — Ui annimmt,

14+ (VIF1+L)*

I als obere Schranke fiir Q(f). Folglich wissen wir, dass

1+(¢ﬁ?ﬁ+LY
2VI2 +1

Q(t) < mg+ Iy Va > 0.

Schliellich fassen wir beide Schranken fiir P(f) zusammen und erhalten:

2
1+ (VL2+1+L
( ) Lyo < P(t) < cmalyxo
2V L2 +1

Das bedeutet, so lange die Schitzfehlerkovarianzmatrix P(t) in diesem Bereich liegt, er-

Me +

halten wir Konvergenz des EKBF fiir das gegebene System (5.2). Damit ist auch festgelegt,
wie grof$ die Schatzfehler hochstens sein diirfen, damit das EKBF tiberhaupt konvergiert.
Fiir die praktische Anwendung hat dieses Wissen besondere Relevanz, um ein gewtinsch-
tes Ergebnis des Algorithmus, also um eine Losung der Differentialgleichung (5.2) zu
erhalten.
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Kapitel 6
Numerische Realisierung des EKF

Bisher haben wir das EKBF in zeitkontinuierlicher Form kennengelernt. Jedoch wird - vor
allem auf Grund der Implementierung - in der Praxis eine diskrete Systemdarstellung
benotigt, um vorliegende Probleme mit dem Computer 16sen zu konnen.

Die fiir diese Thematisierung verwendeten Inhalte werden aus [BH97] und aus [GAO01]
enthommen.

Fiir eine numerische Betrachtung einer solchen Aufgabenstellung ist es jedoch nicht nur
notwendig, das gegebene System in diskreter Form vorliegen zu haben, sondern auch das
Verfahren, das zu seiner Losung fiihren soll, in ebendieser Form zu benutzen.

Die hier vorgestellten Verfahren sind auch diejenigen, die im folgenden Kapitel zur Imple-
mentierung verwendet werden. Die Inhalte entstammen dem internen technischen Bericht
[Kal09] der DAIMLER AG, sodass aufgezeigt wird, welche Verfahren dort benutzt werden.
Einzig der Bierman-Algorithmus ist in diesem technischen Bericht nicht in detaillierter
Form aufzufinden, weshalb hierfiir auf die Originalschrift von Bierman [Bie77], in der er

seinen Algorithmus vorstellt, zuriickgegriffen wird.

6.1. Das Kalman-Filter fiir lineare Systeme in zeitdiskreter Form

Im Gegensatz zum zeitkontinuierlichen Erweiterten Kalman-Bucy Filter, unterscheidet
sich das Erweiterte Kalman-Filter'®, dadurch, dass es aus zwei Schritten besteht. Zunichst
schitzt es den Systemzustand in der Zeit unter Zuhilfenahme des geschitzten Zustands
zu einem fritheren Zeitpunkt und verbessert diese Schdtzung anschliefiend im zweiten

Schritt, indem es vorliegende Messwerte berticksichtigt und einbezieht.

15Kalman hat das Kalman-Filter fiir Systeme in zeitdiskreter Form entwickelt. Daher werden wir das Erwei-
terte Kalman-Filter es im Folgenden mit EKF abkiirzen.
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6. NUMERISCHE REALISIERUNG DES EKF

Die Motivation und die Grundidee des zeitdiskreten Kalman-Filters gleichen jener des
zeitkontinuierlichen. Daher folgt die Herleitung dieser beiden derselben Idee: Gesucht ist
ein Schitzalgorithmus, der die Schétzfehler im quadratischen Mittel minimiert.

Wir haben bereits eine ausfiihrliche Herleitung der Gleichungen fiir den zeitkontinu-
ierlichen Fall in Kapitel 3 thematisiert. Daher wird der Algorithmus des zeitdiskreten
Kalman-Filters abgekiirzt vorgestellt.

Anwendung der Euler-Diskretisierung auf das zeitkontinuierliche System (1.1) ergibt
mit der Annahme, dass die Eingangsgrofien u innerhalb der Zeitintervalle konstant sind
und mit den Matrizen Ay, By, Ci, Gi das zeitdiskrete System:

Xgp1 = ArXy + Brug + Grwy Zustandsgleichung 61)
Y = Crxx + g Ausgangsgleichung '

xi bezeichnet den Systemzustand und v, sowie wy sind jeweils als unkorrelierte, mittel-
wertfreie Rauschprozesse zu verstehen, das heifst

E[w] =0, E[oe] =0
E [w{wm] = Qd(k — m) 62)
E[vfvn] = Rid(k —m) .
E[w{v,] = 0.

Aufierdem ist der Zustand zum Startzeitpunkt ky normalverteilt und wir wéhlen die

Schatzfehlerkovarianzmatrix P zum Zeitpunkt k¢ folgendermafsen:

Py = E| (3t — Eli]) (31 — Elxig]) ]

Schliefdlich nehmen wir noch an, dass das System- und das Messrauschen mit dem An-

fangszustand jeweils unkorreliert sind:
Elxf w] =0, Elxf o =0, fiirk > ko (6.3)

Im Vergleich zum zeitkontinuierlichen Fall, in welchem der Schétzalgorithmus aus einer
Modellgleichung des Zustandes und einer Nutzung der Ausgangsgleichung besteht,
setzt sich das Kalman-Filter fiir den zeitdiskreten Fall aus zwei Schritten zusammen: Die
Pradiktion und die Innovation.

Die Pradiktion des Systemzustands orientiert sich an der gegebenen Zustandsgleichung
und schétzt den Zustand anhand dieser. Dabei bedient sie sich dem Wissen tiber den
Zustand zum Zeitpunkt k ohne die Ausgangsgleichung einzubeziehen und schitzt damit
den Zustand des Systems zum Zeitpunkt k + 1. Daher sprechen wir an dieser Stelle von
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6.1. DAS KALMAN-FILTER FUR LINEARE SYSTEME IN ZEITDISKRETER FORM

einer Extrapolation des Systemzustands.
Wir kennzeichnen die Pradiktion des Zustands mit £;_ ;. Das Minuszeichen im Exponenten
driickt aus, dass die Ausgangsgleichung nicht berticksichtigt wird.
Der Innovationsschritt korrigiert die Pradiktion des Zustandes, indem er zum prédizierten
Systemzustand £, die Messwerte aus der Ausgangsgleichung vy berticksichtigt. Daraus
erkldrt sich die Bezeichnung x;~ des Zustandes im Korrekturschritt.
Was passiert jedoch, wenn die Messung vy stark verrauscht und damit von Messfehlern
behaftet ist? In diesem Fall wére eine Innovation im negativen Sinn zu erwarten, denn
anstatt die pradizierte Schatzung zu verbessern, wiirde sie verschlechtert werden und das
Kalman-Filter wiirde schliefilich divergieren. Abhilfe schafft hier die Kalman-Matrix K,
die den Einfluss der Messwerte auf den Innovationsschritt entscheidend gewichtet. Sind
die Eingédnge in das System nicht ausschlaggebend stark von Messrauschen behaftet, so
werden diese als vertrauenswiirdig angesehen und daher stiarker gewichtet, um positiven
Einfluss auf die pradizierte Zustandsschdtzung zu nehmen, das bedeutet, sie zu verbessern.
Sind die Rauschprozesse jedoch so stark, dass sie die Messung iiberlagern, so hat die
Kalman-Matrix eine solche Form, die die Auswirkung auf die Schdtzung dampft, also
schwach gewichtet.
Wir werden nun auf diese beiden Schritte und auf die Darstellung der Kalmanmatrix
eingehen.
Dazu definieren wir im Vorfeld den Pradiktions- sowie den Innovationsfehler!'® beziiglich
der Schiatzung des Zustands als

e = X — X

(6.4)
el = x — %}

Der Pradiktionsschritt

Mit Hilfe obiger Anmerkungen ist die Pradiktion des Systemzustandes aus (6.1) leicht
nachvollziehbar:

92]:+1 = Akﬁ,j + Bruy + Grwy (6.5)

Das diskrete Kalman-Filter bestimmt die Giite dieser pradizierten Grofie ebenfalls im
Pradiktionsschritt. Dabei werden zunachst der Fehler dieser Pradiktion und anschlieflend
dessen Kovarianz betrachtet.

Sei also ¢, der Fehler, der durch die Pradiktion auftritt. Dann gilt mit (6.1) und (6.5) fiir

16Das jeweilige Minus- sowie das Pluszeichen im Exponenten des Fehlers sind in gleicher Weise zu verstehen
wie schon bei der Kennzeichnung der Schatzungen. Daher werden diese Fehler in der Literatur haufig
auch als a priori beziehungsweise a posteriori Schatzfehler bezeichnet.
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6. NUMERISCHE REALISIERUNG DES EKF

den a priori Fehler:

- — o st
€1 = Xkl — Xp g = Xgg1 = Arxy + Bruyg + Grwy — (Akxk + Bruy + kak)

= Ake,j + kak

Wie schon erwdhnt, ziehen wir nun die Kovarianz dieses Fehlers als Maf fiir die Genauig-
keit der Schédtzung heran.
Sei P, := E[e, (e, )T] die Schétzfehlerkovarianzmatrix. Dann gilt
Pi = Eleg(6q)] = E [(Ake,j + Grwk) (Axey + Gwy) T}
= E[Ae (e )TA{] + E[Axe (wi)"Gf ] (6-6)
+ E[Gyw, (e )T Ak] + E[Gywy(wi)TG{].

Der Erwartungswert tangiert nur das Systemrauschen wy und das Messrauschen v;. Beim
Betrachten des Fehlers e,"f ist jedoch ersichtlich, dass hiervon ebenfalls der Erwartungswert
gebildet werden kann, da er unter anderem von diesen Rauschprozessen abhiangt.

Wie wir im ndchsten Kapitel ,,Der Innovationsschritt” sehen werden, hangt elj nur vom
Systemrauschen zu vorangegangenem Zeitpunkt ab, also von w;, fiir m = ko,....k — 1
sowie vom Messrauschen v, fiir p = ko, ..., k. Ein etwas genauerer Blick auf den Fehler
macht deutlich, dass er aufierdem nur noch vom Schétzfehler zum Startzeitpunkt ko mit
ey, = Xy, — X abhéngt.

Folglich konnen wir den Erwartungswert im zweiten Summanden aus (6.6) als Line-
arkombination aus E [(xy, — &) wi] , E[wywy] fiir ko < m < k—1 und E[v,vy] fiir
ko +1 < m < k schreiben. Selbiges gilt fiir den dritten Summanden, wobei hier die Terme
der Linearkombination zu transponieren sind.

Mit (6.2) und (6.3) fallen daher der zweite sowie der dritte Summand weg und fiir die
Schatzfehlerkovarianzmatrix im Pradiktionsschritt ergibt sich:

P

1 = AP AL + GiQiGY 6.7)

Mit dieser Kovarianzmatrix sind die Gleichungen fiir den Pradiktionsschritt des Kalman-

Filters nun vollstandig:

XAI:+1 = Akx’\]j + Bkuk + kak
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6.1. DAS KALMAN-FILTER FUR LINEARE SYSTEME IN ZEITDISKRETER FORM

Der Innovationsschritt

Wir wissen bereits, dass es sich beim Innovationsschritt um eine Verbesserung der Zu-
standspradiktion handelt. Dies geschieht anhand von Addition einer Gewichtung des
Einflusses der Messgleichung zur Zustandspradiktion. Es findet also ein Ubergang der
Schitzung x;_ ; nach x;", | statt. In mathematischer Schreibweise ausgedriickt bedeutet
dies:

3?;;:1 =% + Kiia (yk+1 - Ck+132k_+1) (6.8)

Die Kalman-Matrix K ist an dieser Stelle noch unbestimmt. Die optimale Wahl dieser

Gewichtsmatrix, wird noch zu bestimmen sein.

Zunichst jedoch betrachten wir die Schitzfehlerkovarianzmatrix P/, := [(ef, 1) "¢l 4]

Ihre Herleitung folgt derselben Idee wie jener von P_ ;.

Argumentation an dieser Stelle analog sind, beschranken wir uns darauf, die Kovarianz-

Da die Vorgehensweise und die

matrix ohne Weiteres anzugeben. Sie hat die Gestalt

_ T
Pl = (I = Kes1Crs1) Py (I = K1 Cip1) - + Kiesa R Ky, (6.9)

wobei Ky, 1 noch immer unbekannt ist.

Wir wollen nun eine Bedingung an Kj; stellen, anhand derer es moglich sein wird,
eine im Sinne der Minimierung der Schitzfehlerkovarianzmatrix optimale Darstellung
von Ky 1 zu erhalten.

Wie im zeitkontinuierlichen Fall ist dies analog zur Bedingung

tr(P ) = min.

Wenn wir nun die Matrixrelationen aus der Bemerkung in 3.3.2 anwenden und die fiir

Minima notwendigen Ableitungen von tr(PkJrH) berechnen, so erhalten wir!”

—2(I = Ki11Cry1) Py 1 iy + 2Kk Res1 = 0

e o Y (6.10)
Pei1Cin (CosrPia Cyr + Repr) = Kien

Wir haben dann eine Darstellung der Kalman-Matrix Ky gefunden, die es uns erlaubt,
das Kalman-Filter als optimal zu bezeichnen, da mit dieser Wahl von K. 1 der Schétzfehler
minimiert wird.

Der aufmerksame Leser sieht, wie die Gewichtung durch diese Matrix zu verstehen ist:

7Die Vorgehensweise ist vollig analog zu jener in Kapitel 3.3 und kann dort nachgelesen werden.
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6. NUMERISCHE REALISIERUNG DES EKF

Wie oben schon beschrieben, werden Einfliisse der Messdaten je nach Giite starker oder
schwicher gewichtet, um eine Verbesserung zu erlangen sowie eine Verschlechterung der
Zustandsschdtzung zu verhindern. Sind also die Messdaten stark verrauscht und eine
Schédtzung des Zustands nur schwer moglich, so sind die Eintrége in der Kovarianzmatrix
Rjy+1 der Messstorungen entsprechend grof3. Fiir uns bedeutet dies, dass wir den Einfluss
der Messdaten zu ebendiesem Zeitpunkt nicht zu sehr gewichten mochten. Die Kalman-
Matrix erfiillt genau dies durch ihre Darstellung und insbesondere durch die Inverse der
Summe (Cyt1P,1Cl 1 + Rit1), da die Eintrége in K1 klein werden und die Addition
dieser verrauschten Messdaten in der Innovation x,:rl des Zustands nicht zu sehr ins
Gewicht féllt. In diesem Fall vertrauen wir eher der Pradiktion x_ ;, was bei Betrachtung
der Gleichung (6.8) auch rechentechnisch nachvollzogen werden kann.

Umgekehrt, bei wenig verrauschten Messdaten, wird die Kovarianzmatrix Ry, betrags-
maflig kleine Eintrage haben, sodass die Kalman-Matrix die Messdaten entsprechend
starker gewichtet und die Schitzung mit Hilfe der Ausgénge verbessert wird.

Setzen wir dieses Ergebnis nun in die vorldufige Form (6.9) der Schétzfehlerkovarianzma-

+

trix P, i ein, so erhalten wir schliefSlich:

- - T T T
Pl = (=P — KeniCrriPryy) - (= CeaKisr + 1) + K1 Ris1 K
= Py — P Gl Ky — K1 Gt Py + Kipa (Gt P Cfg + Ry ) K

(6.10) T LT _
=P — PG Kiyr — K1 G Py (6.11)

_ _ -1 _
+ (Pk+1cl?+l (Ck+lpk+1CkT+1 + Rk+1) ) ) (Ck+lpk+1CkT+1 + Rk+1)KkT+1
= (I = Ki1Cri1) Py

Wir sehen also, dass die Schitzfehlerkovarianzmatrix Pktr

durch die Pradiktion erhaltenen Matrix P,_ ; abhéngt und diese gleichzeitig durch die

, im Innovationsschritt von jener
Kalman-Matrix Ky, sowie durch die Eingangsmatrix Ci 1 gewichtet wird.

Letztlich halten wir folgende, hergeleitete Gleichungen aus dem Préadiktions- sowie dem
Innovationsschritt fest:

Pradiktion Innovation
eq = AkE{ + Biau + Gy 21 = R1 + Kiert (Vienr = G fy)
Py = APEAL + GeQiGl Py = (I = Kiy1Cry1) Py

Ky = PI:HCkTH (Ck+1PI:+1CkT+1 + Rk+1) -

Diese beschreiben das , lineare” Kalman-Filter fiir den zeitdiskreten Fall.
Der Algorithmus beginnt mit der Pradiktion des Systemzustands sowie der zugehori-

gen Schitzfehlerkovarianzmatrix und geht dann iiber in den Innovationsschritt, wo die

76



6.2. DAS EKF FUR NICHTLINEARE SYSTEME IN ZEITDISKRETER FORM

Kalman-Matrix bestimmt wird und mit ihm eine Verbesserung der Schitzung im vorigen
Schritt stattfindet. Danach wird der Zeitschritt erhoht, der Algorithmus beginnt wieder
mit der Pradiktion und lauft auf diese Weise fort.

6.2. Das EKF fiir nichtlineare Systeme in zeitdiskreter Form

Wir wissen bereits aus Kapitel 4.1, dass das EKF auf nichtlinearen System- und Messmo-
dellen beruht.
Gemaf (4.1) haben diese im zeitdiskreten Fall die Form

X1 = f (X, tg, Wi)

v = h(ug, vg).

Die Idee des EKF folgt im Grunde genommen jener des Kalman-Filters fiir lineare System-
modelle. Um diesen Gedanken nachzuvollziehen, muss der Anwendung des Algorithmus
eine Linearisierung der Systemgleichungen vorangehen, um ein lineares System vorliegen
zu haben und dann den Algorithmus anwenden zu kénnen.

Die Anwendung des EKF auf solche Systeme mit der Pradiktion der Zustdnde und der
Berechnung der pradizierten Messgrofsen ist mittels des gegebenen nichtlinearen System-
modells direkt moglich:

X = f(&5,u,0)

yk—i—] = h('f];_l/ 0)

Um hingegen die Schitzfehlerkovarianzmatrix zu bestimmen, ist im Vorfeld in jedem Zeit-
schritt eine Linearisierung der Zustands- und Ausgangsgleichung um den zugehorigen
Arbeitspunkt x~ beziehungsweise y~ notig. Daher werden hierfiir folgende Jacobimatri-
zen der nichtlinearen Funktionen f und h benotigt:

of of oh oh

A = == (R, u, 0), Wi = 5= (%, 1x,0) , Hip = =—(%,0), Vk:%(

ox ow ox %, 0)

Die Grundidee, die hinter den Darstellungen der Gleichungen, die einer vorangehenden
Linearisierung bediirfen, gleicht derjenigen des EKF fiir den zeitkontinuierlichen Fall.
Deshalb werden im Folgenden nur die Gleichungen des Algorithmus des zeitdiskreten

EKF angegeben:
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6. NUMERISCHE REALISIERUNG DES EKF

Pradiktion Innovation

Y= f(ﬁlj' iy, 0) Jek++1 = % + K (yk+1 - h(’ekjrlfo))
- T T + —

P = Ak+1Pk+Ak+1 T Wi QWi Bl = (I - Kk+1Hk+1)Pk+1

_ - -1
Kit1 = Py Hipy (Hesa Py Hi + Vi RV

Dabei beschreiben die Matrizen Ay, 1 sowie Hy, 1 die Anderung des Systems beziehungs-
weise den Zusammenhang zwischen Systemzustand und Messung. Vi, und Wy wie-
derum sind die zum System- sowie zum Messrauschen gehorenden Stormatrizen, die den

Einfluss der Stérungen auf das System sowie die Messung représentieren.

6.3. Numerische Verfahren im EKF

Wie im zeitkontinuierlichen Fall, hdangen die Jacobimatrizen zur Linearisierung der Modell-
gleichungen auch im zeitdiskreten von der Zeit ab. Daher enthalten sie in jedem Zeitschritt
verschiedene Eintrdage. Insofern miissen die Jacobimatrizen in jedem Zeitschritt neu be-
rechnet werden. Unter Umstdnden kann dies entsprechend der nichtlinearen Zustands-
sowie Ausgangsgleichung zu erheblichem numerischen Aufwand fiihren.

Wir werden nun im Einzelnen auf die numerische Realisierung des EKF eingehen.

6.3.1. Numerische Verfahren im Pradiktionsschritt

Die Pradiktion besteht aus zwei Gleichungen. Wir widmen uns zundchst der Zustands-

schidtzung.

Numerische Realisierung der Zustandsschitzung

Es ist bereits bekannt, dass diese auf dem nichtlinearen Systemmodell x; 1 = f(x, ux, wy)
basiert, wobei x;; als Ableitung zum Zeitpunkt t = k 4- 1 zu verstehen ist. Daher gilt es,
diese nichtlineare Funktion zu integrieren, was numerisch realisiert wird.

Ist die Schrittweite T gentiigend klein, so liefert das explizite Euler-Verfahren ein ausrei-
chend genaues Integrationsergebnis. Allerdings ist zu beachten, dass die Fehlerordnung
mit O(7) bei diesem Verfahren niedrig ist.

Um den Rechenaufwand zu verringern, ist in vielen Féllen eine grofsere Schrittweite
wiinschenswert. Aus diesem Grund wird in den meisten Féllen das wohlbekannte Adams-
Bashforth-Verfahren 4. Ordnung zur numerischen Integration herangezogen. Es hat mit
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O(h*) eine deutlich hohere Fehlerordnung und gewéhrleistet dadurch ein genaueres

numerisches Integrationsergebnis. '8

Numerische Realisierung der Bestimmung der Schitzfehlerkovarianz

Wir mochten numerische Stabilitdt beim Kalman-Filter haben. Erreichen konnen wir dies
durch entsprechende Faktorisierungen unserer Matrizen. Im Folgenden gehen wir daher
von einer Schitzfehlerkovarianzmatrix P in faktorisierter Form aus. Dies ist legitim, da

wir bereits wissen, dass P symmetrisch und damit quadratisch ist. Sei also
P =upu’

die faktorisierte Form von P, wobei U eine obere Dreiecksmatrix und D eine Diagonalma-
trix ist. Fiir die Faktorisierung gibt es mehrere Moglichkeiten; beispielsweise die Cholesky-
oder die UD-Zerlegung. Die UD-Zerlegung, die auch als modifizierte Cholesky-Zerlegung
bekannt ist, ist rechentechnisch weniger aufwéndig. Aus diesem Grund realisieren wir
sie mittels dem Bierman-Algorithmus, der in [Bie77] nachzulesen ist. Er zeichnet sich
durch eine numerisch effektive Methode zur Berechnung einer solchen Faktorisierung
auszeichnet. BIERMAN hatte die Idee, die Basis, welche die Schitzfehlerkovarianzmatrix
aufspannt, in orthogonaler Form beizubehalten.

Ferner sei Q eine Diagonalmatrix.

Damit ergibt sich fiir die Pradiktion der Schatzfehlerkovarianzmatrix folgende Faktorisie-
rungsformel nach BIERMAN:

Dy

T
0 o A 6] =wDWT = U, D, (Ug)T

il = [Akuk Gk] :

Die Losung erfolgt durch modifizierte, gewichtete Gram-Schmitt-Orthogonalisierung, die

wir auf W anwenden:

— T _
W=U_,M, MDM'=D;,,

6.3.2. Numerische Verfahren im Innovationsschritt

In diesem Schritt werden die Zustandsschiatzung aus dem vorangegangenen Pradiktions-
schritt und die UD-faktorisierte Schitzfehlerkovarianzmatrix, ebenfalls aus der Pradiktion,

gleichzeitig verbessert. Dieses Vorgehen erfolgt sequentiell, sozusagen , Zeile fiir Zeile”

18Derzeit wird in der Automobilindustrie vorwiegend eine Schrittweite von T = 0.01sec fiir dieses Mehr-
schrittverfahren benutzt. Begriindet ist dies darin, dass eine kleinere Schrittweite aus technischen Griinden,
insbesondere auf Grund der Messtechnik, nicht moglich ist.
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fiir die skalaren Messgrofseny; , i =1, ..., I.
Hier wird der Algorithmus von BIERMAN angewandt. Bevor wir die numerischen Verfah-
ren im Innovationsschritt diskutieren, erfolgt zunéchst eine Erlduterung der Technik von

Bierman.

Der Bierman-Algorithmus

Der Bierman-Algorithmus dient der UDUT -Faktorisierung der Schétzfehlerkovarianzma-
trix P im Innovationsschritt.
Er ist deshalb giinstig, da er keine Wurzelberechnungen beinhaltet, die eventuell zu nume-
rischen Unsicherheiten fithren konnen. Damit ist er ein numerisch stabiles und effizientes
Verfahren zur Faktorisierung, das leicht zu implementieren ist.
Wir gehen also von den Gleichungen
Pl = (1= Ky Hisn) Py
- T - T T 1
Kiy1 = Py Hior (Hie1 Py Hir + Vi RiViyq)

aus Kapitel 6.2 aus und erhalten:

P, =P, — P

T T -1 _
k1 = Tkp1 — D Hi 1+ ViriReViq)  HiaP

HkT+1 (Hi1Py k+1

k+1
BIERMAN erldutert im zweiten Kapitel in [Bie77], wie es moglich ist, eine a priori Schét-
zung x,_ ; sowie eine a priori Schitzfehlerkovarianz P,

k+1
Yk = alz Xk + Uk zu kombinieren, um eine Verbesserung der Zustands- sowie der Fehler-

mit einer skalaren Messgleichung

kovarianzschitzung im Innovationsschritt zu erhalten. Wir werden dies zwar benutzen,
jedoch nicht weiter erlautern, sodass der interessierte Leser auf die angegebene Literatur

verwiesen wird.

Da wir also skalare Messgrofsen vorliegen haben, bezeichnen wir die Eintrdge der Mess-

matrix HT mit a, sowie
Hy 1P HE  + ViRV =:
k15,1 k41 k18, Vi = V-
Wir definieren weiter:

_ T
§:i= (Uk+1) a, sl = (51,82, s 5n)

z:= D s, Zi = dk+1si furi=1,..,n
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Anwendung der modifizierten Cholesky-Zerlegung auf P, und auf P_, liefert folgende
Form dieser Matrizen:
T
Péiy = Ul Dy (Uiy) (6.12)
_ - - —\T '
Py = U Dy (Uga)

Damit ist

-1
- - - — \T - - T
Pl = uk+1< i1~ Diar (Uiy) Hey (Hk+1pk+1Hk+1 + Vk+1Rka+1>

=Z =V

_ _\T ., \T _\T

(D (U Hi) ) (U
_ _ _ N
= U, (Dk+1_z"‘ 1ZT) (Uea)

Die Idee fiir das weitere Vorgehen ist nun die, eine Faktorisierung fiir den Ausdruck

- 1T
k+1 T2V 2

Algorithmus realisiert. Er wird in jedem Zeitschritt angewandt und hat im (k 4 1) -ten
Zeitschritt die Form:

in der Klammer, also fiir D zu bestimmen. Diese wird mit dem Bierman-

Vo = 0; ] = 1,...,71.

j
Vi = Z Dmm53 + Vk+1Rka{Ll

m=1
Djj = Djj-1v;” (6.13)
—Diivjlllsisj furi=1,2,..,j -1
Uij = §1 fiir i = j
0 firi=j+1,j+2,..,n

Mit dem Bierman-Algorithmus erhalten wir also
Dy — za'z" = Uy 1 Dy U4
Wir fassen dieses Ergebnis mit dem aus (6.12) zusammen:

+ p+ + \T + ~ 7 - ~T N A
Ui Dy (Uia)" = Py = (Ui qUk) Diena <uk+1 (Ui1) )
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Da das Produkt von oberen Dreiecksmatrizen wiederum eine solche Form hat, erhalten
wir damit also Pka in UD-faktorisierter Form, mit

P
uk+1 - uk+1 Uk+1,

PR
Diiy = Dy

Das eigentliche Faktorisierungsproblem wird also auf jenes der Faktorisierung von
D, — za~ 1z reduziert.

Wir kehren nun zur Kldrung der numerischen Verfahren, die im Innovationsschritt des
Kalman-Filters vorkommen, zurtick.

Seien

die Komponenten der faktorisierten Kovarianzmatrix P vor der Innovation und
ut=u,, D'=D,

die Komponenten nach der Innovation iiber / Messgrofsen.
Dann kann die Formel fiir die Innovation der Schétzfehlerkovarianzmatrix fiir die i-te
skalare Grofie wiederum mit Verweis auf BIERMAN angegeben werden:

T T T
ui_lDi_luiflai [liui_lDi_luiil
T T
aiUi_1Di_1Ui_1ai +71;

D;_1s;sI'D;_
—U 4| D4 — ;11—111 ur
si Di_18i + i

P, = U;D;Uf = U; 1 D; U —

wobei s; = Ul{ 1al-T und a; sind die skalaren GrofSen der Messmatrix H.

Es ist aus numerischen Stabilitdtsgriinden weiterhin unser Anliegen, die Matrix P; in
faktorisierter Form vorliegen zu haben. Ein Blick auf ihre obige Form zeigt jedoch, dass
der Faktor (Di,l - %) dieser gewiinschten Darstellung nicht entspricht.

Holen wir dies mit dem oben beschrieben Bierman-Algorithmus nach, so ergibt sich

T
Dj_1sis; Di1

Di—q —
ri + Sl'TDi—lsi

— ap,ul.

Danach wird die neue obere Dreiecksmatrix mit Hilfe von

82



6.3. NUMERISCHE VERFAHREN IM EKF

berechnet.

Schliefslich haben wir eine wiinschenswerte Darstellung der Schitzfehlerkovarianzmatrix
mittels numerischer Verfahren gefunden.

Die Kalman-Matrix sowie der Zustandsvektor ergeben sich dann unter Einsetzen der
Fehlerkovarianzmatrix durch einfache Rechnung.

Das folgende Schaubild visualisiert die Schritte und verschafft einen Uberblick tiber
die bisherigen Ausfiihrungen zu den Rechenschritten im EKF.
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Linearisierung
beziiglich
geschétztem Zustand

A

G

Q —— Zeitdiskretisierung

Ap | G | Ok
Y Y
Pradiktion
m Zustand Pradiktion
Numerische Integration Kovarianz
X1 Py
k:=k+1
2 P
Pradiktion Jacobi-Matrix fiir
Messgrofen Messgleichungen
berechnen
l Pi l Ck
r .
t Innovation
Bierman-Algorithmus
Yik
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Abbildung 6.1.: Rechenschritte fiir das EKF




Kapitel 7
Numerische Experimente

In diesem Kapitel werden wir mit Hilfe einer Implementierung die Konvergenz des EKF
aus Kapitel 6 untersuchen.

Hierfiir betrachten wir einige ausgewahlte Fahrmandver und ziehen dazu das Differenti-
algleichungssystem (5.1) heran. Mit dem EKF werden wir dann bestimmte Grofsen des
Fahrzeugs schitzen, die dessen Zustand bei diesen Fahrten beschreiben.

Aufierdem werden wir den Einzugsbereich fiir die Fahrmanover ndherungsweise be-
stimmen. Das heifit, wir wollen die Frage beantworten, wie grof3 die Differenz zwischen
Anfangsdaten und Referenzgrofsen hochstens sein darf, damit das EKF tiberhaupt konver-
giert. Insbesondere handelt es sich hierbei also um die Frage, wie grofs der Schétzfehler

zum Startzeitpunkt maximal sein darf.

Die fiir dieses Kapitel verwendete Literatur beschrankt sich auf den bereits mit [Kal09] zi-

tierten internen technischen Bericht der DAIMLER AG, aus dem die Form der 5-dimensionalen

Differentialgleichung entnommen wurde.
Alle Fahrmanover sind selbst konstruiert und die numerischen Experimente in Eigenar-
beit durchgefiihrt worden, sodass die Ergebnisse diesbeziiglich erstmals in dieser Arbeit
auftreten.
Konkret sind die zu schiatzenden Grofien, wie bereits in Kapitel 5 aufgefiihrt, durch
Nickwinkel ©®
Wankwinkel ®
Langsgeschwindigkeit v,

Quergeschwindigkeit v,
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Vertikalgeschwindigkeit v,

beschrieben.

Folgende Grafik!? zeigt die Drehraten sowie die Beschleunigungen beziiglich der fahr-
zeugfesten Koordinaten und sorgt fiir ein besseres Verstandnis der Fahrzeugbewegung,
die mittels der genannten fiinf Gréfien beschrieben wird:

Vertikal-

G T < > beschleunigung
\\

Nickrate

Quer-
beschleunigung

Langs- I o
beschleunigung ' ( « 4J) Wankrate

Abbildung 7.1.: Visualisierung der Fahrzeugbewegung durch Gierraten und
Beschleunigungen

Die angegebenen Lagewinkel beziehen sich auf das fahrzeugfeste Koordinatensystem und
sind durch Eulerwinkel beschrieben.

Mit dem EKF wollen wir also die fiinf oben genannten Grofsen bestimmen. Dazu legen
wir folgende Beobachterzustdnde fest, die wir dann mit Hilfe der Differentialgleichung
(5.1) losen:

x1 = sin(®)

xp = sin(®)cos(O)

x3 = Oy
X5 = Uz

Es ist anzumerken, dass die Referenzgeschwindigkeit des Fahrzeugs wéahrend der Fahr-
manover konstant bleibt.

19 Abbildungsquelle: [Kal09].
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Auferdem beschrénken wir uns in unseren Experimenten auf das Zeitintervall T = [0; 100]
in Sekunden.
Die Zeitschrittweite betragt T = 0.01 sec.

Die numerischen Verfahren, die zur Realisierung des EKF implementiert werden, wurden
bereits in Kapitel 6.3 aufgefiihrt, sodass sie an dieser Stelle nicht mehr beschrieben werden,

sondern nur auf ebendieses Kapitel verwiesen wird.

7.1. Geradeausfahrt mit positiver Steigung

Das erste Fahrmandover, das wir untersuchen werden, ist eine Geradeausfahrt mit m = 10%
Steigung. Das Fahrzeug fahrt mit der Geschwindigkeit v, = 10m/s beziehungsweise
vy = 36km/h.

Welche Grofien nehmen bei dieser Fahrt {iberhaupt einen Wert an und welche Gleichungen
ergeben sich fiir diese Fahrt?
Fiir die Drehraten gilt:

wX:wy:wZZO

Auf Grund der Geradeausfahrt, wankt das Fahrzeug nicht nach links oder rechts, sodass
fir den Wankwinkel ebenfalls gilt: & = 0. Dann:

P=0=—=2x=0
Fiir den Nickwinkel © hingegen gilt aus x1:
x1 = sin(atan(0.1))

Aus der Differentialgleichung (5.1), die uns zu Grunde liegt, gilt fiir die Beschleunigungen
nach Einsetzen der bekannten Parameter:

ay = —9.81-x; (aus x3)

ay =0 (aus x4)

a;, =9.814/1—x (aus s)

Um zu sehen, dass das EKF gegen den Zustand des Fahrzeugs bei dieser Fahrsituation
konvergiert, werden wir die Anfangsdaten bei der Implementierung storen. Insbesondere

orientieren wir uns an den Referenzdaten v, = 10m /s und x; = sin(atan(0.1)) und geben
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von diesen verschiedene Anfangsdaten ein. Es ist zu erwarten, dass je grofier der Fehler
zum Startzeitpunkt ist, das EKF mehr Zeit benéttigt, um ein Ergebnis in einem vom An-
wender festgelegten Toleranzbereich zu liefern.

Die Steigung bezeichnen wir mit m und geben diese in Prozent an.

Den trivialen Fall, das heifit die Eingabe der korrekten Anfangsdaten, lassen wir aussen
VOr.

Nachfolgend sehen wir, wie sich das EKF bei Verdnderung der Langsgeschwindigkeit

sowie der Steigung verhalt.

Geschatzter Lagewinkel; Fahrmanéver: 10 m/s, 10 % Steigung
35 T T T T T T T T

25 -

20 -

O, ® [Grad]

15 T

|
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Zeit [Sekunden]

Abbildung 7.2.: Schiatzung der Lagewinkel durch das EKF bei Startdaten
vy =0m/s, m = 0%
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Geschatzte Geschwindigkeiten; Fahrmandver: 10 m/s, 10 % Steigung
12 T T T T T T T T

10

v, [m/s]

2 s . N - 5
Schatzung v

Referenz v, I
| | | | | | | T T

‘0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

12 T
Schatzung v,

Referenz v,
0.8H : : : =

0.6 : : : s

v_ [m/s]

z
1N
»
Il

0.2 : : : i

| | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Zeit [Sekunden]

Abbildung 7.3.: Schiatzung der Geschwindigkeiten durch das EKF bei Startdaten
vy =0m/s, m = 0%
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50

O, @ [Grad]

-50

Geschatzter Lagewinkel; Fahrmandéver: 10 m/s, 10 % Steigung

-100

10

20

30

|
40 50
Zeit [Sekunden]

60

70

80

90

100

Abbildung 7.4.: Schatzung der Lagewinkel durch das EKF bei Startdaten
vy =42m/s, m = 100%
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Geschatzte Geschwindigkeiten; Fahrmandver: 10 m/s, 10 % Steigung
50 T T T T T T T T T

Q)
E 20 i
>>(

10 T ——

0 \/ Schatzung v, | |
Referenz v,
-1 | | | | | | | T T
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

3 T
Schatzung v,
27 : Referenz v, ||
l —
@
E o
N
_l, .
_27 .
— | | | | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Zeit [Sekunden]

Abbildung 7.5.: Schdtzung der Geschwindigkeiten durch das EKF bei Startdaten
vy =42m/s, m = 100%

Wir sehen, dass der Nickwinkel ® bei diesem Fahrmanover auf ca. ©@ = 6° geschitzt wird.
Die Referenzgrofien von Langsgeschwindigkeit sowie Vertikalgeschwindigkeit werden
vom EKF innerhalb eines Toleranzbereichs geschitzt, sodass wir hier von Konvergenz
sprechen.

Ein Vergleich der jeweiligen Kurvenverldufe in den Grafiken zeigt, dass sich das EKF den
Referenzgrofien langsamer néhert, je schlechter die Anfangsdaten als Schatzwerte gewahlt
werden. Die Startdaten, die von den Referenzdaten betragsméflig weiter weg liegen als im
ersten Fall, beeinflussen den Schitzalgorithmus noch starker in negativer Weise.
Aulfféllig ist hier der Einfluss der Anfangsdaten auf die Vertikalgeschwindigkeit v,. Zu
Beginn des Schitzalgorithmus befindet sie sich bei 01 /s und konvergiert schliefslich auch
gegen diesen Wert. Jedoch schlédgt sie kurz nach Beginn des Algorithmus sowohl in die
positive, als auch in die negative Richtung aus. Dies ist darauf zuriickzufiihren, dass die
Vertikalgeschwindigkeit bei diesem Fahrmanover zwar Null ist; sie hdngt aber, wie in
(5.1) einzusehen ist, von der Steigung ab, die wiederum den Referenzwert zu Beginn des
Algorithmus nicht annimmt. Erst mit der Konvergenz des EKF gegen den Lagewinkel,
konvergiert auch die Schiatzung der Vertikalgeschwindigkeit gegen ihren Referenzwert.
Weiter sehen wir, dass die Vertikalgeschwindigkeit betragsméfiig desto groflere Werte
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annimmt, je grofser die Differenz zwischen Anfangsdaten und Referenzgrofsen ist.

Fiir alle drei Zustandsgrofien ist klar erkennbar, dass die Konvergenzgeschwindigkeit
des EKF deutlich von der Wahl der Anfangsdaten abhéngt: Je schlechter diese gewéahlt
werden, desto langsamer konvergiert es, das bedeutet, desto mehr Zeit benétigt es, um
sich einer Losung zu nidhern.

Bei Betrachtung der beiden Peaks in den Grafiken, die den Lagewinkel veranschaulichen,
sehen wir, dass auch dieser desto weiter ausschlégt, je schlechter die Anfangsdaten ge-
wahlt werden. In der Schitzung des Lagewinkels in Abbildung 7.4 sehen wir, dass der
Peak nahezu bei -90° liegt. Auf Grund der Nichteindeutigkeit der Eulerwinkel wiirde eine
Uberschreitung dieses Wertes zu Divergenz fiihren. Der Algorithmus wire dann von der

Referenzgrofie ,zu weit weg” und konnte sich nicht mehr , einpendeln”.

Wir sehen an der folgenden Abbildung ein Beispiel fiir Divergenz des EKF:

Geschatzter Lagewinkel; Fahrmandéver: 10 m/s, 10 % Steigung
100 T T T T T T T T T

80 : : : .

40 T

20 : » : s

O, ® [Grad]
o
I

-10 I I I I I I I I I
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Zeit [Sekunden]

Abbildung 7.6.: Schdtzung der Lagewinkel durch das EKF bei Startdaten
vy =40m/s, m = 10%
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x 10™° Geschatzte Geschw.; Fahrmandéver: 10 m/s, 10 % Steigung
5 T T T T T T T T
0
7 ]
E
> 10 : : : i
—15- . . . Schéatzung V. H
Referenz v,
-2 | | | | | | | T T
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
X 10151
5 T
Schatzung v,
Referenz v.
0 z H
Q
E -5 s
N
_lO’ .
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0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Zeit [Sekunden]

Abbildung 7.7.: Schdtzung der Geschwindigkeiten durch das EKF bei Startdaten
vy =40m/s, m = 10%

Obwohl die Steigung gleich zu Beginn den Referenzwert von 10% hat, divergiert das EKF
bereits bei einer Geschwindigkeit von ca. 144km /h. Wir sehen ganz deutlich, dass die
Schitzung fiir den Lagewinkel auf Grund der hohen Fahrgeschwindigkeit stark oszilliert
und sich nicht auf den Referenzwert einstellen kann.

Die Schlussfolgerung, dass das EKF selbst dann nicht in jedem Fall konvergiert, wenn
eine der beiden Grofsen bereits zu Beginn der Referenzgrofe entspricht, ist an dieser Stelle
voreilig und falsch. Denn drehen wir die Ubereinstimmung mit den echten Daten um und
wihlen nun v, = 10m/s als Startgeschwindigkeit und eine beliebige Steigung m € [0, c0)
in Prozent als Anfangswert, so konvergiert das EKF fiir beliebiges m. Wiirde m eine fiir die
Praxis unrealistische und fiir den Anwender eine auf Grund ihrer Grofie unvorstellbare
Zahl annehmen, so wiirde das EKF dennoch konvergieren. Der einzige Fall der Divergenz
bei richtiger Wahl der Anfangsgeschwindigkeit, der jedoch nur von theoretischer Natur
ist, ist der einer Steilwand, das heifst, wenn die Steigung m = oo wire.

Es ist also moglich, an mehreren Stellen Grofien zu verdndern und dennoch Konvergenz
des EKF erwarten zu konnen.

An dieser Stelle tritt eine interessante Frage auf: Wie stark und in welche Richtung kénnen
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wir die Anfangsdaten verdndern beziehungsweise wie weit konnen wir uns mit den
Startdaten von den Referenzgrofien weg bewegen, um iiberhaupt noch Konvergenz des
EKF erwarten zu konnen?

Wir wollen also die Frage nach dem Einzugsgebiet der frei zu wahlenden Anfangsdaten
an der folgenden Abbildung anschaulich machen. Die obere sowie die untere Schranke
der Startdaten sind blau markiert und alle Werte dazwischen, die als Startwerte gewé&hlt

werden konnen, sind in roter Schraffur dargestellt:

Einzugsbereich fiir eine Geradeausfahrt mit positiver Steigung, Referenzen: Steigung 10%, Geschwindigkeit 10 m/s
60 T T T T T T T T T

Geschwindigkeit in m/s

=21 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Steigung in %

Abbildung 7.8.: Einzugsbereich der Anfangsdaten

Die Lange des Intervalls, das die untere und die obere Grenze beziiglich der Geschwindig-
keit bei wachsender Steigung ausmacht, betrdgt zu Beginn 57m /s und ist bei der Steigung
m = 1000% auf 70m /s gestiegen. Jedoch wird dieses als positiv zu bewertende Ergebnis
dadurch eingebiifst, dass der Algorithmus bei wachsender Steigung zum Startzeitpunkt
deutlich langer rechnet, also mehr Zeit benétigt, um ein Ergebnis zu liefern.

Fiir wachsende Steigung ist demnach ein linearer Verlauf der unteren sowie der oberen
Schranke der Geschwindigkeiten zu erwarten.

Fiir die Praxis sind Steigungen von bis zu 100% realistisch und die Analyse daher bis
zu dieser Grenze ausreichend. Hier sehen wir, dass das Geschwindigkeitsintervall beim
vorliegenden Fahrmanover ca. 30m /s nach oben und —27m /s nach unten betragt. Wir
haben also einen Einzugsbereich von ca. 100km /h von der Referenzgrofse weg, und zwar
in beide Richtungen, was durchaus beeindruckend ist und auf Robustheit des EKF fiir

dieses Fahrmanover schlief3t.
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Im néchsten Kapitel werden wir weitere Schiatzgrofien hinzunehmen, indem wir unser

Fahrzeug im Kreis fahren lassen.

7.2. Die Kreisfahrt

Es liegt nun folgendes Fahrmanover vor: Ein Fahrzeug fahrt mit v; = 28m/s, das heifst
mit ca. 100km /h in einem Kreis mit » = 80m Radius gegen den Uhrzeigersinn. Das Zeitin-
tervall, welches wir betrachten ist T = [0; 100] in Sekunden.

Die Vorgehensweise ist dieselbe wie im vorigen Abschnitt. Der Fokus liegt auch hier
auf der Konvergenz des implementierten EKF fiir diese Fahrsituation und der Frage,
fiir welche Bedingungen dieses divergiert. Auch wollen wir einen Einzugsbereich der
Anfangsdaten bestimmen.

Vorab jedoch werden wir festhalten, welche Grofien eine Rolle spielen und welche bei
diesem Manover den Wert Null annehmen.
Fiir die Tangentialgeschwindigkeit gilt

v = /0% + 0.

Wichtig ist der Gedanke, dass es sich bei v; nicht um die Geschwindigkeit des Fahrzeugs
in x-Richtung, sondern um die Tangentialgeschwindigkeit entlang des Kreises handelt.
Es ist zu erwarten, dass sich die Langsgeschwindigkeit des Fahrzeugs der Tangentialge-
schwindigkeit annéhert, je grofier der Radius des Kreises ist und sich betragsmafiig von
ihr entfernt, je kleiner dieser wird.

Fiir die Drehraten gilt

Das Fahrzeug bewegt sich mit seiner , Nase” nicht nach oben oder nach unten, das heift
es hat keinen Nickwinkel, damit ist

=0 = x1=0.

Ebenso fahrt es nicht auf einer geneigten Fahrbahn, weshalb fiir den Wankwinkel ebenfalls
gilt:

P=0=x=0
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Setzen wir die Kenntnis um die Drehraten und um die Winkel in die Differentialgleichung

(5.1) ein, so erhalten wir fiir die Beschleunigungen:

Ay = _wzvy
ay == wzv_x
a, = 9.81

Das Fahrzeug erfahrt nur die Erdbeschleunigung in z-Richtung und es hat keine Vertikal-
geschwindigkeit.
Wie sind jedoch die anderen beiden Geschwindigkeiten in diesem Fahrmandver zu mo-
dellieren?
Aus Langs- und Quergeschwindigkeit ergibt sich der Schwimmwinkel B in Grad, der
die Richtung der Fahrzeugbewegung beziiglich seiner Langsachse beschreibt. Fahrt das
Fahrzeug im Kreis, so stellt sich ein Schwimmwinkel ein, der durch folgende Gleichung
gegeben ist:
l H 02
p=ty -sof]

I bezeichnet den halbierten Abstand von Vorder- zu Hinterachse, die bei unserem Fahr-
zeug Iy = 3.165m betragt. Daher liegt der Nullpunkt des korperfesten Koordinatensys-

tems an der Stelle

3.165
= =5 m = 15825m.

Den Schwimmwinkelgradienten, der eine Kenngrofie des Fahrzeugs ist, bezeichnen wir
hier mit SG. Er ldsst sich durch

0.2
5G = 180

berechnen.
Fiir die Langsgeschwindigkeit und fiir die Quergeschwindigkeit des Fahrzeugs ergeben

sich mit dem Schwimmwinkel folgende Gleichungen:

X3 = Uy = vc0s(B)

x4 = vy = vssin(p)

Setzen wir die uns nun bekannten Gréfien in die entsprechenden Gleichungen ein und
implementieren das EKF fiir dieses Fahrmanover, so erhalten wir unter beliebiger Wahl
der Anfangsdaten folgendes Verhalten des EKF:
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Geschatzte Geschwindigkeiten; Fahrmanover: Geschwindigkeit 28 m/s, Kreisradius 80 m
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£
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Abbildung 7.9.: Konvergenz bei Anfangsdaten v; = 45m /s, r = 50m

Die Grafik zeigt, dass das EKF bei den Anfangsdaten v; = 45m/s, r = 50m konvergiert.
Die Langsgeschwindigkeit kennen wir bereits, sie wird auf etwa v, = 28m /s geschétzt.
Fiir die Vertikalgeschwindigkeit ergibt sich v, = —0.4039m /s, das heifit das Fahrzeug hat
eine Geschwindigkeit aus dem Kreis heraus; in unserem Fall, da unser Fahrzeug gegen
den Uhrzeigersinn fahrt, nach rechts.

Auch hier ist auffillig, dass das Fahrzeug keine Vertikalgeschwindigkeit hat. Das EKF
schitzt jedoch eine solche im Verlauf des Zeitintervalls, bis es schliefllich gegen den richti-
gen Wert, also gegen Null konvergiert. Es ist deutlich erkennbar, dass sich die geschitzte
Losung der wahren nur sehr langsam nahert und nahezu das gesamte Zeitintervall beno-
tigt, um zu konvergieren.

Aus (5.1) konnen wir die Begriindung entnehmen. Die Beschleunigung a, beeinflusst die
Vertikalgeschwindigkeit. Weiter wirken die anderen beiden Geschwindigkeiten und, wie
wir im Anschluss sehen werden, auch die Lagewinkel auf v, ein, da sie zunédchst mit einer
betragsméfiig grofien Differenz zum Referenzwert geschitzt werden. Erst wenn diese sich
dem Grenzwert ndhern, ndhert sich auch die Vertikalgeschwindigkeit der Null.

Ein weiteres interessantes Phanomen sind die Winkel.
Wir haben bereits festgestellt, dass das Fahrzeug bei diesem Fahrmandver weder einen
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Nick-, noch einen Wankwinkel hat.

Lassen wir jedoch unser Fahrzeug in unserem Programm fahren, so erhalten wir als Schét-
zung des EKF:

Geschétzte Lagewinkel; Fahrmandver: Geschwindigkeit 28 m/s, Kreisradius 80 m
10 T T T T T T T T T

€]

)

-5 |

-10F |

O, ® [Grad]

-20 -

—4 I I I I I I I I I
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Zeit [Sekunden]

Abbildung 7.10.: Konvergenz bei Anfangsdaten v; = 45m/s, r = 50m

Wie auch schon die Vertikalgeschwindigkeit, stellen sich beim EKF Lagewinkel ein, die
jedoch im Lauf der Zeit gegen Null konvergieren und das EKF diesen Wert als Ergebnis
liefert. Der Grund dafiir ist der sich in jedem Zeitschritt &ndernde Zustand des Fahrzeugs.
Je nachdem wie die Geschwindigkeiten geschitzt werden, richten sich danach auch die
Lagewinkel aus. Wie oben schon erwahnt wurde, wirken diese, wenn sie von Null ver-
schiedene Werte annehmen, auf die anderen Grofsen. Insbesondere ist dies mit ein Grund
dafiir, dass die Vertikalgeschwindigkeit nicht konstant auf Null bleibt.

Gegen Ende des Zeitintervalls, wenn das EKF die Zustandsgrofsen schitzt, die sich den
Referenzgrofien immer weiter anndhern, schitzt es dann auch die Lagewinkel auf ihre
Referenzgrofsen.

In einem néchsten Experiment erhohen wir nun die Anfangsdaten, die wir dem Algorith-
mus fiir den Startzeitpunkt liefern, und legen einen Radius von r = 2000m fest; fiir die
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7.2. DIE KREISFAHRT

Tangentialgeschwindigkeit geben wir v; = 55m /s vor.
Dies ergibt

Geschatzte Geschwindigkeiten; Fahrmandver: Geschwindigkeit 28 m/s, Kreisradius 80 m
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Abbildung 7.11.: Konvergenz bei Anfangsdaten v; = 0m/s, r = 2000m
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Geschatzte Lagewinkel; Fahrmandver: Geschwindigkeit 28 m/s, Kreisradius 80 m
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Abbildung 7.12.: Konvergenz bei Anfangsdaten v; = 0Om/s, r = 2000m

Auch die Lagewinkel verdndern im Laufe des Schitzalgorithmus ihren Wert, bis sie sich
dann wieder auf die Referenzgrofsen ,einpendeln”.

Aufierdem ist wie auch aus den Schitzergebnissen bei der Geradeausfahrt mit Steigung
aus Kapitel 7.1 ersichtlich, dass sich das EKF langsamer an den Referenzwert nihert, je
weiter entfernt sich die Anfangsdaten betragsméflig von der Losung der Differentialglei-
chung, die dem Referenzwert entspricht, befinden. Bei einer solchen Wahl sehen wir auch,
dass die Schiatzungen der Geschwindigkeiten und auch der Lagewinkel immer starker
oszillieren, bis sie schliefslich konvergieren.

Es gibt jedoch Fille, in denen die Schdtzungen so sehr oszillieren, dass keine Konvergenz
zu erwarten ist. Der Peak in Abbildung 7.12 deutet darauf hin, dass sich dieses Fahrmano-
ver mit den entsprechenden Anfangsdaten an der Grenze des moglichen Einzugsbereichs
tiir Konvergenz befindet.

Wir sehen im Folgenden ein Beispiel fiir Divergenz, bei der Nick- wie auch Wankwinkel

betragsmafig die 90°-Schranke tiberschreiten:
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7.2. DIE KREISFAHRT

x 10'%° Geschétzte Geschw.;

Fahrmanéver: Geschw. 28 m/s, Kreisradius 80 m
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Abbildung 7.13.: Divergenz bei Anfangsdaten v; = 57m/s, r = 100m
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Geschatzte Lagewinkel; Fahrmandver: Geschwindigkeit 28 m/s, Kreisradius 80 m
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Abbildung 7.14.: Divergenz bei Anfangsdaten v; = 57m/s, r = 100m

Der Nickwinkel ® nimmt den Wert von -90° an. Dies ist der Grund dafiir, dass das EKF

kein Schétzergebnis unter gegebenen Daten zum Zeitpunkt Null liefert.

Um dieses Problem zu umgehen, fragen wir uns nun, in welchen Féllen das EKF konver-
giert, das heifst Schétzergebnisse liefert?
Dies ist die Frage nach dem Einzugsgebiet der Anfangsdaten. Mehrere numerische Expe-

rimente fiihren auf den folgenden Bereich:
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Einzugsbereich fir eine Kreisfahrt, Referenzen: Kreisradius 80 m und Geschwindigkeit 100 km/h
60 T T T T T T T T T
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Abbildung 7.15.: Einzugsbereich fiir die Kreisfahrt mit Kreisradius 80m und Tangentialge-
schwindigkeit 28m /s

Dabei sind die obere sowie die untere Schranke der Startdaten blau und alle Werte
dazwischen, die als Startwerte gewidhlt werden konnen, rot schraffiert visualisiert.
Der Einzugsbereich ist zu Beginn sehr gering. Das EKF konvergiert tiberhaupt erst ab den
Anfangsdaten:

vr =3lm/s, r=2m

Das Geschwindigkeitsintervall, in dem wir Konvergenz erwarten kdnnen, bleibt bis zum
Kreisradius von etwa 10m gering, bis es dann jedoch ab einem Kreisradius von 50m
schon bei etwa 54m /s liegt und dann ab dem Radius von 200m fiir alle grofieren Radien
konstant bei 56m /s bleibt. Das bedeutet, fiir einen Kreisradius von mehr als 200m ist unser
Einzugsgebiet beziiglich der Geschwindigkeit bei [0; 56] in m/s. Folglich konnen wir bei
diesem Fahrmanover die Anfangsdaten als etwa 28m /s unterhalb der Referenzgrofie und
oberhalb ebenfalls von etwa 28m /s wahlen. Das bedeutet einen , Spielraum” von etwa
100 km/h in beide Richtungen.

Dieses Ergebnis ist erstaunlich und ldsst Schliisse auf die Robustheit des EKF bei diesem
Fahrmandver gegeniiber schlechten Anfangsdaten ziehen.
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Kapitel 8
Zusammenfassung

Das Kalman-Bucy-Filter ist ein iterativer Algorithmus, der die Losung eines Differential-
gleichungssystems schitzt. Damit stellt er eine Alternative zu den in der mathematischen
Anwendung haufig verwendeten Verfahren dar.

Die vorliegende Arbeit hat die Konvergenz des Kalman-Bucy-Filters als zentrales Thema.
Dabei geht es hier nicht nur um den Beweis seiner Konvergenz, sondern auch um die
Frage, unter welchen Voraussetzungen es eine Losung fiir gegebene Differentialgleichung
liefert. Insbesondere charakterisieren die zu erfiillenden Bedingungen die Form derjenigen
Differentialgleichungen, auf die das Kalman-Bucy-Filter angewandt werden kann. In die-
ser Arbeit haben wir uns auf die Untersuchung der Kalman-Bucy-Filters fiir gew6hnliche
Differentialgleichungen fokusiert.

Dabei haben wir zunéchst geklart, was unter einem (dynamischen) System zu verstehen
ist, wie es mit seiner Umwelt kommuniziert und wie dieses Verhiltnis anhand eines
Zustandsraummodells dargestellt werden kann. Weiter haben wir uns mit einem Beobach-
termodell beschiftigt, mit dem es moglich ist, das Verhalten des Systems zu beschreiben.
Danach haben wir die mathematischen Hintergriinde und Grundlagen als Vorarbeit fiir
die nachfolgenden Kapitel erldutert. Wir haben gezeigt, wann es moglich ist, einen Beob-
achter an ein System anzusetzen. Auch haben wir gesehen, dass es diverse Formen und
Definitionen der Beobachtbarkeit eines Systems gibt. Dabei war die uniforme Beobacht-
barkeit fiir diese Arbeit entscheidend.

Nachdem wir dann den Stabilitdtsbegriff im Sinne von Ljapunov thematisiert hatten,
haben wir das Kalman-Bucy-Filter fiir lineare Systeme hergeleitet und seine Werkzeuge,
die Zustandsschidtzung, die Kovarianzmatrix fiir Aussagen iiber die Giite der Schitzung
und dje fiir dieses Filter charakteristische Kalman-Matrix erkldrt. In diesem Kapitel ist es

gelungen, den Beweis der Konvergenz des Filters fiir lineare Systeme auf einem neuen

105



8. ZUSAMMENFASSUNG

Weg zu fiihren.

Von grofierem Interesse ist jedoch der Beweis fiir das Erweiterte Kalman-Bucy-Filter, da es
Losungen fiir nichtlineare Systeme, die in der Anwendung hédufiger vorkommen, schitzt.
Im vierten Kapitel haben wir den von KRENER bereits bestehenden Beweis ausgearbeitet
und an mancher Stelle modifiziert.

Danach ist es in zwei Anwendungsbeispielen gelungen zu zeigen, dass das EKF fiir
ein gegebenes 5-dimensionales und auch 2-dimensionales System konvergiert. Fiir das
2-dimensionale System konnten wir sogar ein Gebiet angeben, in dem sich die Schatzfeh-
lerkovarianz befinden muss, um eine Losung fiir diese Differentialgleichung zu erhalten.
Vorbereitend fiir das letzte Kapitel dieser Arbeit, wurde die zeitdiskrete Form des EKF
erklart. Es unterscheidet sich vom zeitkontinuierlichen dadurch, dass es aus einem
Pradiktions- und einem Innovationsschritt besteht. Auch die numerischen Verfahren,
mit denen die Implementierung realisiert wird, wurden in diesem Kapitel vorgestellt.
Schliefdlich haben wir einige numerische Experimente durchgefiihrt und damit die Prakti-
kabilitdt es EKF aufgezeigt.

Von besonderer Bedeutung ist die Frage nach den Startwerten fiir eine Differentialglei-
chung. Wir haben gesehen, wie sich das EKF bei gestorten Anfangsdaten verhalt und
konnen folgern, dass es selbst mit vom realen Anfangszustand stark abweichenden Start-
werten dennoch konvergiert, das heifit eine Losung fiir die betrachteten Fahrmanover
liefert. Es ist uns letztlich auch gelungen, Einzugsbereiche festzulegen, die genau bestim-
men, wie die Startdaten zu wihlen sind, um Konvergenz des EKF zu erhalten.

Die Grofie dieser Einzugsbereiche deutet darauf hin, dass das EKF eine gute Alternative

fur das Erhalten von Losungen gewohnlicher Differentialgleichungen ist.

Abschliefiend noch zwei Gedanken iiber diese Arbeit hinaus:

¢ Weiterfiihrend wére eine Untersuchung hinsichtlich alternativer numerischer Ver-

fahren, die das implementierte EKF verwendet, interessant

¢ In den letzten Jahren wurden verschiedene Varianten dieses Kalman-Filters ent-
wickelt. Eine Analyse dieser Varianten hinsichtlich ihrer Verwendung fiir von ge-
wohnlichen Differentialgleichungen verschiedene Systeme, etwa parabolische oder
hyperbolische, konnte das Spektrum der hierfiir verwendeten Losungsverfahren

erweitern

106



Anhang A
Erliuterungen zur Ubergangsmatrix

Dieser Anhang beruht auf Inhalten aus [Unb02] und aus [Kar07].

Wir werden uns mit der Darstellung der Ubergangsmatrix und ihren Eigenschaften aus-
einandersetzen.

Dazu betrachten wir zunéchst die homogene Gleichung

— A(t)x(t) (A1)

mit stetigen Eintragen in A(t).
Seien ¢; miti = 1, ..., n die Einheitsvektoren und sei

$1i(t, to)

At t
At to) = qbz(: 0)
Pni(t, to)

zusammen mit der Anfangsbedingung ¢;(to, to) = e; die Losung der homogenen Glei-
chung (A.1).

Behauptung

Die Vektoren aus ¢;(t, ty), die Losungen fiir (A.1) sind, sind zu jedem Zeitschritt t vonein-

ander linear unabhéngig.
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Beweis

Angenommen, die Losungsvektoren sind voneinander abhéngig, das heifst, 3 Konstanten
k; miti = 1,...,n, wobei fiir mindestens eine Konstante x; # 0 gilt und 3 ein Zeitpunkt T
sodass

n
Kl'(l)l'(T, to) =0.
=1

1

n
Da ¢;(t,to) Losung von (A.1) ist, sind dies auch alle Linearkombinationen Y «;¢;(t, to)
i=1
dieser Losung der homogenen Gleichung.

Dann gilt aber auf Grund der Eindeutigekeit der Losung x(t) = 0 und damit ist die
Anfangsbedingung x(ty) = 0.
Durch Einsetzen der Losung ¢;(to, to) = e; zum Startzeitpunkt fy gilt also

Ki47i(t0/ to) = Zkiei =0.

n n
=1 i=1

1

Es ist jedoch bekannt, dass die Einheitsvektoren e; voneinander linear unabhéangig sind.
Da weiterhin zumindest ein x; # 0, muss gelten:

n n
ZKifPi(to, ty) = ZKiei #0
i=1 i=1

Insofern fiithrt unsere Annahme zum Widerspruch und wir erhalten das Ergebnis der

linearen Unabhéngigkeit der Losungsvektoren. U

Folglich wissen wir, dass jede beliebige Losung der homogenen Gleichung (A.1) als
Linearkombination der Losungen ¢;(t, ty) ausgedriickt werden kann:
Sei x(t) mit x(to) = [x1(to), ..., xn(t0)] " eine Losung von (A.1), dann gilt fiir die Losung

zum Zeitpunkt ¢o:
n
x(to) =Y xi(to)e;
i=1

und fiir die Losungsfunktion
n

x(to) = ) xi(to)¢i(t, to).-

i=1
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Auf Grund der Eindeutigkeit der Losung gilt also

n

Y xi(to)¢i(t, to) = x(t).

i=1

In Matrixschreibweise sieht die Losung x(t) folgendermafien aus:

4)11(1‘, to) ... 4)1n(t, to)
= | (o)
(Pnl(t/ to) . gbnn(t, to)

::q)(t,to)

O(t,ty) bezeichnen wir an dieser Stelle als Ubergangsmatrix des Losungssystems.
Es ist klar, dass die Spalten der Ubergangsmatrix die Lésungsvektoren der homogenen
Gleichung (A.1) sind. Daher erfiillt (¢, ty) die Matrix-Differentialgleichung

2 @(t10) = AW®(L 1)

mit der Anfangsbedingung ®(to, to) = I .

Damit bilden die Losungsvektoren eine Basis beziehungsweise ein Fundament, mit dem
es moglich ist, weitere Losungen eines gegebenen Systems anzugeben. Daher ist unsere
Ubergangsmatrix in der Literatur haufig unter dem Namen Fundamentalmatrix besser
bekannt.

Im Regelfall muss diese numerisch ermittelt werden.

Sei nun die inhomogene Gleichung

dx(t)
dt

= A(H)x(t) + B(B)u(t) (A2)

mit bekannter Anfangsbedingung x(tp) gegeben.

Wir wollen im Folgenden das Prinzip der Variation der Konstanten heranziehen, um dann
unter Berticksichtigung der Losung x(t) = ®(t, tp)x(ty) der homogenen Gleichung (A.1)
eine Losung fiir diese inhomogene Gleichung zu finden: Betrachte zunachst

x(t) = @(t to) f(t)
und die entsprechende Ableitung nach der Zeit

dx(t) _ 9D(t,t)

af (1)
= SRR ol o) S

dt

Dann gilt fiir die gegebene inhomogene Gleichung mit Beriicksichtigung aus dem homo-
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genen Fall, dass ®(t,ty) die Differentialgleichung aq}gtt’to) = A(t)D(t, to) lost:

oD (t, ¢ df(t
0 10) p(4) 1ot t0) L1 = a(e)x(6) + B(oYu(r)
oD (t,t daf(t
(2258~ awe, ) 1)+ 2,0 L = B
YD _ o1t t0)B(1)u (1
Integration dieses Differentials und Einsetzen in die inhomogene Gleichung ergibt ihre
Losung
t
x(t) = (t, to) - /cp*l(a, t0)B(0)u(o)dor
to
mit x(fp) = 0.

Wir fithren nun die Losungen der homogenen Gleichung mit der letztgefunden zusammen
und erhalten schliefSlich die Losung fiir die inhomogene Gleichung (A.2):

t
x(t) = (¢, o) x(to) + D(t, fo) - /qu(a, t0)B(0")u(0)do
to
Es ist wohlbekannt, dass folgende Eigenschaft fiir die Inverse der Fundamentalmatrix, die
wegen det(D(t,to)) # 0 existiert, gilt: D1(t1, tg) = P(to, t1), fiir zwei Zeitpunkte ty < #;.
Unter dieser Bedingung kénnen wir die Losung der inhomogenen Gleichung schliefilich

vereinfachen:

x(t) = ®(t,t9)x(to) +/<I>(t,U)B(U)u((T)d0

to
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