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1 Steife Differentialgleichungen

1.1 Einfiihrung

Wir méchten ein Standardverfahren (Runge-Kutta-Verfahren, Mehrschrittverfahren, etc.)
mit Schrittweitensteuerung bei Problemen aus der Chemie, elektrischen Netzwerken, Wér-
meleitung, etc. anwenden. Bei diesen Probleme laufen sowohl schnelle als auch langsame
Phanomone ab. Die Standardverfahren mit adaptiver Schrittweitensteuerung machen auch
in ,langweiligen“ Bereichen sehr kleine Schrittweiten.

1.1 Wiederholung
Wir erinnern uns an explizite Verfahren aus der Numerik I, mit denen wir Anfangswertpro-
bleme (AWP) von Differentialgleichungen,

{ y'(t) = fty(t), telto,T],
y(to) = yo

behandelten, wobei y : [to,T] — R? die gesuchte Losung ist, yo € R? der Startwert und
f: R x R? — R? beliebig oft differenzierbar.

Beim expliziten Fuler-Verfahren 16sten wir naherungsweise y(t,) ~ y, und yYp4+1 = yn +
B f(tn,yn). Dieses Verfahren konvergierten mit Ordnung 1, i.e. ||y, — y(t)|| < Mh, wobei

h =maxh, und M = et Lfl und L die Lipschitz-Konstante von f war.

Fiir hohere Ordnungen betrachteten wir die Klasse von Runge-Kutta-Verfahren oder Mehr-
schrittverfahren.

Beim Losen mit solch expliziten Verfahren wéhlt das Programm die Schrittweiten h,, sehr
klein, obwohl das Losungsverhalten sehr , glatt® ist. Bei grofleren Schrittweiten wurde nume-
risch die Losungs sehr instabil (i.e. sie machte Spriinge), obwohl sie analytisch stabil ist.

Der Grund hierfiir liegt im unterschiedlichen Stabilitdtsverhalten der Differentialgleichung
und der zugehoérigen numerischen Methode. Hierzu betrachten wir ein Beispiel.

1.2 Beispiel
Wir betrachten die Differentialgleichung v/ (¢) = f(¢,y(t)). Sei z die Losung zum Anfangswert
z(tg) = zp. Fiir eine beliebige andere Losung der Differentialgleichung y gibt es mit dem
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2 1 Steife Differentialgleichungen

Mittelwertsatz ein & mit
y'(t) = f(ty(t) = f(t,2(1) +0, f(£,€) - (y(t) — (1)) (1.1)
——
=2'(t)
Wir machen nun fiir die weitere Diskussion einige vereinfachten Annahmen, die zumindest
in kleinen Umgebungen der Losung z stimmen: Wir nehmen an, daf 9, f(¢,y) = A ist, wobei

A eine konstante d x d-Matrix ist und da8l 2(¢) = z9. Dann erhalten wir (wegen 2/(¢) = 0)
aus (1.1) die Differentialgleichung

{ y'(t) = A(y(t) — 20),
y(to) = Yo,

die mit dem expliziten Euler-Verfahren mittels y,+1 = yn + hA(y, — 20) fiir ein gegebenes
yo gelost wird.

Die Fortpflanzung des Fehlers e(t) := y(t) — z(t) ist durch €'(¢t) = Ae(t) und e(tg) = e :=
Yo — 2o gegeben und im expliziten Euler-Verfahren durch e,1 = e, + hAe,.

Falls A diagonalisierbar ist, gibt es eine Basiswechselmatrix V', so dafl
VTIAV = A = diag(\1, ..., M)

ist. Wir setzen nun v := V~le und erhalten somit die Differentialgleichung

{ u'(t) = Au(t),

1.2
u(ty) = ug := Ve, (1.2)

welche sich mit dem expliziten Euler-Verfahren durch u,y+1 = u, + hAu, 16sen 148t.

In vielen Anwendungen gilt dabei fiir alle 7, dafl Re(\;) < 0 und es gibt meist ein ¢ mit
Re(A;) < —1. Wir betrachten nun die i-te Komponente von u in (1.2) und erhalten (fiir y
die i-te Komponente von )

{ y'(t) = My,

y(to) = vo. 13)

welche numerisch durch y,+1 = yn + hAyn, also y, = (1 + hA)"yo gelost wird.

Die exakte Losung von (1.3) ist y(t) = eMt—t0)y,, welche wegen Re(\) < 0 stets beschréinkt
ist (bzw. fiir t — oo sogar gegen Null strebt, falls Re(A\) < 0 ist). Die numerische Losung hat
dieses Verhalten allerdings nur fiir |1 + hA| <1 bzw. |1 + )| < 1.

Falls also Re(A) < 0 und |A| > 1 ist, haben wir eine Schrittweitenbeschrankung bei der Wahl
grofler Schrittweiten, i.e. die numerische Losung divergiert bei grolen Schrittweiten.

1.3 Definition (A-Stabilitét)

Ein numerisches Verfahren heifit A-stabil, falls die numerische Losung (yn)n>0 beschrénkt
bleibt, sofern das Verfahren mit beliebiger Schrittweite h > 0 auf die Differentialgleichung
v = My, y(0) = yo und Re(\) < 0 angewandt wird. Bei Mehrschrittverfahren muf} dies fir
jede beliebige Wahl von Startwerten gelten.
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1.4 Bemerkung
Mit Beispiel 1.2 ist das explizite Euler-Verfahren nicht A-stabil.

1.5 Beispiel (implizites Euler-Verfahren)
Wir betrachten das implizite Euler-Verfaren,

Yn+1 = Yn + hf (b1, Yns1),

welches wir auf die Differentialgleichung v’ = Ay anwenden. Hierfiir ergibt sich

Yn+l = Yn + h>\yn+1-

Durch elementare Umformungen erhalten wir damit

~(=m)
Yn = 1— h\ Yo,

i.e. fiir die A-Stabilitdt mufl nun ’ﬁ’ < 1 gelten, was aber fir jedes h > 0 und jedes A mit
Re(\) <0 gilt.

Damit ist das implizite Euler-Verfahren A-stabil.

1.6 Bemerkung
Fiir praktische alle Verfahren (Runge-Kutta-Verfahren, Mehrschrittverfahren, etc.) sind die
folgenden beiden Diagramme kommutativ, wobei V' AV = A = diag(\1, ..., \q) bezeichnet.

=Vz

y/ = Ay7 Yo

num. Verfahren

2 =Az, z0=V "ty
num. Verfahren

(Ym0 ——— r (2n)n=0
' = ding(h, .. Ay IR
num. Verfahren num. Verfahren
(Un)n>0 Projeltion (Un,i)n=0

Damit haben wir, falls ein Verfahren A-stabil ist, auch lineare Systeme im Griff.

Kapitel 1



4 1 Steife Differentialgleichungen

1.2 Stabilitatsbereiche

1.7 Definition (Stabilitadtsbereich)
Als Stabilitatsbereich eines numerischen Verfahrens bezeichnet man die Menge

Verfahren liefert beschrénkte numerische Losung (yn)n>0,
S:={z=h\€C: wenn es mit Schrittweite h auf ¢’ = \y mit beliebigen

Startwert y9 angewandt wird.

1.8 Bemerkung
Die Definition ist nur sinnvoll, wenn die Losung nur vom Produkt hA und nicht den einzelnen
Faktoren h und A abhéngt.

1.9 Bemerkung
Ein Verfahren ist genau dann A-stabil, wenn C~ := {z € C: Rez <0} C S ist.

1.10 Bemerkung
Ein Mehrschrittverfahren ist genau dann O-stabil, falls 0 € S' ist.

Wir méchten nun ein Verfahren mit unbeschriankten Stabilitdtsbereich konstruieren. Hierfur
betrachten wir zunédchst die beiden Klassen an Verfaren, die wir kennen: Runge-Kutta-
Verfahen und Mehrschrittverfaren.

1.11 Beispiel (Stabilitdtsbereich beim expliziten Runge—Kutta-Verfahren)
Bei einem expliziten Runge—Kutta-Verfahren haben wir den Ansatz

s
Yntl = Yn + hz bif(tn + cihiYn ), wobei
i=1
i—1
Yn’i :yn—l—hZaijf(tn%—cjhiYn,j), 1=1,...,s.
j=1

Dadurch, dafl wir bei den Y, ; nur bis ¢ — 1 summieren, ist das Verfahren explizit. Fiir die
Differentialgleichung 3’ = Ay erhalten wir damit

1—1
Yn,izyn"Fh)\Zainn,j, i=1,...,s,
=1
s
Yn+l = Yn + hA Z biYn,ia
=1

i.e. in diese Fall gilt y,+1 = P(hA)yn, wobei P ein Polynom vom Grad s ist, i.e. es gilt
Yn = P(hX\)"yp. Dies ist aber genau dann beschrinkt, wenn |P(h))| < 1 ist, also ist der
Stabilitatsbereich S = {z € C: |P(z)| < 1}.
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1.12 Satz
Fiir explizite Runge-Kutta-Verfahren ist der Stabilitédtsbereich stets beschrankt.

1.13 Beispiel (Stabilitdtsbereich beim Mehrschrittverfahren)
Bei Mehrschrittverfahren betrachten wir den Ansatz

Z XjlYntj = h Z Bjfn+is

7=0

wobei a, # 0 und fr4; = f(tntj, Yntj) ist. Ein Mehrschrittverfahren ist genau dann explizit,
wenn S = 0 ist. Typische Beispiele hierfir sind etwa das Adams-Verfahren (welches auf
Integration beruht) und das BDF-Verfahren(welches auf der Differentiation beruht).

Bei der Anwendung auf 4’ = Ay erhalten wir fiir z = A\ damit

k
Z Zﬂ] Yn+j = 0.

Ohne Beschrinkung der Allgemheit nehmen wir an, da8 ggT(c, 8) = 1 ist (Ubung!). Wir
betrachten nun das charakteristische Polynom,

k
a(¢) — zB(¢ :Z — 25)¢’

Dann ist (yn)n>o0 fiir beliebige Startwerte yo, ..., yx—1 genau dann beschrankt, wenn
1. Alle Nullstelle von «(¢) — 25(¢) sind betragsméfig durch 1 beschrénkt und
2. Jede Nullstelle, die normiert ist, ist eine einfache Nullstelle.

Der erste Punkte ist dazu dquivalent, dafi a(¢) — z5(¢) # 0 ist fir [¢| > 1 und dies ist dazu
dquivalent, dafl

Lz # §¢ fiir alle [¢| > 1 und () # 0 und
2. a(() # 0 fiir alle Nullstellen ¢ von S mit ] > 1.
Da aber ggT(«, 3) = 1 ist, ist der zweite Punkt irrelevant und damit gilt

SQC\{gEg: \gy>1}.

Kapitel 1



6 1 Steife Differentialgleichungen

Alle wichtigen Verfahren erfiillen die Eigenschaft, dafl keine Nullstelle des charakterischen
Polynoms normiert ist. Damit gilt fiir alle wichtigen Verfahren sogar

SZC\{;Eg; |q>1}.
In jedem Fall aber gilt
SQC\{ZE%: |<|21}.

1.14 Satz (Stabilitédtsbereich expliziter Mehrschrittverfahren)
Der Stabilitétsbereich expliziter Mehrschrittverfahren ist beschrankt.

BEWEIS
Wir benutzen die Vorarbeit aus Beispiel 1.13 und betrachten

we) e Bt hiaCt ot ot CB()
oo+ oap_1C .+ ok Ckay (%)

Mit Beispiel 1.13 ergibt sich damit

SQC\{gEg:|C!>1}:C\{w(1c):|§|<1}. (1.4)

Da wir ein explizites Verfahren betrachten, ist 8 = 0, also w(0) = 0 und da holomorphe
Funktionen offen sind, ist also {w(¢) : |¢| < 1} eine Umgebung der 0, i.e.

{w?o <1}

ist auf der Riemannschen Zahlenkugel eine Umgebung von oo, also ist

V{1 <1

beschrankt. Da S nach (1.4) dort liegt, ist auch S beschrankt. o

1.15 Wiederholung (implizite Adams-Verfahren)
Nach dem Hauptsatz gilt stets

tn+1

Y(ts1) = y(tn) + / £t (1) dt,
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wobei wir den markierten Term f(¢,y(¢)) mittels eines Interpolationspolynoms durch die
Knoten fr41, fn, .-+, fn—k+1 legen und dieses dann integrieren.

Kapitel 1

Dabei ist k die Anzahl der Stiitzstellen und aus Numerik I wissen wir, dafl £+ 1 die Ordnung
des Adams-Verfahren ist.

1.16 Beispiel (Stabilitdtsbereiche von implizites Adams-Verfahren)
Wir betrachten nun einige Beispiele.

1. Fir k = 0 hatten wir das implizite Euler-Verfahren, welches 3’ = Ay durch

L
1— 20

wobei z = hA ist, gelost hat. Hierbei ist der Stabilitdtsbereich

Yn+tl = Yn + hAyn—l-l <~ Yn+1 =

1
= C: |——
S {ze ‘1—,2

g1}:{ze<c: Z—1]> 1},
i.e. das Verfahren ist A-stabil.

2. Fiir k = 1 betrachten wir die Trapezregel zum Losen der Differentialgleichung ¢/ = \y
und erhalten fiir z = hA

1+ 3

1—

hA
Yn+1 = Yn + 7(yn + yn—l—l) <~ UYn+1 = z
2

5 Yn,

womit

2 2

womit auch dieses Verfahren A-stabil ist.

S:{ZE(C: ‘1+Z S‘l—z‘}:C::{zEC: Re(z) <0, },

3. Fir k = 2 betrachten wir

NS S PN
Yn+2 = Yn+1 12yn+2 12yn+1 12yn )

also
5 8 1
_ 2 _ Y2, 2 =
a(Q) = ¢ = Q) = 3¢ + 15C — 75
Dabei hat § die Nullstellen

4 16 1 4 /21

S Y B A R

G2=—pEyVgE s =5 E 5
wobei [(2| > 1 ist. Damit ist — mit dem gleichen Argument wie in Satz 1.14 — der

Stabilitatsbereich dieses Mehrschrittverfahrens beschrankt.

4. Auch fir £ > 2 ist der Stabilitdtsbereich beschrankt, was ungeeignet fiir steife Diffe-
rentialgleichungen ist.
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1.3 BDF-Verfahren

Wir betrachten nun eine weitere Klasse von Mehrschrittverfahren: Die so genannten BDF-
Verfahren (backward differentation formulas).

1.17 Wiederholung

Beim BDF-Verfahren bestimmen wir ein Interpolationspolynom p(t) durch die Punkte

(tn-‘rlv yN+1)7 (tTm yn)J ey (tn—k—i-h yn—k—i—l)

und verlangen dann, daB p'(tp4+1) = f(tnt1, p(tns1)) ist, i.e. die BDF-Verfahren beruhen auf
numerischen Differentatiation. Dabei ist k wieder die Anzahl der Stiitzstellen des Verfahrens
und wir wissen aus Numerik I, dal dann k£ auch die Ordnung des Verfahrens ist.

1.18 Beispiel (Stabilitdtsbereiche von impliziten BDF-Verfahren)
Wir betrachten nun einige Beispiele von impliziten BDF-Verfahren.

1. Fir k = 1 erhalten wir das implizite Euler-Verfahren, welches A-stabil ist.

2. Fir k = 2 erhalten wir das Verfahren

3 1
iyn—l-Z — 2Ypt1 + 53/71 = hAyn2.

Dieses Verfahren ist A-stabil, denn wir erhalten fiir ¢ = re® und r > 1

Re Q) =Re (3 - 21 + 1) =Re (3 — 26719 + 162’0>

B(¢) 2 ¢ 2¢ 2 r 212
3 2 1
=5 ;COSG + 2—702(308(29),

was sich wegen cos(20) = 2cos?§ — 1 nun zu

cosf cosf\2 1 1 cosf\2 1 1
=1-2 ———=(1- ~(1—-—=1]>0
r +< r ) +2 272 ( r > +2< rQ)_

>0 >0

ergibt, womit nach der Vorarbeit in Beispiel 1.13 dann S D C™ ist.

3. Fiir grofere k ist das BDF-Verfahren haben wir in Numerik I gesehen, dafl diese (fiir
k > 6) nicht einmal O-stabil sind. Dennoch haben diese Verfahren einen unbeschrankten
Stabilitdtsbereich, in dem zumindest ein Kegel der Art

{z€C: |arg(—2)|<a} CS

mit Offnungswinkel « liegt, was wir mit A(a)-stabil bezeichnen. Falls Eigenwerte nahe
der imaginédren Achse auftreten, haben diese Verfahren jedoch schlechte Ergebnisse.

Fiir bestimmte k ergeben sich die folgenden Offnungswinkel.

k\1 9 3 4 5 6
a\goo 90° 88° 73° 5I° 18°

BDF-Verfahren gehoren zu den beliebtesten Verfahren fiir steife Differentialgleichungen.
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1.4 Ordnungsschranke fiir A-stabile Mehrschrittverfahren

Alle bisher genannten A-stabilen Mehrschrittverfahen haben Ordnung < 2. Wir sehen mit
dem folgenden Satz, dal dies bereits eine optimale Schranke ist.

1.19 Satz (Dahlquist, 1963)
Fin A-stabiles Mehrschrittverfahren hat Ordnung p < 2.

BEWEIS
Wenn das Mehrschrittverfahren A-stabil ist, so ist mit der Vorarbeit aus Beispiel 1.13
a(¢ ))
Re( >0 V| >1 1.5
30) 9 (1.5)

In Numerik I haben wir mit der Taylor-Entwicklung der Exponentialfunktion bewiesen, daf3
ein Mehrschrittverfahren genau dann Ordnung p hat, wenn a(e?) — h3(eh) = O(hP1) ist,
ie. flir z — 0 gibt es ein z # 0 mit

1 af(e?)
z B(e?)

—1=czl +O(zPT). (1.6)

Wir betrachten zunéchst den Imaginérteil von %gg:zg auf dem Rand des Rechtecks [0, x| x
[0, 271].

1. Fir z € RT oder z € 2m 4+ RT ist ¢* € R und damit ist gg:z; € R, womit wegen (1.5)
ae?)

B(e?) > 0 ist, i.e. es gilt

lafe®)) ml a(e?)
tm (z ﬁ(ez)) _Lﬁﬁ(ez) < 0.
<0 >0

2. Fir z =z 4y mit 0 <y <27 und z — oo ergibt sich, da nach Satz 1.14 8 # 0 ist,
ale”) akekz(l + O0(e™?)) . ag
Bler)  Bre**(1+0(e7?)) B
Sei ¢ > 0 beliebig vorgegeben. Dann ist damit fiir grofies x
Im (1 afe )) <e
z B(e?)

3. Fir z =y und 0 < y < 27 ergibt sich mit (1.5)

(i) = (e =

Kapitel 1



10 1 Steife Differentialgleichungen

Mit dem Maximumprinzip flir harmonische Funktionen erhalten wir mit allen drei Teiler-
gebnissen auch

w((55) =

im Inneren des Rechtecks [0, x| x [0,2m]; und da € > 0 beliebig war, gilt damit

Im (igg:j;) <0, also auch Im (i ggz;; — 1) <0.

Mit (1.6) ist damit auch cRe 2P + O(2P™!) < 0 fiir z —» 0 und 0 < argz < %, also mufl ¢ < 0
sein, denn cIm(2?) < 0 ist fiir p > 3 nicht moglich. |

1.5 Kollokationsverfahren

Wir mochten im Folgenden kliren, ob es A-stabile (implizite) Runge-Kutta-Verfahen der
Ordnung p > 3 gibt.

1.20 Algorithmus (Kollokationsverfahren)
Wir betrachten die Differentialgleichung

{ y'(t) = f(t,y(t)),
y(to) = yo-

Seien cy,...,cs € [0, 1] alle verschieden gegeben und h die Schrittweite.

Wir suchen nun ein Polynom u(t) vom Grad < s, fiir das die folgenden Kollokationsbedin-
gungen gelten.

{ u'(t) = f(t,u(t)), t=to+cih,
u(to) = Y0-

Wir setzen dann
Yy = u(to + h) ~ y(to + h)

und nehmen g als Startwert fiir den nédchsten Schritt.
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1.21 Satz

Das Kollokationsverfahren ist dquivalent zum impliziten Runge-Kutta-Verfahren mit
den Koeffizienten

c;i 1
Q5 = /ej(l') dac, bj = /ﬁj(x) dx
0 0

wobei /; das Lagrange-Polynom deg/; < s — 1 zum Knoten c¢; mit der Eigenschaft
tj(ci) = dij-

BEWEIS

Wir setzen in der Notation eines allgemeinen Runge-Kutta-Verfahrens Y/ := u/(tp+¢;h) und
Y; := u(to + ¢;h). Dann erhalten wir aus der Kollokatonsbedingung, da Y/ = f(to + ¢;h, Y;)
ist. Da v’ ein Polynom vom Grad < s — 1 ist, konnen wir mit der Lagrange-Inerpolation

u'(to + xh) = ZY€

schreiben und erhalten damit

C; Cj
Y = u(tycih) = u(ty) + h/u/(to +xh)dx = yo + hz Yj’/ﬂj(x) dx .
0 =t
—_———
=a;;
Mit den gleichen Argumenten erhalten wir
yr = ulto +h) = ... = u(to) +hZY//£
:b] O

1.22 Bemerkung
Damit erhalten wir, daf$§ fiir geniigend kleine i das Kollokektionsverfahren eindeutig existiet.
1.23 Bemerkung
Die Koeffizienten a;; und b; erfiillen die Bedingungen
s CI?
Zaij6§_1:?7 kE=1,...,s,

Zbckl—— k=1,...,s.

Kapitel 1



12 1 Steife Differentialgleichungen

Damit sind a;; und b; aus einem linearen Gleichungssystem mit einer Vandermonde-Matrix
zu berechnen.

Aus Numerik von Differentialgleichungen I erinnern wir uns an den folgenden Satz.

1.24 Satz
Das Kollokationsverfahren hat dieselbe Ordnung wie die zugehérige Quadraturformel.

1.25 Bemerkung
Satz 1.24 besagt also, dafl das impliziten Runge-Kutta-Verfahren aus Satz 1.21 hat genau
dann Ordnung p (i.e. y1 — y(to + h) = O(hPT1)), falls die Quadraturformel

1
S byglen = D/ o(x) dz

Ordnung p hat (also exakt fiir Polynome vom Grad < p — 1 ist).

1.26 Herleitung (Charakterisierung der A-Stabilitét)

Wir betrachten die Differentialgleichung 3’ = Ay mit Re A < 0 und méchten im Folgenden ih-
ren Stabilitdtsbereich untersuchen. Hierzu wenden wir das implizite Runge-Kutta-Verfahren
auf die Testgleichung an und erhalten fiir z = hA

S
y1=yo0+2 Y bjYj,
j=1

s
Y, = Yo + h)\Zainj.
j=1

Fiir 2 := (a;5) erhalten wir nun die Gleichung

Y, 1 Y,

=yo|...|+2A|... |,
Y 1 Y,
=Y =1

also (I — 220)Y = yo1. Falls I — 22l invertierbar ist, dann gilt fiir b7 := (by, ..., bs)

y1 =10+ 2bTY = yo + 20T (I — 220) "Lyl = (1 + 207 (I — 22)711) o,

=:R(z)




1.5 Kollokationsverfahren 13

wobei R(z) = ggg eine rationale Funktion, die so genannte Stabilitdtsfunktion in z ist mit

deg P, deg @ < s. Wir erhalten dann induktiv y,, = (R(z))"yo, also ist der Stabilitatsbereich
S={zeC: |R(z)| <1},

i.e. das implizite Runge-Kutta-Verfahren ist genau dann A-stabil, wenn |R(z)| < 1 fiir alle
z mit Re(z) <0 ist.

1.27 Beispiel (Kollokationsverfahren mit Gaufischer Quadraturformel)
Bei der Gaufischen Quadraturformel haben wir die Ordnung p = 2s und betrachten nun fiir
verschiedene s die Konstruktion.

s = 1: In diesem Fall gilt ¢; = %, by = 1 und a1 = % Damit erhalten wir die implizite

Mittelpunktsregel,
h +
y1:y0+hf<t0+,y0 y1>.
2 2
Wir betrachten nun die Gleichung 3’ = Ay und fiir 2 = h\ erhalten wir
+ 1+ 2
y1=yo+2y0 I — N = 2 Yo.
2 1-2
——
=:R(z)

Per Inspektion sehen wir — &hnlich wie in Beispiel 1.16, dal |R(z)| < 1 fiir Re(z) <0
ist, i.e. dieses Verfahren ist A-stabil.

s = 2: In diesem Fall gilt ¢1 2 = % F % und by = by = % Aus den Kollokationsbedingungen
erhalten wir (Ubung!), daf wir das folgende Runge—Kutta-Tableau bearbeiten miissen.

1_ V3 1 1_ V3

2 6 4 4 6

1, V3 |1, V3 1

2+6 4+6 4
1 1
2 2

Eine einfache Rechnung ergibt

1+4+%
y1:71_§+;§y0.
2 T 12
=:R(z)

Wir priifen nun nach, ob |R(z)| <1 fiir Re(z) < 0 gilt. Es gilt

(1-5)+ @)
L)+ (-5)

Die Pole, die durch 1 — 5 + % = 0 gegeben sind, befinden sich bei 212 = 3 &+ W3,
liegen also beide in der rechten Halbebene. Mit dem Maximumsprinzip fiir holomorphe
Funktionen und (1.7) gilt damit |R(z)| < 1 fiir Re(z) < 0. Also ist auch dieses Verfahren
A-stabil.

|R(w)|* = ( ;=1 VyeR (1.7)
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Wir werden spéater zeigen, dafi simtliche Gaufl-Kollokationsverfahren Ordnungen A-stabil
sind. Der Nachteil ist allerdings, daf8 |R(:y)| = 1 ist, also auch lim,_,_ |R(z)| = 1, womit
auch Dampfungseigenschaften verloren gehen, da die Exponentialfunktion als echte Losung
im unendlichen verschwindet.

Wir mochten nun ein A-stabiles Verfahren erhalten, welches |R(—o0)| < 1, am besten jedoch
R(—o00) = 0. Hierzu betrachten wir als néchstes Beispiel Kollokationsverfahren, die auf
Radau-Quadraturformeln beruhen.

1.28 Beispiel (Kollokationsverfahren mit Radau-Quadraturformeln)
Bei einer Radau-Quadraturformel ist ¢, = 1 und ¢y, ...,cs—1 so gegeben, dafl die Ordnung
der Quadraturformel p = 2s — 1 wird. Wir betrachten nun die Quadraturformel fiir einige s.

s = 1: In diesem Falle ist ¢; = 1, by = 1 und a1 = 1. Dann ergibt sich das implizite-Euler-
Verfahren,

Y1 = Yo + hf(to+ h,y1),
als Verfahren, welches A-stabil ist.

s = 2: Hier ergibt sich ¢; = % und ¢ = 1 und das folgende Runge-Kutta-Tableau.

15 1

3 12 12
31

1 4 4
31
4 4

Dieses Verfahren hat Ordnung 3 und es gilt
1+%

227

R(z)= — 3
~37T%

also R(—o0) = 0 und auf der imaginédren Achse gilt
2 2
14+ 4% 1+ %

2 = p) 1
(-2 e 1+5+%

<1 WyeR. (1.8)

|R(wy)|* =

Die Pole der Funktion liegen bei 219 = 2+ 13/2, also in der rechten Halbebene und aus
dem Maximumsprinzip erhalten wir mit (1.8), dafl |R(z)| < 1 fiir Re(z) < 0, also ist
das Verfahren A-stabil.

1.29 Bemerkung (Dampfungseigenschaft der Radau-Kollokationsverfahren)
Wegen ¢, = 1 gilt (aufgrund der Integration von Lagrange-Polynomen), daf as; = b; ist.
Falls nun die Matrix 2 := (a;;) invertierbar ist, gilt

lim R(z) = lim (1 +b72(I — 220)7'1)

Z—00 Z—00

-1
= lim <1+bT(1[-m> 1)
Z—00 z

=1-pA 1 =1-el1=0,
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wobei wir as; = b; benutzt haben. Damit gilt stets die Dampfungseigenschaft, die wir gefor-
dert haben.

Die Radau-Kollokationsverfahren werden die in der Praxis héufig benutzt, da sie A-stabil
sind und die gewlnschte Dadmpfungseigenschaft haben.

Wir betrachten nun, wie wir die auftretenden (nichtlinearen) Gleichungssysteme beim im-
pliziten Runge-Kutta-Verfahren 16sen kénnen.

1.30 Bemerkung (Losen der auftretenden Gleichungssysteme)
Wir haben die Differentialgleichung v/ (t) = f(¢,%(t)) mit dem Anfangswert y(ty) = yo € R?
gegeben und betrachten nun das implizite Runge—Kutta-Verfahren,

S
Yi=yo+h)_ aif(to+ch,Y;), i=1,...,s,
j=1
S
y1=yo+h Y bif(to+ cih, Vi),
i=1

welches sich als nichtlinearen Gleichungssysteme der Dimension s-d herausstellt. Zum Losen
betrachten wir das vereinfachte Newton-Verfahren und bezeichnen mit J ~ 0y f(to,yo) die
Jacobi-Matrix im Anfangswert und berechnen fiir £ = 0,1,... die Iterierten

Y(k‘H) — Y(k) + AY(R)

wobei

AY;(k) —h Z aijJAY;»(k) = —Y;(k) +yo+h Z aijf@() + cjh, Yj(k)) .
j=1 j=1

::rgk)
In Matrixform schreiben wir zunéachst

AYl (a1 a11J e alsJ
AY =| ... |, ri=1|...1], A®J:= : : )
AY; Ts aslj e aSSJ

wobei ® das wie oben definierte s - d-dimensionale Kronecker-Produkt ist. Aus diesem Defi-
nitionen ergibt sich das lineare Gleichungssystem

(Ig — WA @ J)AY ®) = 7(B)

bzw.

1 1
Q@@h—%@d—hﬂf (1.9)

Kapitel 1
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Eine direkte Losung hiervon benotigt %(sd)?’ Operationen, wobei d® nicht vermeidbar ist,
uns jedoch s3 stort.

Falls 21 diagonalisierbar ist (was nicht von der Differentialgleichung, sondern ausschliellich
vom gewéhlten Verfahren abhéngt!), haben wir deutlich weniger Rechenaufwand, was die
folgende Rechnung zeigt. Beispielsweise tritt dies beim Radau-Verfahren mit s = 3 auf.

Wir nehmen nun an, dal T-'T = A := diag(A1, ..., \s) ist. Dann ergibt sich die linke Seite
von (1.9) zu

1 1
B[g@[d_Q[@J:(T@Id) (hIS®Id—A®J> (T*1®[d).

Wir berechnen nun AY *) wie folgt. Wir berechnen

S

¢M = (1 @ Ly = (Z az‘jﬁ('k)) :
Jj=1

=1

was ds? Operationen kostet und berechnen anschlieend Zl-(k) durch

.y ® _ 1 )
<hId )\lJ> Az = -]

bzw.

1 (k) 1 (k)
<h)\i d J) ! h)\i @G ( )

was durch 5 LR-Zerlegungen in s - %dg Operationen berechnet werden kann.

Dieser Schritt 1483t sich noch besser machen, wenn wir J mit orthogonalen Matrizen @ in
Hessenberg-Form H via J = QHQ" schreiben. Hierfiir benétigen wir d® Operationen und
dann ergibt sich die linke Seite von (1.10) zu

1
hA;

1
hA;

-7 =Q" (s li- 1) @

wobei wir dann zum Lésen nur vom hervorgehobenen Ausdruck eine LR-Zerlegung benotigen,
die aufgrund der speziellen Struktur der Hessenberg-Matrizen nur d? Operationen benétigt.

In beiden Féllen muf} abschliefend noch
AY W) = (T ® I;)AZP
berechnet werden, was mit sd?> Operationen geschieht. Wir kénnen also, wenn die Matrix

2A des Verfahrens gut ist, Rechenaufwand sparen. Der Gesamtaufwand besteht dann aus
d? + O(sd?) fiir einen Zeitschritt.
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1.6 Kontraktive Runge—Kutta-Verfahren

Um die A-Stabilitdt aller Gau- und Radau-Kollokationsverfahren zeigen zu kénnen, fiihren
wir einen stirkeren Begriff, die Kontraktivitét, als die A-Stabilitét ein, der sich aber leichter
allgemein beweisen 1483t und werden spéter zeigen, dafl sowohl die Gau$3- als auch die Radau-
Kollokationsverfahren kontraktiv, also auch A-stabil sind.

1.31 Definition (kontraktive Differentialgleichung)
Eine Differentialgleichung 3/(t) = f(t, y(t)) heiBt kontraktiv, wenn fiir zwei Losngen y und g
(zu unterschiedlichen Anfangswerten yo und gp) gilt

ly(t) = gt < lly(to) — g(to)ll Vi1 > to.

Wir moéchten nun auch die Kontraktivitdt fiir das numerische Verfahren bei beliebigen
Schrittweiten A > 0 haben. Wir leiten im Folgenden hierfiir Bedingungen her.

1.32 Herleitung (Charakterisierung der Kontraktivitit)
Wir haben die Differentialgleichung v/(t) = f(t,y(t)) fiir ein f : R x C* — C¢ gegeben. Wir
bezeichnen mit (.,.) ein Skalarprodukt auf C? und mit ||.|| die dazugehérige Norm. Fiir zwei

Losungen y und 4 der Differentialgleichung gilt dann mit der Produktregel und der Tatsache,
daf} diese die Differentialgleichung l16sen, dafl

%Hy(t) §(1)1* = <y(t) g(t),y(t) — g(t))

< ") = 7' (@®),y(t) — §(t) + (W) — 4(t), 5/ (t) — 7' (2))
= 2Re(y'(t) — 7' (t), y(t) — 5(1))
= 2Re(f(t,y(t)) — f(t,5(1)),y(t) — 5(1)).

Damit die Differentialgleichung kontraktiv ist, mufy dieser Ausdruck nichtpositiv sein. Wir
fordern im Folgenden also fiir eine kontraktive Differentialgleichung, daf

Re(f(t,y(1) = f(£,5(t)),y(t) = §(1)) <O VteR, ¥y, §e C™ (1.11)

1.33 Definition (Kontraktives Runge—Kutta-Verfahren)

Ein Runge-Kutta-Verfahren heifit kontraktiv, wenn fiir jede Differentialgleichung, die (1.11)
erfiillt, gilt, fiir die numerischen Losungen yi,%; zu den Startwerten g, go fiir beliebige
Schrittweite h > 0 gilt, daB ||y1 — 71| < ||yo — Fo||-

1.34 Proposition
Ist ein Verfahren kontraktiv, dann ist es auch A-stabil.

BEWEIS
Die Differentialgleichung v/(t) = Ay =: f(¢,y) mit Re A < 0 erfiillt die Bedingung (1.11).

1.35 Beispiel
Das implizite Euler-Verfahren ist kontraktiv, denn mit Cauchy—Schwarz und (1.11) gilt

ly1 — 21> = Re(yr — 21,90 — 20 + hf(t1,y1) — hf(t1,21)) < |ly1 — 21llllwo — 20]-

Kapitel 1
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1.36 Satz (Bedingung an kontraktives Runge—Kutta-Verfaren)
Ein implizites Runge-Kutta-Verfahren mit den Knoten ¢;, den Gewichten b; und der

Matrix a;; sei algebraisch stabil, i.e.
1. bj >0 fiiralle y=1,...,5s und
2. Die Matrix M := (m;;) mit m;; := b;a;; + bja;; — bib; ist positiv semidefinit.

Dann ist das Runge-Kutta-Verfahren kontraktiv.

BEWEIS
Wir schreiben zunichst das Runge-Kutta-Verfahren auf. Es gilt

S
Yi=yo+hYy ayYj,
i=1

S
y1=yo+hY b,
i=1

wobei Yj’ = f(to+c;jh,Y;) ist. Fiir § benutzen wir eine entsprechende Notation. Wir schreiben

y1— i1 = (yo— o) +h Y bi(Y] =Y. (1.12)

i=1
Fir u = v +w gilt stets [Jul|* = [[v]|* + |lw[|* + 2Re(v, w), also erhalten wir aus (1.12) und
Yo—Jo=Yi—Yi —h35 4 a;(Y] = Y])

S
lyr — 311> = llyo — Goll + 20> bi Re(Y — Y/, yo — Gio)

=1

HR2Y Y bibi(Y] = Y] Y] = Y))

i—1 j—1

= llyo — Goll> + 20 Y_ biRe(f(to + cih, Vi) — f(to + cih, Yi),Yi — Y3)
=1 -

=00 > (biaig — bjagi — biby) (Y] = Vi, Y] = Yj).

i=1j=1 =mi;

=:T5

Wegen b; > 0 und (1.11) ist 77 < 0. Fiir den Term Tb betrachten wir v; := Y/ — }71 und

rechnen
S S
Z mij<vi,vj> = E mij(levjl + ... —i—’UT‘SUjS)
i,7=1 2,j=1
S S
= ) Tamgvi+...+ D Tismivjs > 0,
t,j=1 ,7=1

>0 >0
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wobei wir benutzt haben, dafl M positiv semidefinit ist, also ist auch 75 < 0 und insgesamt
gilt damit [ly1 — 5111 < [lyo — Jol- D

1.37 Bemerkung
Falls das Runge-Kutta-Vefahren kontraktiv ist und die ¢; alle verschieden sind, so ist es
algebraisch stabil. (Ubung!).

1.38 Beispiel
Bei GauB-Kollokationsverfahren gilt stets M = 0 und beim Radau-Kollokationsverfahren ist
M stets positiv definit.

1.7 Kontraktivitat von GaulB3- und Radau-Kollokationsverfahren

Wir zeigen in diesem Abschnitt, daf§ die Gauf}- und Radau-Kollokationsverfahren aus Ab-
schnitt 1.5 kontraktiv sind.

1.39 Hilfssatz (Gewichte der Gauf3- und Radau-Quadraturformeln)
Die Gewichte b; der Gauf- und der Radau-Quadraturformeln sind strikt positiv.

BEWEIS

In beiden Fallen ist die Ordnung der Quadraturformel p > 2s — 1, i.e. die Quadraturformel
ist exakt fiir Polynome vom Grad < 2s — 2. Sei nun ¢; das Lagrange-Polynom durch die
Knoten ¢; vom Grad s — 1 mit der Eigenschaft ¢;(c;) = ¢;;. Dann gilt

1
0< /(&(x))Qd:U = 3 biti(e;)? = b
0 7=1

1.40 Satz (Kontraktivitdt der Gauf3-Kollokationsverfahren)
Die GauB-Kollokationsverfahren sind kontraktiv.

BEWEIS
Seien u bzw. @ Kollokationspolynome (vom Grad < s) zu den Startwerten yp und go. Dann
gilt y1 — g1 = ulto + h) — a(to + h).

Wir betrachten das Polynom m(t) := ||u(t) — @(t)||?> vom Grad < 2s und sehen, dafl mit der
Definition des Kollokationsverfahrens und (1.11) fiir die Kollokationspunkte 7; := tg + ¢;h

m’(n) = 2Re<u'(n) - ’l]/(Ti), U(Tz) - ’INL(TZ'»
= 2Re(f(7i,u(m)) — f(7i, a(7i)), u(ri) — a(r;)) <0

Kapitel 1
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gilt. Mit dem Hauptsatz und diesem Resultat erhalten wir schliefllich wegen degm/(7) <
2s —1
tot+h
lon = 30l = lfulto + ) = o+ W = m(to + 1) =mlto) + [ m'(e) e
to
=m(ty) +h b, m'(1i) < m(ty) = |lulto) — @(to)l|* = llyo — Toll?,
(to) ;:6, <(0 ) < mfto) = [lulto) — ulto)]” = llyo — Foll

wobei wir benutzt haben, daf§ wegen Hilfssatz 1.39 alle b; positiv sind. O

1.41 Satz (Kontraktivitdt der Radau-Kollokationsverfahren)
Die Radau-Kollokationsverfahren sind kontraktiv.

BEWEIS

Wir betrachten wie im Beweis von Satz 1.40 das Polynom m(t) := ||u(t) —a(¢)||* mit degm <
2s und erhalten wie dort m’(7;) < 0. Wir schreiben nun m(t) = c(t — t)%* + r(t) mit
degr < 2s—1 und ¢ > 0 (da m positiv ist). Damit ergibt sich

I

m'(t) = 2sc(t — to)* ™ +1/(t) = 2sc(t — 11)% - ... (t — To_1)?(t — 75) + q(t),

wobei 7; = tg + ¢;h und 75 = tg + h (wegen ¢; = 1) ist und degq < 2s — 2. Wir rechnen nun
mit dem Hauptsatz und der Tatsache, dal die Radau-Quadraturformel Ordnung 2s — 1 hat

to+h
Jon = Gl =t + b)  alto + W) = mlto + b) =mito) + [ w'(t)
to
to+h to+h
= m(to) + / 2sc(t — 1) ... (t—Ts_1)? (t —to— h) dt+ / q(t)dt
to >0 <0 to
<0 =h} i bia(m)
<m(to) +h> b q(m) < m(to) = llyo — Foll*,
=m/(7;)<0
<0
wobei wir benutzt haben, dafl wegen Hilfssatz 1.39 alle b; positiv sind. O

1.42 Korollar (A-Stabilitét)
Die Gauf3- und die Radau-Kollokationsvefahren sind A-stabil.
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2.1 Beispiel (Wiarmeleitungsgleichung)
Das typische Beispiel fiir eine parabolische Differentialgleichung ist die Warmeleitungsglei-
chung: Wir suchen u = u(x,t), wobei € Q C R? der Ort und ¢ die Zeit ist und mochten
nun die folgende Differentialgleichung l6sen.

Owu(x,t) = Au(z,t) + f(z,t), 2€Q, 0<t<T,
u(x,t) = g(x,t) redd, 0<t<T,
u(z,0) = up(x), x €,

wobei f, g und ug gegebene Funktionen. Die zweite Zeile beschreibt die Randbedingungen
und die dritte Zeile die Anfangsbedingungen.

2.1 Einfiihrendes Beispiel, Linienmethode

2.2 Herleitung (der Semidiskretisierung mit der Linienmethode)

Wir betrachten im Folgenden © := (0,1)? und f := 0 sowie g := 0. Bei der Linienmetho-
de fithren wir eine Semidiskretisierung im Raum durch (i.e. die Zeit bleibt kontinuierlich).
Hierfiir betrachten wir in d = 2 finite Differenzen und den diskreten Laplace-Operator Ay
auf dem Gitter fiir h = ﬁ

Q= {(kh,lh): 1<k,I<N: k,1€N}.

Fiir den diskreten Laplace-Operator, der fiir z € 2 durch

up(z + (h,0),t) — 2up(x,t) + up(x — (h,0),t)
2
N up(x + (0,h),t) — 2up(z,t) + up(z — (0, h), 1)
2

Apup(z,t) :=

gegeben ist, was dem 5-Punkte-Stern entspricht, suchen wir nun uy, : Q, x [0,T] — R mit
up(z,t) ~ u(z,t) fiir x € Qp suchen wir uy : Qp, x [0,7] — R als Losung von

&guh = Ahuh, T € Qh, 0<t< T,
up(x,0) =0, rzely,, 0<t<T,
up(z,0) = up(z), =€ Qp,

21
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wobei Q, := Qp, UT), und T'y, = 9y, ist.

Dies ergibt ein grofles Systeme von gewohnlichen Differentialgleichungen, wobei der betrags-
groBte Bigenwert von Ay etwa —3% — —oo ist (Ubung!). Dabei gilt ¢ = 4 fiir d = 1.

Fiir d = 2 erhalten wir fiir (N 4+ 1)h =1 und U = (Uz))°, das System
Ui-i-Nj (t) = uh(ih,jh, t).

Anschliefend miissen wir das gewdhnliche Differentialgleichungssystem 0,U = —AU zum
Anfangswert U(0) = Uy in der Zeit 16sen und hierfiir die Zeit diskretisieren.

2.3 Beispiel (Zeitdiskretisierung mit dem expliziten Euler-Verfahren)
Hierfiir betrachten wir zunéchst das explizite Euler-Verfahren, um U™ ~ U(t¢) zu 16sen. Wir
iterieren flir n =0,1,... und n7 < T

Untt = un — 1 AU, (2.1)

Wir zeigen nun, daB dies nicht stabil ist. Hierfiir diagonalisieren wir A via A = QAQ ™!
mit A = diag();), wobei die \; alle reell sind mit 0 < \; < %. Durch Multiplikation des
Euler-Verfahrens, (2.1), mit Q! erhalten wir fiir Q= 1U" =: Y"

Y= y" — rAY™

Dabei gilt fiir die k-te Komponente hiervon

v =k - TR = (1= TR

Esist |1 —7Ag| < 1 nur, falls 7A, < 2 fiir alle k ist, i.e. wir haben die Schrittweitenbeschrén-
kung 7 < %2, sonst wird das Verfahren instabil.

Ahnliches gilt auch fiir explizite Runge-Kutta-Verfahren oder Mehrschrittverfahren.

Wir betrachten nun A(«)- bzw. A-stabile Verfahren zur Zeitdiskretisierung.

2.4 Beispiel (Zeitdiskretisierung mit dem impliziten Euler-Verfahren)
Wir betrachten nun das implizite Euler-Verfahren, U1 = U" —7 AU™*!, und miissen damit
in jedem Zeitschritt das lineare Gleichungssystem (I + 7A)U"T! = U™ 16sen, i.e. fiir eine

Komponente hiervon gilt (1 + T)\k)y,?“ =y bzw. da alle A\ > 0 sind

yn-i—l — 1
k 1 + T)\k
N——
<1Vt>0

Y -

Damit ist dieses Verfahren stabil fiir beliebige Zeitschritte 7 > 0 und unabhéngig von h (i.e.
wir haben keine Zeitschrittweitenbeschrankung durch die Raumdiskretisierung).
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2.5 Beispiel (Crank—Nicolson-Verfahren)
Wir betrachten das Crank—Nicholson-Verfahren,

Un+1 —_yn _ _AUnJrl 4+ yn
T N 2 ’

welches der impliziten Mittelpunktsregel entspricht und das dquivalent durch

T T
I+ -A "+1=<1—A> n
(1+34)0 TA)U

charakterisiert wird. Fiir eine Komponente hiervon gilt

T n+1 T n

also yp ™ = R(—7\)yp fiir

Kapitel 2

1+
1—

(NGl

R(z) :=

(NGl

Wir beachten, daf§ R(—7\) — —1 fiir A\ — oo gilt. Insgesamt ist dieses Verfahren fiir beliebige
7 > 0 und unabhéngig von h stabil.

2.2 Schwache Formulierung parabolischer DGL

2.6 Wiederholung (schwache Formulierung)
Wir betrachten als typisches Beispiel die Warmeleitungsgleichung ohne Randwert, i.e.

Ou =Au—+ f, in Qx(0,7),
u =0, auf 002 x (0,7,
u = ug, in Q x {0}.

Wir multiplizieren nun die Gleichung mit v € H{ (), integrieren iiber € und benutzen die
partielle Integration, womit wir die schwache Formulierung

/(9tuv +/Vu'Vv:/fv
Q Q Q
—_—
=:a(u,v)

erhalten. Wir kennen bereits die elliptische Bilinearform a auf H{ (). Dabei ist

Hy(Q) = C(@) e
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der Abschlufl von C§°(f2) beziiglich der H!'-Norm; er kann mit dem Spursatz durch
H&(Q):{’UIQ—)RZ /v2<oo, / [Vo|? < oo, szauf@Q}
Q Q

charakterisiert werden. Weiter haben wir auf dem Raum das Skalarprodukt

(u,v) ::/uv+/Vu-Vv,
Q Q

und die induzierte Norm ist (mit der Poincare-Ungleichung) dquivalent zur Norm

lulq ::/ |Vu]2.
Q

Wir zeigen nun einige grundlegene Eigenschaften eines solchen Problems fiir abstraktere
Situationen. Die folgenden Annahmen seien fiir den Rest des Kapitels giiltig.

2.7 Definition
Hierzu sei V' ein Hilbertraum mit der Norm ||.||, a : V x V — R eine Bilinearform, die
symmetrisch und V-elliptisch ist, i.e. es gibt 0 < a, M < co mit

a(v,w) = a(w,v) Yo, w eV,
ja(v, w)] < M - [Jv][[w]] Yv,w eV,
a(v,v) > al|v|? Yo e V.

Damit ist a(v,.) : V — R linear und stetig, i.e. a(v,.) € V', der mit der Norm

el := llllvr == sup [@(v)]
llvll<1

fiir o € V' ausgestattet ist. Wir schreiben oft auch die duale Paarung von {p,v) := ¢(v) € R.

Schliefllich sei noch v +— a(v,.) : V' — V' linear und stetig. Wir definieren nun A : V. — V'
via Av := a(v,.) und erhalten automatisch damit (Av, w) = a(v, w).

2.8 Hilfssatz (Eigenschaften von A)
Die Abbildung A : V — V' aus Definition 2.7 ist linear, stetig und bijektiv.

BEWEIS
Klarerweise ist A linear. Wir rechnen zunéchst

|Av|ly = sup |[(Av,w)| = sup |a(v,w)| < M|v|| Vv eV,

[[w][=1 [[w][=1

i.e. A ist stetig. Sei nun ¢ € V'. Wir zeigen, daf} es genau ein u € V gibt mit Au = ¢. Dies
ist dazu dquivalent, dafl

(Au,v) = (p,v) Yw eV < a(u,v) =) YveV,

wobei letztere Aussage gerade mit dem Satz von Lax-Milgram wahr ist. O
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Wir betrachten nun einen weiteren Hilbertraum H mit der Norm |.| und identifizieren ihn
gemif Frechet-Riesz mit seinem eigenen Dualraum H' via v = (v,.)y. Wir fordern weiter,
dafl V' C H dicht ist und durch die Interpretation via (w,v) = (w,v) fir w € H und
veV C H gilt HC V. Weiter sei up € H und f : [0,7] — H stetig.

Wir haben also zusammenfassend folgende Situation: Gegeben sind die Hilbertrdume (4, |.|),
(V,|I.I) und (V',]].]ly/) mit den dichten stetigen Einbettungen (Ubung fiir die zweite!)

VCHH CV.
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Ein solches Tripel (V, H, V') heifit auch Gelfand-Tripel. Wir werden die Theorie spéater auf
V = H}(Q), H=L*(Q) und f(t) = f(.,t) anwenden.

2.9 Problem (Schwache Formulierung)
Fiir ug € H und f: [0,T] — H suchen wir u : (0,7) — V stetig differenzierbar mit

(Opu(t),v) + a(u,v) = (f(t),v) YveV,0<t<T,
lu(t) —ugl — 0 fiir £ \ 0.

Wegen (Opu, v) + (Au, v) = (Ou,v) +a(u, v) ist dies dquivalent, u : (0,7) — V zu finden mit

Owu(t) + Au= f(t) in V',
u(0+) =wuy in H.

Wir betrachten nun aufgrund der Linearitdt zwei getrennte Differentialgleichungen. Zum
einen die homogene Differentialgleichung 9;v + Av = 0 mit v(0+) = up und die inhomogene
Differentialgleichung mit 0 als Anfangswert, dyw + Aw = f(t) mit w(0+) = 0.

Falls v und w Lésungen dieser Gleichungen sind, dann ist u := v+ w eine Lésung von 2.9.

2.10 Wiederholung
Falls wir A € RV*N als Matrix haben, so hat die Differentialgleichung

u(.,0) = ugp

die Losung
t
u(t) = e Hug + /e_(t_s)Af(s) ds.
0

Dieses Konzept méchten wir im Folgenden auf stetige Operatoren in Banachrdumen verall-
gemeinern und eine Losungsformel angeben. Fir einen Operator A : V — V' ist

oA _ i (—tA)"

n=0

n!



26 2 Parabolische Differentialgleichungen

nicht notwendigerweise definiert. Fiir endlich-dimensionale Félle gilt allerdings, falls alle
Eigenwerte von A im Inneren des Kreisrandes I liegen, daf§ (Ubung!)

1
P — / MO+ A)7a),
2m r
wobei wir (A + A)~! die Resolvente zu A nennen.

Der folgende Satz stellt das Hauptresultat dieses Abschnitts dar und ergibt sich aus einer
Reihe von Lemmata.

2.11 Satz (Losung des homogenen Problems)
Das homogene Problem

Ou(t)+ Au=0 inV’,
u(0+) =wp in H

hat fiir jedes uy € H eine eindeutig bestimmte Losung u : (0,7) — V, welche dort
analytisch ist. Dabei gilt Au(t) € H und es gelten fiir alle t € (0,7) die folgenden
a-priori Abschétzungen fir alle k € N

t
C
u(®)P +2a [ u(s)|Pds < fuol”, [u(ll < —uol.
/ Vi
C C
Au(t) < Tluol,  |oFu()]| < S| VREN.

2.12 Bemerkung

Wir erhalten, dai die Losung fiir beliebiges ¢ > 0 bereits analytisch ist, i.e. die Losung
wird (selbst bei irregulirem Anfangswert ug) instantan glatt und die Losung sowie alle
Ableitungen hiervon fallen mit den Abschétzungen im Unendlichen stark ab.

2.13 Definition (Komplexifizierung von A)

Wir betrachten nun die Komplexifizierung der linearen Abbildung A. Wir setzen hierfiir
Ve .=V @V, wobei wir die Multiplikation via

(a1 4 102) (V1 B we) = (V1 — ave) B 1(ev + av2)

eC eVe

definieren. Wir definieren dann ac : Vo — C durch

ac(v1 + we, w1 +1w3) 1= a(vi,w1) — a(ve, we) + 1a(ve, w1) + 2a(vy, ws).
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Durch diese Definition ist ac sesquilinear, i.e.
ac(ow,w) = Gac(v, 1), ag(v, o) = aac (v, w).
Da a symmetrisch ist, wird ac hermitesch, i.e. ac (v, w) = ac(w, v) und aus der V-Elliptizitat

von a erhalten wir ac(v,v) > a||v||? Vv € V¢ fiir alle v € V.

Wir schreiben im Folgenden der Ubersicht halber wieder V anstelle von V¢ und a anstelle
von ac, meinen aber die Komplexifizierung des Raums bzw. der Abbildung.

2.14 Hilfssatz (nicht symmetrische, komplexe Version von Lax-Milgram)
Sei V' ein komplexer Hilbertraum mit der Norm ||.|| und b : V x V' — C eine Sesquilinearform,
die stetig und V-elliptisch ist, i.e. es gibt 0 < a, M < oo mit

[b(v, w)| < Mjo][|w] Yo, w eV,
Reb(v,v) > al|v|? Yv e V.

Sei weiter [ : V' — C eine stetige Linearform. Dann gibt es genau ein u € V' mit
b(u,v) =1l(v) YveV.

BEWEIS
Wir bezeichnen mit ((.,.)) das Skalarprodukt auf V' zur Norm ||.||. Nach der symmetrischen
Version von Lax-Milgram gibt es genau ein ¢ € V mit

((p,w)) =l(w) YweV

und zu jedem v € V gibt es genau ein Bv € V mit ((Bv,w)) = b(v,w). Damit ist B: V — V
linear und stetig, da wir mit den Voraussetzungen an b

B[l = sup |((Bv,w))| = sup [b(v,w)| < M|lv]] (2.2)

[w]|=1 wll=1
erhalten. Damit gilt

bu,v) =1l(v) YweV <= ((Bu—¢,v))=0 YveV
<= Bu=y
<= fiir beliebige € > 0 gilt eBu 4+ u = u + .

Wir betrachten nun die Fixpunktiteration

) = 4 ®) — eBu® 4 e = (I —eB)u® + e,

welche einen eindeutig bestimmten Fixpunkt hat, falls ||[I —eB|| < 1 ist. Mit der Elliptizitét
von b und (2.2) erhalten wir

I(Z —eB)ol* = [[v]* = 2¢ Re((Bv,v)) +e* |Bul® < (1 —2ca+eM?) |Joff?,
———— ——

=Reb(v,v)2a|v|? <M2|jv|?

Kapitel 2
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wobei der hervorgehobene Ausdruck fiir kleine € echt kleine als 1 ist. Damit hat die Fixpunkti-
teration einen eindeutigen Fixpunkt « mit dem Banachschen Fixpunktsatz und u®) — u e V
und mit der Stetigkeit von von B gilt damit Bu = . O

2.15 Hilfssatz
Die Gleichung A - (u,v) + a(u,v) = (f,v) Vv € V hat fur A € C mit |arg\| < 7 — 0 fiir
0<6 < Z und f €V’ eine eindeutige Lésung w € V' mit den a-priori Abschitzungen

11
< - — ’
Jull < = =11 fllv,
——
=:cq
014, falls f € H.

ul <
|ul B

BEWEIS

Wir méchten die Aussage auf Hilfssatz 2.14 zuriickfithren und konstruieren noch die Abbil-

dung b hierfiir. Es gilt fiir A(v,v) = Av|? und |arg \| < 7 — 6 (0.B.d.A. Im A > 0), daf
Ree_z(g_e)()\ - (v,v) 4 a(v,v)) > asin f||v[|2.

Wir wéhlen nun

b(u,v) := 671(%70)()\ (u,v) + a(u,v))

und erhalten damit

[b(u, v) <AL Jullv] - +Mullljo]] < M) [|lull[[o] - Yu,v €V,
——

<Cllullllv]l
Reb(u,v) > asinf |v[|> Vv e V.
0
>

Mit Hilfssatz 2.14 gibt es damit genau ein u € V' mit
b(u,v) = <efz(%79)f,v> Yv eV, (2.3)

also auch eine Losung unserer Gleichung (per Multiplikation mit dem Vorfaktor). Wir miissen
nun noch die Abschétzung fiir u zeigen. Fiir v = u in (2.3) erhalten wir

asinlul|® < Reb(u,u) < |b(u,u)| = [(f, u)| < [|fllv|ul,

also gilt

1

<
lell < asin @

[ f{lv-

Fir f € H gilt mit der Cauchy—Schwarz-Ungleichung und per Konstruktion

IAul? 4 a(u, u)| > |A||u|?sin 6,
—_—
=|(fw)<Iflul
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also gilt auch

1
< .
[ul < |)\\sin9|f| O

2.16 Bemerkung

Nach Hilfssatz 2.15 hat also A\u + Au = f in V' eine eindeutige Losung u. Wir definieren
nun den Ausdruck (A + A)7!f := u. Damit ist (A + A)~!: V' — V der Losungsoperator der
Gleichung.
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2.17 Hilfssatz
Firupe Hund I' : {\ € C: |argA\| =7 — 0} ist der Ausdruck

1
u(t) = /e)‘t(/\—i—A)_lug d\
r

2

als V-wertiges uneigentliches Riemann-Integral wohldefiniert und reellanalytisch auf (0, co)
und es gilt ' + Au=0in V.

BEWEIS
Nach Hilfssatz 2.15 gilt

I3+ A) o < [uollvr < |uol,

1
asin 6 asin 6
also ist der Integrand gleichmiBig in I' abgeschitzt und e fallt fiir ¢ > 0 entlang T’ ab.

Damit existiert das Integral. Mit der Vertauschung von Differentation und Integration gilt

1
2m

1 1
u'(t) = /e)‘t/\()\+A)1 ug dA = /eAtuo —A/e)‘t()\-i-A)luo dA,
r N—— 2m T 2m T
——

I—A(M+A)~!

=0 =u(t)

wobei das erste Integral aufgrund des Cauchyschen Integralsatzes verschwindet. Insgesamt
erhalten wir damit, da8 «'(t) + Au(t) = 0 fiir alle ¢ > 0 gilt. 0

2.18 Hilfssatz
Sei u wie in Hilfssatz 2.17 definiert.

1. Falls ug € D(A) :={v eV : Av € H} ist, dann gilt
lu(t) — up| < Ct|Aug| ¥Vt > 0.
2. Fiir beliebige ug € H gilt

}/i\r‘% |u(t) — up| = 0.
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BEWEIS
1. Mit der Definition von v und fir

1
arg()\—l—t)‘zﬂ—ﬂ}

eine Verschiebung von I' um % nach rechts rechnen wir

Ft::{)\E(C:

1 At -1 1 / )\tl
|u( ) U0| om1 /Fte ( + ) (%) o1 Fte )\UO

=ugp mit dem Residuensatz

<L / 1] (0 + A) g — Ao | dIA,
27'(' T
A1 (A+A)~! Aug

wobei d|A| bedeutet, dafl wir eine feste Parametrisierung genommen haben und hiervon
den Ausdruck betragsméflig abschéitzen. Mit Hilfssatz 2.15 fiir f := Awug und damit
(A + A)TAg| < P\|09|Au0] erhalten wir dann

< g [ VMol = o [ e v,

=:C

wobei wir im letzten Schritt y = At eingesetzt haben.
2. Wir zeigen, dal D(A) dicht in H ist.

Wir wissen bereits, da H C V' dicht ist und mit Hilfssatz 2.15 fir A = 0 ist A~! :
V! — V stetig und bijektiv, i.e. D(A) = A71(H) ist dicht in A=Y(V’) = V, also ist
D(A) dicht in V und V ist nach Voraussetzung dicht in H, womit D(A) dicht in H ist.
Sei nun (ug,,) eine Folge in D(A) mit |ug, — uo| < L und seien u,(t) wie u(t) konstru-
iert, alledings durch ug, anstelle von ug. Dann gilt mit dem ersten Teil

u(t) = uol < fu(t) = un(t)] + [un(t) = uon| + luon — uol (2.4)

<Ct|Aug,n| <1

—n

Wir rechnen weiter

1
lu(t) — un(t)] = 27”/ M+ A) (uo—u()n)d)\‘
>~ 271'/ \e/\t\‘ o O_UOn)‘ d‘)\’,
<Co &;

Shrluo—uonlSir s
wobei wir Hilfssatz 2.15 benutzt haben. Fiir u = At gilt nun schliellich
1 L1

= 5= eﬂ d,LL 77
o e = e

=:C*
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also erhalten wir aus (2.4) fir ¢ < m

|u(t)_uo|§70 rorl — 0 fiir t \, 0.
n

2.19 Hilfssatz (A-priori Abschitzung)
Fiir jede Losung u(t) von

Ou+Au=0 inV’,
w(0+) =ug in H

gilt fiir alle ¢t € (0,T") die a-priori-Abschétzung

t
()P + 20 [ u(s)|P ds < fuol”.
0

BEWEIS
Da dyu(t) + Au(t) = 0 in V' gilt, gilt auch

(Bpu(t),v) + (Au(t),v) =0 Yo € V.
=@u(t)w)  =a(u(t)v)

Insbesondere gilt dies fiir v = u(t), womit wir

(Opu(t), u(t)) + a(u(t),u(t)) =0

=1oyu(t)? >allu(t)||?

erhalten. Integration von 0 bis ¢ liefert schliellich
) ¢
5 (@) = Juol*) + a/ lu(s)||* ds < 0.
0

2.20 Bemerkung

Wir haben damit Satz 2.11 gezeigt: Das homogene Problem hat eine Losung (cf. Hilfssatz
2.17). Diese Losung ist iiber eine Resolventenformel geméfl Hilfssatz 2.17 gegeben. Die Losung
nimmt den Anfangswert wie gefordert an (cf. Hilfssatz 2.18) und fiir die homogene Losung
gilt fir a-priori-Abschitzung (cf. Hilfssatz 2.19). Die restlichen Abschédtzungen sind eine

Ubungsaufgabe.

2.21 Definition

Wir sehen, dafl die Losung uw vom Anfangswert ug linear abhéngt, also bezeichnen wir im

Folgenden u(t) =: U(t)ug, wobei damit U(t) : H — V linear ist fiir ¢t > 0.

Kapitel 2
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2.22 Satz (Losung des inhomogenen Problems)
Sei f:]0,T] — H stetig differenzierbar. Dann hat das inhomogene Problem,

{Gtu(t) + Au(t) = f(t) in V|
u(04+) =wy in H

eine eindeutige Losung

u(t) = U(t)uog + / U(t—s)f(s)ds
0

mit der a-priori Energie-Abschétzung

t t
1
u®F +a [ @l ds <luol + 5 [ 17 ds
0 0

BEWEIS
1. Wir betrachten den Ansatz

t
u(t) = U(t)uog + / U(s)f(t—s)ds. (2.5)
0
Fiir die Ableitung hiervon ergibt sich aufgrund der Definition von U (t)
t
Owu(t) = =AU (t)up + U(t) f(0) + /U(s)(?tf(t —s)ds
0

und bei Anwendung des Operators A ergibt sich mit partieller Integration (wieder mit
der Definition von U(t))

Au(t) = AU () + / AU(s) f(t — 5) ds
0

= AU (t)ug — U(s)f(t — s)

t
t
- / U ()0, f(t — 5) ds
SO0 U010

ZAU@w—U@ﬂ®+ﬂﬂ—/U@@ﬂ%wM&
0
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wobei wir beachten, dal U(0) = id ist. Addition dieser beiden Zeilen ergibt schliefilich
Ou(t) + Au(t) = f(t) in V'
Fir ¢t N\, 0 in (2.5) ergibt sich auflerdem u(0+) = ug in H.

Damit existiert eine Losung und sie berechnet sich iiber (2.5). Die Eindeutigkeit aus
der Linearitdt der Gleichung folgt direkt aus der Linearitdt und Satz 2.11.

2. Wenn wir die Operatoren auf die Losung u anwenden, erhalten wir aus der Gleichung

(Gru(t), u(t)) + alu(t), u(t)) = (f,u).

Louju(t)? >alul|?

Durch Integration von 0 bis t ergibt erhalten wir damit schliefllich

t

SIoOF = Sl +a [ u(s) P ds < [ (7). uls)ds < [ 1lluts)] ds
0 0 0

< [ (Gl + G lu)?) s
0

wobei wir im zuletzt die Cauchy-Ungleichung 2ab < a® + b verwendet haben. O

2.23 Bemerkung
1. Die Losungsformel fiir die inhomogene Gleichung wird auch — in Analogie zum endlich-
dimensionalen Fall — ,Variation der Konstanten“- Formel genannt.

2. Die im zweiten Teil von Satz 2.22 benutzte Technik der Energieabschatzung wird im
Folgenden oft verwendet.

2.3 Finite-Elemente Semidiskretisierung im Raum

2.24 Herleitung (der Semidiskretisierung)
Wir betrachten nun die schwache Formulierung des parabolischen Problems,

{ (Opu(t),v) + a(u(t),v) = (f(t),v) YoeV, Vo<t <T, (2.6)

(u(0+),w) = (up,w) Yw € H,

wobei a eine V-elliptische Bilinearform ist und ersetzen V' durch einen endlich-dimensionalen
Unterraum Vj,. Typische Beispiele sind etwa V = H}(Q), H = L?(Q2) und V}, ist ein Finite-
Elemente-Raum, e.g. V3, beinhaltet lokal affine, global stetige Funktionen mit Randwert O.
Wir suchen nun wuy, : [0,7] — V}, mit

{ (&guh(t),?)h) + (uh(t),vh) = (f(t),vh) V'Uh c Vh, (27)

a
(un(0),wp) = (uo,wn) Vwyp € Vj.

Kapitel 2
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Wir beachten, dafl wir damit auch Hjp := Vj als Diskretisierung des Raumes H gewéhlt
haben, was aufgrund der Dichtheit von V' C H kein Problem darstellt.

Wir betrachten nun die Basisdarstellung. Sei (¢1,...,¢n) die Basis von V},. Dann definieren
wir die Massematrix M bzw. die Stefigkeitsmatrix K durch

M = (mij)ﬁszl = ((%‘,@j))%’zh K = (kij)%’zl = (a(eps, @j))gj:l-

Beide Matrizen sind symmetrisch und positiv definit. Wir schreiben nun

und erhalten fiir den Vektor u(t) := (u1(t),. .., un(t))T ein System von gewdhnlichen Diffe-
rentialgleichungen im R™ zum Anfangswert 1(0) = uo,

Mwu(t) + Kp(t) = I(2),

wobei g = (up, i) und ;(t) = (f(t), ¢:) ist. Dieses System ist typischerweise steif.

2.25 Bemerkung

Mit der Cholesky-Zerlegung M = CC7T koénnen wir dieses System fiir y := CTp sowie
A= C'KC™T g:= C Y und yy := CTpp dquivalent in dy(t) + Ay(t) = g(t) zum
Anfangswert y(0) = yo schreiben. Wir beachten jedoch, dafl diese Zerlegung die schwache
Besetzung von M zerstort und wir deswegen in der Praxis eine solche Umformung nicht
durchfiihren.

2.26 Hilfssatz (Stabilitdt der Semidiskretisierung)
Sei ey, : [0,T] — V}, eine Losung von

{ (Oren(t),vn) + alen(t), vy) = (d(t),vn) Voup € Va,
(en(0),vp) = (e0,vn) Vo € V.

Dann gilt

t t
1
n®P +a [ len@IPds < leoP + 5 [ d(s)]R .
0 0

BEWEIS
Wir setzen v, = ep, in die Gleichung und erhalten

(Dren(t); en(t)) + alen, en) = (d; en(t)) = (d, en(t)) < [|d]lv-len(®)]| < ;Hdll%ﬂ + %Heh(f/)\l27
N————— N—— (@

=1 len(t)]? 2allex||?
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also

1
Olen(t)” + aflen® < —dlf5

Integration von 0 bis ¢ liefert schliefllich die Behauptung, wenn wir beachten, dafl aus

len(0)1* = (en(0), e (0)) = (en(0), e0) < |en(0)leo|
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stets |ex(0)| < |ep]| folgt. O

Unser néchstes Ziel ist die Konvergenz der Semidiskretisierung fiir h — 0. Hierfiir definieren
wir nun zwei Projektionen.

2.27 Wiederholung (orthogonale Projektionen)
Wir erinnern uns an die beiden orthogonalen Projektionen.

1. H-orthogonale Projektion: Fiir u € H definieren wir Pyu € V}, durch
(Phu,vp) = (u,v) Yoy, € V.
2. V-orthogonale Projektion: Fiir u € V' definieren wir Ryu € V3 durch
a(Rpu,vp) = a(u,vp) Yo, € Vp.
Nach dem Satz von Lax-Milgram existieren solche Projektionen.

Fiir I(vp) := a(u,vp) ist Rpu die Finite-Elemente Losung von a(up,vy) = l(vy) Yop € Vi
zum Problem a(u,v) =1(v) Vv e V.

Wir wissen fiir stationiire lineare Finite-Elemente fiir V = H}(Q) und H = L?(Q), daB fiir
die V-orthogonale Projektion die folgenden Abschitzungen gelten, falls u € H?(£2) ist.
IRyt — ul| 1) < Ch|V?ul 12(q),
| Rhu — ull 20y < CR?||Vull 2, (2.8)

Pyu — = mi —u| < Ch?|V? .
| Pru — ull 20 Ulglel‘f}h|vh u| < IV=ul[ 20

2.28 Satz (Konvergenz)

Sei u die Losung von des kontinuierlichen Problems (2.6) geniigend regulér, uj die Losung
des diskreten Problems (2.7), und fiir den Finite-Elemente-Raum gelte (2.8). Dann gibt
es Konstanten 0 < ¢1,c2 < 0o (die von u abhéngen) mit

1
2

T
/ lun(®) — u(@)|Pdt | < erh,
0

) — u(t)] < coh?.
OrgtaSXTIUh( ) —u(t)| < o
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BEWEIS
Wegen der Giiltigkeit der kontinuierlichen Gleichung (2.6) gilt

(RpOwu,vp,) + a(Rpu,vp) = (f,vn) + (RO — dyu,vp) Yoy € V.
Wir ziehen nun von dieser Gleichung die diskrete Gleichung (2.7) ab und erhalten

(RpOu — Ogu,vp,) + a(Rpu — up,vp) = (RpOyu — Opu,vp) Yoy, € V. (2.9)
Fir ey, := up — Rpu € Vy, gilt also und Rp,0,u = 0,(Rpu)

(Oren,vn) + alen,vp) = (Oyu — RpOpu,vy) Yo € Vi,
Es gilt nun

€h(0) = Phuo — RhUQ = (Phuo — U()) — (Rhuo — UO) = O(hz),
=up(0)  =u(0) =0(h2) =0(h?)

wobei die erste Abschitzung eine Ubung ist und die zweite Abschitzung aufgrund von (2.8)
gilt. Damit ist |e;(0)] < Ch2.

Aus der stetigen Einbettung H C V'’ und (2.8) erhalten wir
| RhOsu — Opullyr < C|Rpdu — dyu| < Ch2.

Damit und mit dem Hilfssatz 2.26 gilt schliellich
t
@ +a [ len(s)| ds < (122
0

also gilt wieder mit (2.8)

Up — U = en + Rpu — u,
~— ———
=up—Rpu=0(h?) =0(h?)

womit die Behauptung folgt. O
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2.4 Vollstandige Diskretisierung mit dem Euler-Verfahren

2.29 Herleitung (der Volldiskretisierung)
Wir diskretisieren in diesem Abschnitt die raumdiskretisierte Gleichung (2.7) auch in der
Zeit durch das implizite Euler-Verfahren und erhalten damit das lineare Gleichungssystem

(W?Uh> + a(unvvh) = (f(tn)vvh) V’Uh € th n= 1>27 RN

(2.10)
(uo, wo) = (u(0), wp) Vwy € V.

Dabei ist t,, = n7 fir die Zeitschrittweite 7 > 0 und wir erhalten u,, € V} mit u,, ~ u(t,). Mit
der zweiten Zeile projezieren wir den Startwert w(0) in V}, und erhalten die Anfangsiterierte
ugp.

2.30 Bemerkung (lineare Algebra der Volldiskretisierung)
Wenn wir

N
Up = ZNn,iSDi
i=1
mit fi, = (fn;)Y, € RY schreiben, ist (2.10) dquivalent zu
M% + Kpin = b(ty),

wobei M = ((gpi,goj))%zl die Massematrix, K = (a(api,cpj))%.:l die Steifigkeitsmatrix und
b(t) = ((f(t), )Y, ist. Dabei ist 1M + K symmetrisch und positiv definit.

Wir miissen also in jedem Zeitschritt ein lineares Gleichungssystem mit der symmetrischen,
positiv definiten Matrix %M + K l6sen.

e In einer Raumdimension ist diese Matrix tridiagonal. Wir kénnen sie einfach mit der
Cholesky-Zerlegung 16sen.

e In zwei Raumdimensionen ist die Matrix nur schwach besetzt und wir konnen sie noch
immer direkt 16sen.

e In drei Raumdimensionen benutzen wir iterativer Verfahren, etwa Mehrgitterverfahren
oder das vorkonditionierte cg-Verfahren.

2.31 Hilfssatz (Stabilitdt der Volldiskretisierung)
Sei eg € V}, gegeben und e, € V}, (fiir n > 1) die Losung von

(e"_fn_lvvh) +a(en,vn) = (dn,vn)  Vop € V. (2.11)

Dann gilt die Fehlerabschétzung

n 1 n
lenl® + a7 3 lleI* < leol” + —7 > lld;lIy-
j=0 J=1
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BEWEIS
Wir setzen vy, = e in (2.11) und erhalten damit

€n — €n—_1 Q 1
< — ven) +alen, en) = (dnyen) < lldnllvrllenll < Slleall® + 5= lldnll.
T ~—— 2 2c

Zallen]|?

Dies multiplizieren wir mit 7 und summieren iiber n, womit wir

oL
I M:
1§

—

a & 1 &
ej —€j-1,€5) + 572 llejl? < %TZ ;13 (2.12)
j=1 j=1

erhalten. Fiir die Summe gilt mit Cauchy—Schwarz und der binomischen Formel

- 1 2 1 2
Z — 65— 1>ej ’en| + §|€n‘ _(enaen—1)+§|€n—1‘
— %/_/
= >—fenllen—1l

>3 (len|~len—11)220

1
+ot (Gl = ense) + gleol) = leol

womit wir mit (2.12) die Aussage erhalten. O

2.32 Satz (Konvergenz)

Sei die Losung des kontinuierlichen Problems (2.6) geniigend reguldr und es gelte (2.8)
fir die Ritz-Projektion Rj. Dann gibt es eine Konstante C' = C(u) und fiir n7 < T
gelten die beiden Abschitzungen

lup, — u(ty)] < C’(h2 +7),

(TZHUJ —u(t \2) <C(h+T).

BEWEIS
Mit (2.9) und der Giiltigkeit der Gleichung gilt fiir alle vy, € V4, da§

(RhU(tn) — Rpu(tn-1) , vh) + a(Rpu(tn), vn)

T
Rhu(tn) — Rhu(tn_l)

T

~ Rudhulty), vh> + (Rudyulty) — Oyultn), vn).

= f(tn,vn) + <
(2.13)
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Fiir e, := u, — Rpu(t,) erhalten wir mit der Stetigkeit der Ritz-Projektion Ry fir
1
dy = (Rydpu(tn) = pu(tn)) + —(Ruu(tn) = Riu(tr)) = Radyult)
daB ||d, ||y < Cld,| < C(h? + 7) ist. Die Gleichung (2.13) ist fiquivalent zu

<€"_’en—l,vh) +alen,vn) = (dn,vn) Yo € Vi,

T

also erhalten wir aus Hilfssatz 2.31, dafl

n 1 n
lenl? + a7 ) lejl|* < leol® + o7 > gl
j=1 j=1

und die Behauptung folgt aus ep = 0, der obigen Abschétzung von ||d, ||y sowie der Defini-
tion von e,. O

2.33 Bemerkung

Wir haben nun mit der Raumdiskretisierung mit einem linearen Finite-Elemente Ansatz
und der Zeitdiskretisierung mit dem impliziten Euler-Verfahren ein volldiskretes Verfahren
kennengelernt, welches konvergiert. Wir sehen, dafi die Konvergenz der Volldiskretisierung
von der Raum- und Zeitdiskretisierung abhédngt. Fiir eine optimale Konvergenz miissen die
Parameter h und 7 gekoppelt werden.

Um eine hohere Ordnung als die in Satz 2.32 zu erreichen, miissen wir im Finite-Elemente
Ansatz Polynome eines hoheren Grades betrachten bzw. ein Zeitschrittverfahren hohererer
Ordnung, etwa das BDF-Verfahren oder das Radau-Verfahren als Beispiel eines impliziten
Runge-Kutta-Verfahrens. Wir betrachten im Rest des Kapitels letztere Variante.

2.5 Zeitdiskretisierung mit BDF-Vefahren

2.34 Wiederholung
Wir haben in Abschnitt 1.3 die BDF-Verfahren kennengelernt, die fiir & Stiitzstellen Ordnung
k haben, fiir £ > 6 instabil sind und fiir £ < 6 geméaf Beispiel 1.18 A(é)-stabil sind.

Wir wenden nun das BDF-Verfahren auf die parabolische Differentialgleichung,

{&m®+AMﬂ:f@ in V',
uw(0+) =ug in H,

Kapitel 2
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an und zeigen im Folgenden eine Fehlerabschétzung der Semidiskretisierung in der Zeit

(Ubungsaufgabe fiir die Volldiskretisierung!), i.e. zu gegebenen Startwerten ug, ..., ux_1 € V
bestimmen wir iterativ fir n =k, k + 1,... die Gréfen ug, ugy1, ... so, dafl
1 k
- Zéjun,j + Auy, = f(tn), n>k. (2.14)
j=0

Dabei sind die d; die Gewichte der BDF-Formel.

2.35 Hilfssatz (Stabilitét)
Seien e, ...,ex—1 € V und d; € V' fiir j > k. Fiir e, € V gelte

1k
= bjenj+ Aen = dn. (2.15)
T “
7=0
Dann gilt
n k—1 n
Ty el <Ot D lleal®+7 > Idslli |- (2.16)
=k i=0 j=k
BEWEIS
1. Seien zunéchst eg = ... = ex_1 = 0. Wir betrachten nun die folgenden Erzeugenden-
funktionen als formale Reihe
e(¢) = Z enC”, d(¢) = Z dnC"
n=0 n=0

und entsprechend definieren wir §(¢). Wir zeigen nun (2.16) fir n < N fiir ein festes N
und koénnen dann ohne Beschrinkung d,, = 0 fiir n > N betrachten (wodurch die Reihe
9(¢) endlich wird). Wir multiplizieren (2.15) mit ¢", summieren iiber n und erhalten
daraus (mit dem Cauchy-Produkt)

1

—0(2)e(C) + Ae() = d(C)- (2.17)
Die A(0)-Stabilitdt bedeutet in diesem Fall, daf§ |argd(¢)| < m — 6 fiir |¢] < 1 ist.
Mit Hilfssatz 2.15 gibt es fiir |(| < 1 genau eine Losung e(¢) € V von (2.17) mit

—1
e(¢) = (5(:‘) + A) d(¢),
6Ol € s 1(C) v

Die Funktion ¢ + e(¢) ist analytisch in |¢| < 1 und stetig auf || < 1 (Ubung!).

Die Fourierkoeffizienten von é(¢) = e(e'?) sind (0,...,0, e, €xt1,...), wihrend die
Fourier-Koeffizienten von d(¢) = d(e*?) die Folge (0, ...,0,dg, dg+1,-..) ist. Mit zwei-
facher Anwendung der Parseval-Gleichung gilt damit

27 27
> 1 1 A 1 1
2 ~ 2 2
Y llej|? = = dp < — [ ()3 d =
Sl = 57 Jle@lPae < o [ 1@ do 5y
- 0 0

N
2
aQ Sin2 0 Z ||d]||V’
=k
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Da die eq, ..., €x+1, ..., ey nicht von dy41, dn4o, . .. abhingen, konnen wir diese auf der
rechten Seite weglassen und erhalten (durch Multiplikation mit 7)

Np, 1 n
12 < ——— di 3.
T3l < o 2 Il

. Seien eq,...,e;_1 € V beliebig und d,, = 0 fir alle n. Wir erhalten wie oben die
Gleichung
1 1,
Z5(0)e() + Ae() = ~€(Q), (218)
wobei e? eine Linearkombination von eg,...,e;_1 ist und
2k—1 ‘ k—1
() = Z e?CJ, und es gilt ||e?\| < CZ lle:|l-
§=0 i=0

Wie oben gibt es eine eindeutige Losung von (2.18)

5 1
e(¢) = <(O - A) —e%(¢). (2.19)
T T
Fir |arg(A)| <7 — 6 und v € V erhalten wir
C
WA+AYWHSEﬂN, (2.20)

denn wir rechnen fiir ein solches A und v

INA+A) || = [N+ AN+ A) o — AN+ A) ||

< At A < Avl|y

< ol + I+ 4) ™ Aol] < ol + —— Al
1 Cy

< . - —4

< ol + g Callel = (14 525 ) ol

wobei wir im letzten Schritt die Stetigkeit von A : V' — V' ausgenutzt haben. Damit
gilt (2.20) und aus dieser Gleichung erhalten wir, angewandt auf (2.19) gilt

T 1 0 o @O(O
el < Crrari «)M-cuigLH. (2:21)
=:9(¢)

Da 1 die einzige Nullstelle von §(¢) vom Betrag < 1 ist, konnen wir 6(¢) = (1 — {)u(¢)
schreiben mit p(¢) # 0 fir |¢| < 1. Damit gilt

Q) _ Q) 1

5(¢)  1=Cu(d)

Wir rechnen nun mit dem Wissen, dafl e; = 0 fiir j > 2k — 1 ist,

> 1

>0 = 1

n=0

) =€)+ (ed+eNCH ...+ (ed+. .. +ed_ )¢ +...,
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also gilt
(o]
=D ga¢" mit [lga]l < O(fleoll + - - + llex—1])-
n=0
Da die ey, ..., e, wie oben unabhéngig von g,41,gn+2,... sind, setzen wir g; = 0 fiir

j > n und betrachten stattdessen

n —1
Q) =3 a7 sowie e(0) = (U +.4) Lyic)
=0

T T

Wie im ersten Teil erhalten wir mit diesen neuen Definitionen, (2.21) sowie zweifacher
Anwendung der Parseval-Gleichung

2w
n 1 ~ Z , n
Z 2= [P e <0y /ug WP de =0 gl
J=0 2 0 7=0
Also gilt
>l < € nr (ol + .. + e

j=k —tn k—1
<D i lleal?

und die Behauptung folgt aus der Linearitdt der Gleichung (2.15). O

2.36 Satz
Das parabolische kontinuierliche Problem habe geniigend oft differenzierbare Lésungen
w:[0,T] — V und fiir die Startwerte gelte

uj —u(t;)] < Cor® Vj <k—1.
Dann gilt fiir den Fehler der BDF-Semidiskretisierung (fiir k£ < 6)

1
n 3
u(tn)| + (TZ l|lu; — u(tj)]2> < COrF fiir nr <T.

J=0

BEWEIS (NUR IN DER ||.||-NORM AUF V)
Der Fehler in der |.|-Norm auf H ist eine Ubungsaufgabe. Das Umschreiben von (2.14) ergibt

72511 n—j) + Au(ty) )+ — Zéu n—j) — Owu(ty) =: f(tn) + dn,

7=0
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was fir e, := u, — u(ty) sich zu

1 k
— E djen—j + Aey = dp.
T 4

J=0

ergibt. Wir erfiillen damit die Voraussetzungen an die Rekursion aus Hilfssatz 2.35. Mit
unseren Voraussetzungen sehen wir durch direkte Rechnung, da8 ||d,, ||y < Cor* ist. Damit
erhalten wir fur ¢, <7T

n 3
(TZ|ej|2) < o7k
j=k

2.6 Runge—Kutta-Zeitdiskretisierung einer nichtlinearen
parabolsichen DGL

Die bisher entwickelte Theorie hat sich auf lineare parabolische Differentialgleichungen be-
schrankt. Wir betrachten im Folgenden nichtlineare Gleichungen und ein Verfahren hierfiir.

2.37 Beispiel
Wir suchen u : Q x [0,7] — R mit

d
O, t) = > O, (s (u(w, 1))0s,ulz, t)) + f(a,1), z€Q,

b=t (2.22)
u=20 auf 0Q x (0,7,
u(.,t=0)=1up in Q.

2.38 Konstruktion (schwache Formulierung und weitere Voraussetzungen)
Wir formulieren diese nichtlineare parabolische Differentialgleichung schwach auf H := L?()
und V := H () mit A(u) : V — V', welches durch

d
(A(u)v, w) = Z /ﬂaij(u(a:,t))axjvawiwdx

ij=1

definiert ist. Im abstrakten Raum ist (2.22) dquivalent zu

u(t) + A(u)u = f(t). (2.23)
Wir fordern dabei, dafl es M und « unabhingig von u gibt mit
(A(u)v,v) > aljv||? Yu,v €V,
[{(A(u)v, w)| < Mv]|[|wl] Yu,v,w € V.

Weiter gebe es S C V, so daf fiir alle 6 > 0 ein L = L(4,S) gibt mit

I(A(v) — A(w))ully < dljv —w||+ Llv —w| VYu e S, Yo,w e V.
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2.39 Bemerkung
Diese Eigenschaft ist im Beispiel etwa erfiillt, wenn a;; Lipschitz-stetig ist (mit Konstante
Lo) und wir

S:=85(r) = {u c H}(Q): igg\Vquﬂ < r}

wahlen, denn es gilt mit der Cauchy—Schwarz-Ungleichung fiir u € S

d
((A) — Aw)ug)] =| [ 3 (a0(x) = aisw(2)0s, e,
4,7=1
d
< /Q idzlLorv<x>—w<w>|r\axiso|dx

< Lorllv = wllz2@llellmg @)

also gilt
[(A(v) = A(w))ullys < Lr{lv — wl|r2(q)-

2.40 Konstruktion (Zeitdiskretisierung mit Radau-Kollokationsverfahren)
Mit einem impliziten Runge-Kutta-Verfahren losen wir mit der Zeitschrittweite h > 0

s
Up+1 = Up + hz bjUrle7
=1

s
Uni = up + hz aijU;Lj,
j=1

U;” + A(Um)Um = f(tn + Cih).

Wir setzen voraus, dafl die Ordnung des Verfahrens p ist und die Stufenordnung g, i.e.
S ck
Zaijcé?_l = ZZ Vk=1,...,qVi=1,...s,
j=1

was bei Kollokationsverfahren ¢ = s bedeutet. Weiter sei das Verfahren kontraktiv, insbe-
sondere b; > 0 und (b;a;; + bjaj; — b;b;) ist positiv semidefinit und es gelte |R(c0)| < 1.

Fiir das Radau-Kollokationsverfahren sind alle Voraussetzungen erfiillt. Es gilt p = 2s — 1,
g = s und R(co) = 0. Fiir s > 1 gilt dabei p > ¢+ 1.
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2.41 Satz (Konvergenz)

Die exakte Losung u : [0,7] — V von (2.23) existiere, sei hinreichend oft differenzierbar
und erfiille u(t) € S fir alle ¢ € [0,7]. Dann gilt unter den obigen Voraussetzungen fur
h < hgy (wobei hg = ho(a, M, L) eine feste Konstante ist) und Nh < T, da8

1
2
(thlunu ll2> + max [u, — u(ty)] < ChT!

<n
n=0 0

Kapitel 2

ist, wobei C' von o, M, L, T sowie den Ableitungen von u abhéngt.

BEWEIS
1. Wir bezeichnen die exakten Losungswerte als

Uni = u(ty, + cih), U= (ty + cih), Up = u(ty)
und setzen diese in das Runge-Kutta-Verfahren ein und erhalten
g1 = Tn +hY_ bl + dny1,
i=1
Um =1, +h Z CLZ']'U;W- + Dy,
j=1
wobei d,4+1 und D,; die Quadraturformel-Fehler sind mit
| Dnill = O(WP*Y),  |ldnya ]| = O(RPT) = O(RI+?),

wobei wir p > ¢ 4+ 1 benutzt haben. Damit gilt insgesamt

2
B:=h Z Z 1Das1* + h Z (Hdn+1||2 ‘ = > < C(hTth)2. (2.24)
n=0j=1 v/
2. Die Fehler e, := u,, — tn, En; := — Uy, El. =U, — U,; erfiillen aufgrund des

Runge-Kutta-Verfahrens bzw. der parabohschen Gleichung
E;n =+ A(Um)Em = _<A(Um> - A(ﬁm))ﬁmy

s
Eni=e,+ hzaijEl i — Dy,
= (2.25)

s
€nt+l = €n + ]’LZ biE;” —dpy1-
=1

Die letzten Gleichungen von (2.25) in der |.|-Norm ergibt

‘en+1|2 =

S

i=1

2 S
Eyl — <dn+1, ent+h) sz7'u> + |dnt1 | (2.26)

=1
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Wir schétzen nun die Terme von (2.26) getrennt ab. Fiir den ersten Term ergibt sich

S 2 S
=1 i=1
5.8 (2.27)
+h?Y > bibj — biaij — bjaji(Ey,, B,
i=1j=1

<0

wobei wir die Definition der Ey;, Ej;, etc. aus (2.25) benutzt haben und der hervor-

gehobene Ausdruck nach Voraussetzung negativ semidefinit ist, cf. Satz 1.36. Beim
mittleren Term in (2.27) lassen wir die Indices n und ¢ weg und es gilt mit (2.25)

(E',E + D) = —(A(U)E, E) - (A(U)E, D) — ((A(U) = A(0))U, E + D).
Unter den gegebenen Voraussetzungen und U € S gilt damit fiir ein 6 > 0
< —a|| B|? + M||E[|D|| + (3| E]| + LIE|) || E + DI,

womit dann schliefllich fiir hinreichend kleines § gilt mit der Cauchy-Ungleichung (mit
¢) und der Tatsache, daf die |.|-Norm schwécher als die ||.|-Norm ist, da8

< —S|EI? +ClEP + C||D|>.

Fiir den zweiten Term in (2.26) erhalten wir mit der Cauchy-Ungleichung (mit ¢)

<dn+17€n + hzbjE;Lj> < ||dn1llv Vertes|| + Hdn-i-thijHE;szV’
j=1 j=1
hé 1h||dyrq|?
< e+ =5 ||
2 26 | h |y

- h
+Cho Y N1E v+ CSlidnia ]
j=1

Mit der Definition von Ej,; aus (2.25) sowie den Voraussetzungen an A gilt ||E;Lj||%/, <
C||Enj|?. Also gilt nun

2
dn+1

h

<hﬁeW+1ﬂ
— o 26

V/

S
h
+ OR8Y. Bl + Ol
i=1
Fiir den letzten Term in (2.26) gilt mit der Cauchy-Ungleichung (mit ¢)

2
dn+1

h

1 1
dnt1]? = (dnt1, dns1) < sy lldnsa ]| < §h|\dn+1”2 + zh‘

V’.
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Mit der bisher geleisteten Vorarbeit gilt nun (mit geeigneter Wahl von §)

S
«
lenial* = leal® + 32D bill Bnil|*
i=1

> > dn 1 2
<Ch <5||6n|2 + 3 |Bnil® + 3 1 Duill* + dnsa|* + ‘ T+ ) - (2.28) N
i=1 i=1 v’ o]
o
a
. Aus (2.25) erhalten wir Q
ent1 = (1 —bTA 1) e, + bTAY(E, + Dy)dnsn,
| ——
=R(c0)
womit wir wegen |R(oco)| < 1 erhalten, daf§
N N s N
B lenial? < Ch S S B + Duil 4+ Ch'S lldusa I (2.29)

n=0 n=0i=1 n=0

. Wir summieren (2.28) von 0 bis NV auf und erhalten mit (2.29) durch Absorption der
Terme ||E,;|| auf die linke Seite

N s N s
lexs1?+h Y Y N El* <Ch Yy |Ewl* +CB
n=0i=1 n=01i=1 (230)
N s 5 ) 1 9
<ChY N §HEm’H + ?5||Eni|’V’ +CB.
n=01i=1

Mit (2.25) gilt

S
IBnillv: < Clen| + ChY || Enill + | Dyill-

j=1
Damit gilt aus (2.30)
N S 6 h N S N
RS Bl < (2 + c(S) B S B2+ Ch'S lenl? + CB.
n=0i=1 n=0j=1 n=0
Fiir ein geeignetes § > 0 gilt mit (2.30) fir 0 < NA < T

N
‘6N+1| < Ch Z ’€n|2 +CB

n=0

erhalten und mit der diskreten Gronwall-Ungleichung (Ubung!) gilt |e,,|?> < C'B. Durch
die Abschiatzung von B in (2.24) und (2.30) folgt mit (2.29) die Behauptung. 0
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2.7 Schnelle Runge—Kutta-Approximation fiir inhomogene lineare
parabolische Anfangsrandwertprobleme

2.42 Bemerkung

Aus der parabolischen Differentialgleichung erhalten wir ein grofies System von gew6hnlichen
Differentialgleichungen Mu'(t) + Au(t) = g(t), wobei die Matrizen M und A symmetrisch
und positiv definit und sehr grof sind. Wir setzen im Folgenden M = id (was etwa bei der
Wiérmeleitungsgleichung tatsdchlich der Fall ist; das Folgende 148t sich leicht auch auf den
allgemeinen Fall iibertragen).

Mit der Zeitdiskretisierung (etwa dem impliziten Euler-Verfahren) mufiten wir (I +7A)u,, =
Un—1 +T7g(ty,) fir n =1,..., N berechnen. Hierfiir miissen wir N lineare Gleichungssysteme
l6sen (und sogar sNN Stiick fiir s-stufige impliziten Runge-Kutta-Verfahren).

Wir zeigen, daf} bei einer vorgegebenen Genauigkeit von € sogar O (log N log %) Operationen

geniigen. Fiir N = 10° und € = 10~° miiten wir in diesem Fall 100 lineare Gleichungssysteme
l6sen (statt etwa 300000 fiir das Radau-Verfahren mit s = 3 Stufen). Hierfiir stellen wir
die wesentlichen Ideen und den Algorithmus vor, uy zu berechnen — allerdings ohne die
vorherigen Zeitschritte ui,...,uny_1 zu berechnen. Wir beachten, dafi der Algorithmus auf
lineare Probleme beschréankt ist.

Wir fordern fiir den Rest dieses Abschnittes, dafi A sektoriell ist, i.e. fiir [arg A| < 7 — 6 mit
0 < 5 gilt fir ein 0 € C

M

I+ A7 < i
[(AL + A) ||_’)\_U|

Falls A symmetrisch und positiv definit ist, ist auch A sektoriell. Die Bedingung ist dabei
fir M = =1 und ¢ = 0 erfiillt.

sin 0

2.43 Idee (Zutaten fiir einen schnellen Algorithmus)
Die wesentlichen Ideen fiir den schnelle Algorithmus wie oben besprochen sind die folgenden.

1. Diskrete Variation der Konstanten-Formel: Im kontinuierlichen Fall haben wir bei der
inhomogenen Gleichung eine Variation der Konstanten-Formel,

t
u(t) = e ug + /e_(t_s)Ag(s) ds,
0

erhalten, zu der wir ein Analogon im Diskreten suchen. Fiir ein implizites A-stabiles
Runge-Kutta-Verfahren (e.g. Radau) betrachten wir wie in Abschnitt 1.5 fiir A := (a;;)
und b7 := (by,...,bs) die Funktionen

R(z) =14 20T (I — 220)1, Q(2) = (Q1(2),...,Qs(2)) :==bT (I — 22)7L,

womit sich das Radau-Verfahren als

Un+1 = R(—TA)Un +7 Z Qi(—TA)g(tn + CiT)
=1
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schreiben lafit. Durch direktes Auflésen der Rekursion ergibt sich

N_1 g(tj + Clh)
uy = R(—=1A)Nug + 1 Z R(—7A)NTTT1Q(~1A)g; mit g; := .
j=0
tj +cjh
9(t; ih) o~
2. Kurvenintegrale und ihre Approximation: Mit der Cauchy-Integralformel gilt <
o
1 =
R(—TA"Q(~TA) = / (M + A) T R(TA)"Q(TA) d), (2.31) 3
2m Jr \¢

wobei I' eine Hyperbel in den Sektor einschliefit. Wir mochten das Integral dabei durch
die Trapezregel auf I' approximieren — wir beachten, dal R(7\) im Unendlichen abfillt
und damit das Integral abgeschnitten werden kann —, was sich aber global dadurch
schwierig gestaltet, da diese Approximation nicht gleichméBig in n ist.

Wir approximieren daher nur auf Teilintervallen Iy, ..., Iy, etc. mit I; := [B"~'r, Bl7]
und B € N. Fiir B7 > T benétigen wir hierfiir also L = O(logg N) Intervalle.

Fir nt € I; parametrisieren wir die Hyperbel I'; dann durch
Y(p) = (1 —sin(B + 1)) + o,

wobei § > 0 und g; noch zu wéhlen sind und sich aus technischen Griinden

Lol
~ — log —
T

anbietet. Die Approximation von 2.31 mit der Trapezregel auf diesen Hyperbeln ergibt
mit K Quadraturpunkten und dem Abschneiden zur Schrittweite d mit % ~ log %

K
R(—7A)"Q(-rA) =~ Y wl W1+ A REA)Q(rAD),

k=—K
mit
l 1 0
N = ko), w) = =5 (ko).
2.44 Satz

Falls K ~ log% und n > C log% ist, ist der Quadraturfehler < .

Dabei ist K unabhéingig von I, n, 7 mit nt < T. Weiter hangt K nur in Form von 6, M
und o von A ab.

2.45 Algorithmus (Schneller Algorithmus zur Berechnung)
Sei ug = 0. Wir zerlegen uy = ug\?) +...+ u%) mit N < BL und
u) = 7Q(~TA)gn-1,
. L
ugv) =T Z R(—TA)N 1 TQ(—7A)g;,

(n—j-1)Tel
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was fiir n; = N — B! und ny = 0 sich zu

Tll_l—l

1 .
=7 Z 2m/ﬂ()x[~kA)1R(TA)N1JQ(T)\)gjd)\

np— 1—1
Ty Z AT+ AT READ)N QA g
j=n; k=—
K n—1—1 .
= 3 W READNN DT 4 )7 e S READ) QA g
k=—K J=m

_..(D
=:c;,

1
—y®

ergibt. Wir gehen nun folgendermaflen vor.

1. Wir 16sen mit dem Runge-Kutta-Verfahren zur Schrittweite 7 das skalaren linearen
Anfangswertproblem

O () = Myl + g(t) fiwr t € (7, mp17]
zum Startwert y(ny7) =0firk = -K,... K, K ~ log% undl=2,...,L <logg N+1.
2. Wir 16sen die L(K + 1) linearen Gleichungssysteme
l l l
001+ A)al) =40,

die sich in O (logn log %) berechnen lassen.

3. Wir berechnen fiir [ = 2,..., L die Linearkombination
0 _ 5 0.0
Uy = Z cL Ty,
k=—K

4. Wir berechnen u(o) +u§v) =: v(NT) durch das Lésen von sB linearen Gleichungssystem
mit dem Runge— Kutta Verfahren fiir das Anfangswertproblem

8tv + Av = g(t)7
v(NT — Bt) =0.

Dies benétigt in der Theorie O (log %) direkte Schritte.

O 1,0 0]

5. Wir berechnen uy := u +.. tuy



3 Hyperbolische Differentialgleichungen

Wir betrachten im Folgenden hyperbolische Differentialgleichungen, deren Archetyp die Wel-
lengleichung ist. Fiir die Analyse einer solchen Gleichung miissen wir anders vorgehen als bei
elliptischen oder parabolischen Differentialgleichungen. Bei elliptischen und parabolischen
Gleichungen hat die Raumdimension keine Rolle gespielt, wahrend dies bei hyperbolischen
deutlich komplizierter wird. Wir werden uns in diesem Kapitel auf eine Raumdimension
beschrénken.

Kapitel 3

3.1 Die Wellengleichung

3.1 Beispiel (Wellengleichung)
Wir betrachten eine schwingende Seite, die am Ort = € [0, 7] zur Zeit t um u(z, t) ausgelenkt
ist. In der Physik wird hergeleitet, dafl eine solche Situation durch die Wellengleichung,

Opu = Czara:ua
u(x,0) = up(x) 0<z<m,
Opu(z,0) = vo(x) 0<z<m,
u(0,t) = u(m,t) =0 Vt >0,

xz,

beschrieben wird. Die Variable ¢ ist dabei die Wellengeschwindigkeit, was im Folgenden klar
wird. Auch in héheren Dimensionen gibt es Modelle, Wellenausbreitungen zu beschreiben.

3.2 Konstruktion (Losungskonstruktion mit Fourierreihen)
Falls eine klassische Losung der Wellengleichung existiert, so setzen wir diese ungerade auf
[—, 0] fort und betrachten die Fourierkoeffizienten

™

1
ap(t) = — [ u(z,t)e ™ dz
lt) = 5o [ ulat)
—T
und fir absolut summierbare Fourierkoeffizienten die Fourierreihe
o0

u(z,t) = Z g (t)e™*e.

k=—00

o1
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Mit der Rechenregel (@z\u) x = —k%0y, erhalten wir fiir k € Z
Oty = 2 (k)% 0y, = —2k>qy,,

—ikct

was durch 4y = a,e™ + Bre gelost wird, i.e. fiir u ergibt sich damit

o0

u(z,t) = Z ﬁk(t)elkx: Z akezk(aﬁ+ct)+ Z Bkem(x_d).

k=—o00 k=—o0 k=—o00

Wir sehen, dafi die erste Summe auf x + ¢t = const konstant ist und die zweite Summe ist
auf x — ¢t = const ebenfalls konstant.

Die Koeffizienten aj und Sy berechnen sich aus den Anfangsbedingungen. Fiir ¢ = 0 gilt

k o0
S (an+ B =ug(e) = 3 ™,
k=—o00 W
> oo
Z (Olk - Bk)Zijelkiv — fUO(;)j) = Z ykelkw7
k=—o0 B

wobei wir ug bzw. vy ebenfalls in einer Fourierreihe geschrieben haben. Damit miissen wir

ai + Br = pu, tke(ag — Br) = v

16sen und fir k = 0 gilt, da u ungerade ist, ap = G = 0.

Wir prifen nun nach, ob die Randbedingung erfiillt ist. Diese ist erfiillt, wenn x(t) =
—U_g(t) gilt, was der Fall fir pp = —p— und v = —v_y, ist.

Falls ug undivg reell sind, so gilt up = f—_g und v, = 7. Damit gilt dann bereits ap = a_
und S = f_g, also ist dann u(z,t) € R.

Falls oy, und Sy gentigend gut abfallen (aufgrund der obigen Relation also genau so gut wie
pr und 1), e.g. pr, v = O(Jk|™*), dann konvergieren die Fourierreihen fiir u, 0y,u und
Oy absolut und wir haben eine klassische Losung u € C2([0, 7] x [0,T]). Sonst gibt es eine
verallgemeinerte Losung, solange die Fourierreihe fiir v konvergiert.

Hiermit haben wir die Existenz einer Losung (unter den obigen Voraussetzungen) bewiesen
und aus der Eindeutigkeit der Fourierkoeffizienten ist diese Lésung auch eindeutig.

3.3 Bemerkung (Energieerhaltung)
Wir definieren die Energie F (die aus kinetischer und potentieller Energie besteht) durch

E(t) = ;/(8tu(m,t))2 + 2 (Opu(z,t))? da.

0
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Hierfiir gilt mit Differentiation unter dem Integral und partieller Integration

E(t) = / Ouu(,t) - Ous (1) + 20u () Dugu(w, ) da
0

= /Gtu(x,t) - (Opu(z, t) — POppu(z,t)) dz = 0,
0

wobei wir benutzt haben, dafl u die Wellengleichung erfiillt. Also gilt E(¢) = const.

3.4 Konstruktion (Approximation mit finiten Differenzen, Leapfrog-Schema)
Wir betrachten im Ort eine Gitterweite h und eine Zeitschrittweite 7 und approximieren
ul &~ u(jh,n7). Die Wellengleichung {ibersetzen wir dabei in das sog. Leapfrog-Schema

ntl _ 9, n n—1 n _ _ on n
uio m2up ey U T2

T2 h2

mit den Anfangs- und Randbedingungen
ug-) :=wup(jh), ujl = ug(jh) + Tvo(jh), wuf :=uR =0,

i.e. wir betrachten dies wie Finite Elemente mit den beiden Komponenten (z,t).

Fiir §° > 1 sind numerische Experimente des Finite-Differenzen Ansatzes instabil. Wir fithren
nun eine Stabilitdtsuntersuchung durch.

3.5 Bemerkung (Stabilitdtsuntersuchung, mit diskreter Fourier-Transformation)

Wir setzen die Finite-Differenzen Losung nun ungerade auf [—m, 0] fort, also u™ ;= —uj und

betrachten die diskrete Fourier-Transformation C2V — C2V, die analog zur kontinuierlichen
Fourier-Transformation durch

1 N1 N-1

An n —ik n __ ~ ik

U = oo E uiw™I", uy = E apw’”,
j=—N s

definiert ist, wobei w die 2N-te primitive komplexe Einheitswurzel ist. Dann gilt

N-1
n n no_ ~n,_ jk k —k
uiyg = 2uy tujy = E apw’™ (W' =24 w™")
| S —

k=—N

=2 cos kh—2=—4sin? %

und durch Einsetzen in das Leapfrog-Schema gilt

2
kh
aptt —2ap +ap !t = — <ChT) 4sin? <2> ay

Kapitel 3
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bzw.

kh
aptt —2 (1 — 27% sin? <2)> ap +ar~t =0,

=:a

wobei r = 9% ist. Wir erhalten also entkoppelte Differentialgleichungen mit der Rekursion

Ynt1 — 2ayn + yn—1 = 0, wobei das charakteristische Polynom hiervon ¢? — 2a¢ + 1 ist und
die Nullstellen (12 = a +1V1 — a? hat. Die allgemeine Losung koénnen wir dann also als
Yn = c1(] + c2(3 schreiben und diese Rekursion ist stabil (also beschrankt fir n — o0),
solange |(1], |C2| <1 ist, also solange |a| <1 ist.

3.6 Proposition (Stabiltatsbedingung)
Die Finite-Differenzen Losung ist genau dann stabil, wenn

kh
1—2q~2sin?7 <1 Vk=-N,...,N-1

ist. Dies ist insbesondere der Fall, wenn |%T] <1 gilt.

3.7 Bemerkung
Die Zahl r := 97 wird auch Courant-Zahl genannt.

3.8 Bemerkung (Wellengleichung als System von DGL erster Ordnung)
Sei ¢ = 1. Fur dyu = d,v und 0w = du gilt Oypu = 00,V = 00w = Oprut, also

0 1 1 0
v 10 v 0 -1 v
1 1
mit 7 = -1 ( ) =T"! Fiir (p) =71 (u) gilt dann
1 -1 q v

Oip = Ozp, Orq = —0,q.

S

Wir erhalten also zwei entkoppelte partielle Differentialgleichungen erster Ordnung.

3.2 Advektionsgleichungen, Charkateristiken

3.9 Definition (Advektionsgleichung)
Wir betrachten die Advektionsgleichung

ou + aldyu =0 zeR,t>0,
u(z,0) = u’(z) xR
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3.10 Konstruktion (Losung der Advektionsgleichung, Charakterisitik)
1. Fiir @ = const € R ist die Losung u(z,t) = u’(z — at), was dem Transport der
Anfangsfunktion mit der Geschwindigkeit a entspricht.

2. Sei a = a(x,t). Die Charakteristik ist die Losung z(t) der gewdhnlichen Differenti-
algleichung 0,z(t) = a(xz(t),t). Die Losung der Advektionsgleichung ist entlang von
Charakteristiken konstant, denn es gilt mit der Kettenregel

Oru(x(t),t) = Ozulir + Opu = Ogua(x(t),t) + Oru = 0.

Damit gilt u(z(t),t) = u’(x(0),0).

Wir betrachten nun unser erstes Losungsverfahren.

3.11 Algorithmus (Charakteristikenmethode)

Wir wihlen Punkte zg,1,...,2y und bestimmen Charakteristiken x;(t) mit x? als An-
fangswert. Dann gilt

u(z;(t),t) = u’(z;(0)) = u’(a5).

3.12 Bemerkung

1. Falls a = a(w,t) ist und a € C! ist, so konnen sich die Charakteristiken nicht kreuzen,
was aus der Eindeutigkeit der Losungen von gewOhnlichen Differentialgleichungen folgt.

2. Im nichtlinearen Fall (falls a = a(u) ist) gilt fiir die Charakteristiken Oy = a(u(x(t),t)),
also ist die Charakteristik eine Gerade z(t) = a(u)t + ¢ und es gilt

u(z,t) = ul(z — a(u(z(t),1))).

In diesem Fall ist die Charakteristik eine Schar von Geraden, die sich kreuzen kénnen
(dies fiihrt zu so genannten Schocks). Die Losung kann in einem solchen Fall nicht
stetig sein, aber es gibt dann schwache Losungen (die allerdings nicht eindeutig sind).
In einem solchen Fall miissen wir uns iiber so genannte Entropiebedingung eine physi-
kalisch sinnvoll Losung auswahlen, um zur Eindeutigkeit zu gelangen.

3.13 Bemerkung (Systeme)
Wir betrachten nun das System von gewoéhnlichen Differentialgleichungen,

{ 8tu + A@xu = O,

u(z,0) = ug(z),

wobei A € R™*™ konstant ist und wir u = (uq, ..., u,) € R" suchen. Falls A diagonalisierbar
ist, i.e. fur A = diag(ay,...,ay) gilt SA = AS, erhalten wir fir r = Su die entkoppelten
skalaren Advektionsgleichungen

Or + AOyr = 0.

Diese l6sen sich dann — wie oben erwahnt — durch 7;(x,t) = r;-)(x — a;t) und wir sehen, dafl
die a; die Geschwindigkeiten sind, welche reell sein sollten.

Kapitel 3
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3.14 Definition (hyperbolisches System)
Ein System

8tu + Aaxu = O,
u(z,0) = up(x)

heifit hyperbolisch, falls A diagonalisierbar ist mit reellen Eigenwerten.

3.15 Beispiel
Die Wellengleichung hat als Differentialgleichungssystem nach Bemerkung 3.8 die Eigenwerte
41 und ist daher hyperbolisch.

Wir betrachten nun nichtlineare Systeme, die beispielsweise bei Erhaltungsgréfien in der
Physik, etwa bei der Massen- und Impulserhaltung, auftreten.

3.16 Bemerkung

Das nichtlineare System dyu + A(u)d,u = 0 heifit hyperbolisch, falls es ein S(u) und eine
Diagonalmatrix A(u) mit reellen Eigenwerten gibt, so dal S(u)A(u) = A(u)S(u) gilt. In
einem solchen Fall erhalten wir mit

SO+ ASOzu =0 (3.1)

die so genannte charakteristische Normalform. Falls es eine so genannten Riemann-Invariante
r = r(u) mit Or = SOu und d,r = SI,u gibt (die zumindest fir zweidimensionale Systeme
stets existiert), dann erhalten wir wir wie im linearen Fall aus (3.1) die skalare Gleichung

oyr + A0zr = 0.

3.3 Differenzenverfahren fiir die Advektionsgleichung

3.17 Herleitung (Volldiskretisierung)
Wir betrachten die Differentialgleichung

Owu = cOyu,
u(z,0) = u’(z).
Dabei ist ¢ = —a > 0. Wir betrachten nun das Differenzenschema

u(z,t+7) —u(x,t) w4+ h,t) —u(z,t)
. =c A + O(7) + O(h),

wobei Axz = h die Gitterweite und At = 7 die Zeitschrittweite ist. Wir schreiben nun
u ~ u(jh,n7) und losen also

ntl . n n o .n
Uy Yy _ Y T Y
T h




3.3 Differenzenverfahren fiir die Advektionsgleichung o7

CT

bzw. mit der Courant-Zahl r = &

u?“ —uj =r(ujyy —uj).

3.18 Bemerkung (notwendige Bedingung fiir Konvergenz)

Wir betrachten nun eine notwendige (nicht hinreichende) Bedingung fiir die Konvergenz des
Verfahrens: Der numerische Abhéngigkeitsbereich (alle Punkte, die numerisch benétigt wer-
den, um die Funktion in einem bestimmten Punkt (x;,t,) zu berechnen) zu einem beliebigen
Gitterpunkt (x;,t,) mufl den Quellpunkt der Charakteristik durch diesen Punkt enthalten.

Fiir ¢ < 0 kann also dieses Verfahren nie konvergent sein, da wir das Schema ,,in der falschen
Richtung® betrachten.

3.19 Bemerkung (CFL-Bedingung (Courant, Friedrichs, Lewy, 1928))
Die CFL-Bedingung ist in unserem Fall erfiillt, falls 0 < r = 9~ <1 ist.

3.20 Bemerkung (CFL-Bedingung beim upwind schema)
Wenn ¢ < 0 ist, so schreiben wir

n__,mn
’U,J u 1

j_
Tl <,

ntl _ ,mn Uiy
uj uj _ Jet— 20,
T

was ein so genanntes ,,upwind schema“ ist. Dann gilt

CT
T:ﬁgl <:>CS

N>

3.21 Bemerkung (von Neumann-Stabilitdt, 1947)
Wir withlen u°(z) = €***, was bei geniigend regulirem Anfangswert aufgrund der Fourier-
transformation machbar ist. Dann berechnen wir mit dem Differenzenschema

u]1 = u? + r(ug)ﬂ — u?) = fp(eh — 1) = (1 4 (e — 1)),
2 _ 1 h 2
uj =u; +r u]1+1—u]1~) = (1+r(e" —1))%" ",

uy = G(a)"e" ™,
wobei hier G(a) = 1+7r(e'*"—1) ist. Damit die numerische Losung beschrinkt bleibt, fordern
wir, daf |G(a)| < 1 ist fiir jedes @ € R. Dies ist die von Neumann-Bedingung.

Im Beispiel ist das Verfahren fiir » > 1 instabil, denn es gilt G(7) =1—2r < —1. Fiirr <0
ist es auch instabil, denn G(7) > 1. Fiir 0 < r < 1 ist es stabil, was der CFL-Bedingung
entspricht (Im Allgemeinen sind die beiden Bedingungen aber nicht zueinander dquivalent).

Wir zeigen nun, dafl die von Neumann-Bedingung auch hinreichend fiir die Konvergenz (mit
Ordnung 1) ist, sofern die Anfangsdaten glatt genug sind. Die Beweisanalyse wird zeigen, dafl
die von Neumann-Bedingung (bis auf leichte Modifikation) notwendig fir die Konvergenz ist.

Kapitel 3
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3.22 Satz (Konvergenz)
Sei u° € C*(R) mit kompakten Triger und |G (a)| < 1 fiir alle « € R. Dann gilt

u; —u(zj,tn) = O(h) gleichméBig fiir nT < T.

BEWEIS
Wir schreiben

u® = / 4°(a)e' ™ dor mit /a2|ﬁ0(0¢)| doo < M < o0,
R R
was mit unserer Annahme iiber u° erfiillt ist. Wir konnen die exakte Losung durch

u(z,t) = u’(z 4 ct) = /

ﬁO(a)eza(achct) dr = / aO(a)ezaxelact dr
R

R

darstellen. Weiter gilt
uy = / 0%(2)G(a)e% da.
R

Wir vergleichen nun die beiden Integranden im Punkt (z;,t,) miteinander und schreiben

G(a)n o (ezacr)n _ (G(a) - 61ac7’> (G(a)n—l + G(a)n—Qemcr 4.+ ezacv’(n—l))’ (3.2)

|-|<n

wobei wir |G(a)| < 1 benutzt haben. Mit der Taylor-Entwicklung gilt

‘G(O&) _ ezac7'| — ‘1 + %(emh _ 1) _ etact

= ‘1 + %—(1 + 2ah + O(a’h?) — 1) — (1 + et + O(CKQCQTQ]“LQ))’

= O(a®hT).

Damit erhalten wir mit (3.2) die Abschatzung
|G(a)" — ("T)"| < Ca’hrn = O(a’h).

Mit der Integraldarstellung der Losungen gilt schliefSlich

[ — u(zj, tn)] < /Rcaghlﬂo(aﬂ da = MCh = O(h).
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3.23 Beispiel (Lax—Friedrichs-Verfahren, Lax—Wendroff-Verfahren)
1. Fiir einen symmetrischen Differenzenquotienten im Raum berechnen wir

n+l _  n n o _ .n
j Y M T Y

T 2h

Dabei ist 7 = G- und die CFL-Bedingung ist |r| < 1, wihrend dieses Verfahren die von
Neumann-Bedingung fiir beliebiges r £ 0 verletzt. Daher ist das Verfahren instabil.

u

2. Eine stabiles Verfahren der Ordnung 1 ist das Laz—Friedrichs- Verfahren: Wir berechnen

n+l 1/, n n no o _gn
uj Q(Uj,l + Uj+1) _ Cuj+1 u?_y
T 2h

Dies erfiillt |r| < 1 und die von Neumann-Bedingung, was eine Ubungsaufgabe ist.

3. Eine stabile Modifikation der Ordnung 2 ist das Laz—Wendroff- Verfahren: Wir rekapi-
tulieren zunéchst die Taylor-Entwicklung

2
u" = " 4 " + %&gtu” + ...

und berechnen nun
n+1 n n n n n n
I L T W P o B B
T 2h 2 h?
Dieses Verfahren erfiillt |r| < 1 und ist von Ordnung 2. Dies werden wir spéter in Form

einer allgemeinen Theorie zeigen.

3.24 Bemerkung
1. Falls ¢ = ¢(x, t) abhéingt, wir also einen variablen Koeffizienten haben, dann kénnen wir
zeigen, dafl die von Neumann-Stabilitdt punktweise notwendig und (im Wesentlichen)
auch hinreichend ist. Auf diesen Punkt gehen wir im Folgenden nicht weiter ein.

2. Falls 0yu = CO,u mit einer diagonalisierbaren Matrix C' mit reellen Eigenwerten ist,
kénnen wir die Verfahren aus dem vorherigen Beispiel direkt anwenden und erhalten
eine Losung.

3. Ebenfalls kénnen die oben besprochenen Verfahren auch nichtlineare Systeme ange-
wendet werden, auf was wir auch nicht weiter eingehen werden.

3.4 Ordnung, Stabilitdat und Konvergenz von Differenzverfahren

Wir moéchten im Folgenden Satz 3.22 verallgemeinern. Hierzu fithren wir zunéchst einen
theoretischen Rahmen ein.

3.25 Bemerkung (Fouriertransformation)
Sei f: R — C. Dann ist die Fouriertransformation bekanntlich durch

/R e~ f(z) dz

fw) = —

:27r
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definiert. Die Riicktransformation ist dabei gegeben durch

f@) = [ e fw)du,
R
Diese Formeln sind dabei im Schwartz-Raum,
S = {f e C*(R,C): 27 £ k) (x) ist beschrankt fir alle j, k € N},

wohldefiniert. Dabei gilt fiir die Fouriertransformation F : § — & mit der Identitét

Fw)|? _ L z)|? dx
[ VwRaw =5 [ 1#@P ds,

also ist JF eine beschrinkte lineare Abbildung, die sich mit der Dichtheit von S C L?*(R)
stetig fortsetzen it durch F : L2(R) — L?(R). Diese Fortsetzung wird auch oft Plancharel-
Transformation genannt.

Wir betrachten nun eine gréflere Klasse von Gleichungen.

3.26 Problem
Wir betrachten nun die lineare partielle Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten
auf R x [0,77], die durch

gegeben ist, wobei
K

L(0z)u = Z crofu
k=0

ein gegebenes Polynom mit ¢ € C™*™ ist.
3.27 Beispiel
1. Oyu = Jzu, die Advektionsgleichung.

0 1
2. Das System Oyu = (1 0) Oyu, das dquivalent zur Wellengleichung ist.

Oru = Opu + Tu.
Oy = Oy u, die Warmeleitungsgleichung.

Oyu = —0zzu macht hier keinen Sinn, was wir weiter unten sehen werden.

S o W

O = 10,1, die Schrodingergleichung,.
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3.28 Bemerkung (verallgemeinerte Losung)
Wir betrachten nun die formale Fourier-Transformation (im Ort), mit der wir die Gleichung

{ Ot(w) = LOw)a(w),

w(w,0) = Go(w)
mit L(z) = YK cx2* erhalten. Die Losung hiervon ist fiir w € R

a(w, t) = e ag(w).

Wir méchten den Ausdruck hiervon gleichméfig (beziiglich w) beschrankt haben und sehen,
daB dies der Fall ist, falls Re L(1w) < p fiir alle w € R ist. Dann gilt [e!X(%)| < e also auch
la(w,t)] < et*|dig(w)]|. Fiir die Fourierriicktransformation erhalten wir dann mit Plancharel
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lu(,O)llz2 = Varla(, b2 < v2me™||aol 2 = e™|luo] 2

Dies wird etwa erfiillt, wenn die partielle Differentialgleichung fiir 4(.,t) € S liegt, i.e. falls
also 1y € S, also auch ug € § ist. In diesem Fall ist die Losung klassisch.

Fiir ein beliebiges 1y € L? erhalten wir eine verallgemeinerte Losung der partiellen Differen-

tialgleichung mit

u(.,t) = F (P ag(w)).

Die Diskussion motiviert die folgende Definition.

3.29 Definition (wohlgestelltes Anfangswertproblem)
Wir sagen, das Anfangswertproblem ist wohlgestellt, falls Re L(xw) < p fiir alle w € R gilt.

Bei Systemen fordern wir entsprechend, da Re(v, L(2w)v) < pljv]|> Vv € CY.

3.30 Beispiel
1. Die Differentialgleichung 0,u = 0,u hat L(2w) = ww und ist damit wohlgestellt.

2. Das System

0 1
Ou = ( ) Ozt
10

0 1
ist ebenfalls wohlgestellt und es gilt Re <v, (1 ) zwv> = 0.

3. Die Differentialgleichung 0yu = d,u + yu erfiillt L(xw) = 1w + 7, ist also wohlgestellt.

2

4. Die Wirmeleitungsgleichung dyu = 9 u erfiillt L(1w) = (1w)? = —w?, ist also wegen

Re L(w1w) < 0 wohlgestellt.

5. Die Gleichung dyu = —0,,u ist wegen L(mw) = w? nicht wohlgestellt.
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6. Die Schrodingergleichung, 0;u = 19,,u, ist wegen L(1w) = 2(1w)? = —w? wohlgestellt.

Wir betrachten nun das Differenzverfahren, eine solche Gleichung zu 16sen.

3.31 Konstruktion (Differenzverfahren)

Wir betrachten u? = u(jh, nt) fir h = Az, 7 = At, j € Z und n € N. Dabei sind h und 7 so
gekoppelt, dal 7 = ¢(h) mit p(h) — 0 fiir A — 0 geht; etwa durch r = 57, die Courant-Zahl.
Fiir den Vektor u" = (uf) ez betrachten wir die Gleichung

L L
1
Sooaulfl =Y pudy, (3.3)
l=—1L l=—1L

wobei ¢; und p; von h und 7 abhidngen. Wir definieren nun die Operatoren
L L
Qz) == > @, P(z):= ) mpd, (Bv)j:=uvj1,
I=—L I=—L

wobei fiir den Verschiebungsoperator E gilt, dafl ﬁ)(a) = e""*9(a)). Weiter definieren wir

L L
QE) ==Y qF, (QEW"™);:= > quifl
I=—L I=—L
Damit la8t sich nun (3.3) kompakt schreiben durch
Q(E)u"™ = P(E)u™. (3.4)

Falls nun gilt, dafl

ui =u"(jh) = / 0" (o) da,
R

dann ist

u?“ :/ew‘wﬁnﬂ(a) do,
R

wobei 4" = G(a)0"(a) durch den Verstirkungsfaktor

gegeben ist, wobei wir auf (3.4) die Fouriertransformation angewendet haben, um auf die

Darstellung fiir 4! zu kommen.

3.32 Definition (Stabilitdt und Ordnung von G)
Nach der obigen Herleitung ist die Stabilitdt und Ordnung des Differenzenverfahrens durch
die Funktion G bereits charakterisiert.
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1. Wir sagen, G ist stabil, wenn |G(a))| < €™ mit einem von h, 7, unabhingigen v gilt
und 7 = (h) gegeben ist.

In diesem Fall gilt dann auch
|G(a)"] <™ < T fiir nr < T.
2. Wir sagen, G hat Ordnung p, falls
|G(r) — 0| < CThP(1 4 |a9)
gilt, wobei C' und ¢ unabhéngig von h, 7, und p sind und 7 = (h) gilt.
3.33 Beispiel

Wir betrachten die Gleichung d,u = c¢dyu, womit L(ww) = ciw ist. Wir iiberpriiffen nun
Stabilitdt des Lax—Wendroff-Schemas aus Beispiel 3.23 sowie die Ordnung des Schemas.

1. Mit der Taylor-Entwicklung und der Giiltigkeit der Gleichung erhalten wir das Lax—
Wendroff-Schema, wobei

r 2
Q(z) =1, P(z):1+§(2—z_1)+5(z—2+z_1)

gegeben ist, also ist

2
ezha . efzha) +% (ezha —24+ efzhoz) )

=usin(ha) =2cosha—2

G@):1+g(

Fir |r| <1 gilt |G(a)| <1, also ist das Verfahren stabil im Sinne von Definition 3.32.
2. Mit der Definition von G und der Taylor-Entwicklung von G erhalten wir
|G(a) — €™ = O(r(ha)?) = O(rh*a?),

wobei wir 7¢ = rh benutzt haben. Damit hat das Verfahren Ordnung 2.

Der folgende Satz liefert gleichméfige Konvergenz (in der Zeit) mit Ordnung p fiir glatte
Anfangsdaten.

3.34 Satz (Konvergenz fiir glatte Anfangsdaten)
Sei das Verfahren stabil fiir 7 = ¢(h) und von Ordnung p im Sinne von Definition 3.32.
Sei weiter u° € S. Dann gibt es eine von h, 7, j,n unabhingige Konstante M mit

|U;L —u(jh,nt)| < MhP fir nt <T,

BEWEIS

Der Beweis verliuft gleich wie der Beweis von Satz 3.22 und ist eine Ubungsaufgabe. O

Wir méchten nun auch Konvergenz fiir nichtglatte Anfangsdaten erhalten.

Kapitel 3
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3.35 Definition (Interpolation)
Wir definieren die Fortsetzung der Interpolation der numerischen Lésung auf ganz R fiir ein

z € R durch

wobei 4"l (a) = G(a)i™(a), also 4"(a) = G(a)™ig(a) ist und 4"(a) damit auf ganz R
bekannt ist. Wir beachten, daf§ v} = u" (jh) fur alle j € Z gilt.

3.36 Satz (Lax, Richtmyer, 1954)
Sei das Verfahren konsistenz (i.e. es hat Ordnung p > 1) und stabil im Sinne von Defi-
nition 3.32. Sei up € L%(R). Dann gilt

[u™ —u(,nT)|[L2@) — 0 fir h —0, 7=p(h) =0,

wobei die Konvergenz gleichméfig (in der Zeit) fiir nT < T ist.

BEWEIS
Wir erhalten mit der Plancharel-Transformation

[ = u(,n7)| 2@y = V2r[a" —al, n7)ll L2 @)

Wir betrachten nun den Integranden hiervon.

1. Es gilt
a"(a) — (o, nT) = (G(a)™ — ") g (a). (3.5)
Dabei ergibt sich mit den Voraussetzungen und dem binomischen Lehrsatz

‘G(a)n - 67’LTL(’LO<)‘ — ‘G(Oz) o eTL(za)‘ ’G(a)nfl + G(a)aneTL(za) 4.+ e(nfl)ﬂ'L(zoz)’7

<Crhp(1+]af) <nednt

wobei 3 = max{p, v} ist. Fiir |a|7h? < V/h gilt dabei |G(a)™ — "L | = O(v/h). Die
Bedingung an « impliziert, daf

1
-r+3

la| < Bp:=h ¢ .

Dabei gilt By, — oo fiir h — 0. Aus (3.5) und unserer Bemerkung ergibt sich

/| - [@" () — (e, n7)|* dz < Chl|2°|| 12 (jaj>5,) < CRIA| L2m) = O(h).
x| Dp
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2. Es gilt allgemein
|G ()™ — e”TL(m)\ < |G(a)|™ + |eTL(w‘)|” < MY 4 TH < 2P
mit 5 = max{~y, p}. Damit gilt (fiir grofie a) also
/ 10" (o) — t(a, n7)|? da < 46'8T/ 10°()|? doe — 0,
o] >By, lo]> By,
da By — oo fiir h — 0 geht.
Fiir den Grenziibergang h — 0 verschwindet — wie erwiahnt — das Integral aus dem zweiten

Teil und — mit der gleichméfiigen Abschitzung aus dem ersten Teil — verschwindet das
Integral auch insgesamt und es gilt damit die Behauptung. O

3.5 Dissipation, Dispersion und Gruppengeschwindigkeit
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3.37 Wiederholung

Wir untersuchen nun die Ausbreitung von Wellen im Differenzenverfahren. Als Modell-
problem betrachten wir die Advektionsgleichung 0;u = c0,u, die fir ¢ € R die Losung
u(z,t) = u®(z + ct) hat. Falls ug(x) = € ist, so gilt [u(x,t)| = |e*@ V)| =1 fiir jedes t.

Wir betrachten nun das Differenzenverfahren u"*! := G(a)u™, also auch u" = G(a)u’.
Dies ist stabil, falls |G(«a)| <1 ist.

3.38 Definition (Dissipation)
Wir sagen, das Differenzenverfahren ist dissipativ, falls |G(a)| < 1 gilt.

Bei dissipativen Verfahren werden hohe Frequenzen (i.e. haw weg von 0) geddmpft und dies
fithrt zur Glattung (was nicht unbedingt immer erwiinscht ist). Nicht dissipative Verfahren
treten hierbei typischerweise bei impliziten Verfahren auf.

3.39 Beispiel
1. Beim upwind-Verfahren fiir ¢ > 0 gilt fiir r = -
G(a) =1+ r(eh™ —1).
Fir r < 1 ergibt sich dabei |G(«)| < 1, sofern ha kein ganzzahliges Vielfaches von 27

ist. Mit exakter Rechnung erhalten wir ein o > 0 mit

h
|G(a)] <1 — gsin? 7()[.

Dieses Verhalten nennen wir dissipativ von Ordnung 2.
2. Das Lax—Wendroff-Verfahren ist dissipativ von Ordnung 4 und es gilt hier

h
|G(a)*> =1 —4r%(1 — r?)sin? 7a'
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3. Das Crank—Nicholson-Verfahren,

n+l _ . n n+l _ , n+l no _ ,mn
uj uj ¢ (“jﬂ Uit n Ujy1 “j1>
)

T 2 2h 2h

ist nicht dissipativ. Hierfiir formen wir die Gleichung in

1 c ezah _ e—zha . 1 c ezah _ e—zah .
<T - 22h> " (o) = <T ty )T

um und erhalten damit

1+ sesinah
= )

" () ") =: G(a)i" ().

11— srsinah
Wir sehen direkt, dafl |G(«)| = 1 fiir jedes a € R ist.
3.40 Bemerkung (Phasengeschwindigkeit, Dispersion)

Sei ug(z) = €%, also u(x,t) = '@ +et) Mit dem Differenzenschema gilt u = G(a) e
Fir die Phasengeschwindigkeit v(c) schreiben wir

G(a) = |G(a)|e )T
und damit gilt

’U,;l _ ’G(Oé) ’neza(x+'y(a)t)7

wobei der hintere Faktor fiir 4+ v(«)t = const konstant ist (Beim kontinuierlichen Problem
mufte hierfiir x + ¢t konstant sein). Dies bedeutet, dafl sich beim Differenzverfahren Wellen

einer Wellenzahl o unterschiedlich schnell mit den Geschwindigkeiten v(«) ausbreiten. Dieses
Phénomen wird auch Dispersion genannt. Wir nennen ¢ — v(«) den Phasenfehler.

3.41 Beispiel (Phasengeschwindigkeit bei Lax—WendrofY)
Beim Verfahren von Lax—Wendroff gilt (Ubung!)

1 2 2
v(a) =¢ (1 - g(ha) (1—7r°)+ O((ha)4)) )

3.42 Problem
Wir betrachten die Differentialgleichung 0,u = c0,u mit dem Anfangswert ug(x) = e
wobei a € § ist. Dann ergibt sich fiir die kontinuierliche Lésung

ZOél’a(z)’

u(m,t) _ eza(a:+ct)a(l, + Ct).

Ein solcher Anfangswert ug heifit auch Wellenpaket. Der folgende Satz fiihrt die Gruppen-
geschwindigkeit ein und bringt sie in Zusammenhang mit der Phasengeschwindigkeit.
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3.43 Satz (iiber die Gruppengeschwindigkeit)
Sei das Differenzenverfahren zum Problem 3.42 stabil und nichtdissipativ (i.e. es gilt
|G(a)| =1 fiir alle @ € R). Dann gilt fiir x = jh und t = n7

u? = gz + g(a)t) + O(h)

mit der Phasengeschwindigkeit () und der Gruppengeschwindigkeit g(a), gegeben
durch

Kapitel 3

BEWEIS
Mit der Fouriertransformation des Anfangswerts erhalten wir

to(w) ! /Re_“”uo(x) dr = a(w — «).

T or

Weiter gilt fiir die Iterierte des Differenzenschemas

u;-‘“ :/e“”xanﬂ(w) dw,
R

wobei 4" (w) = G(w)a"(w) ist. Mit der Nicht-Dissipativitit gilt dabei
a"(w) = G(w)"p(w) = G(w)"a(w — @) = |G(w)|"e™ta(w — a). (3.6)
Weiter gilt

ezw'y(w)t _ 610{7(04)15ez(w'y(w)t—a'y(w)t)' (37)

Fiir ®(w) := wy(w) ergibt sich mit Taylor und der Tatsache, daf§ v eine glatte Funktion von
ha ist und damit ®” (&) = O(h) ist,

B(w) - Bla) = ¥(a)(w - a) + 5 ¥'(€)(w — a)?.
=g(a) =0(h)

Damit gilt

ez’i’(w)tfzq)(a)t _ ezg(a)(wfa)tJrO(h(wfa)?) _ ezg(a)(wfa)t(l + (’)(h(w o a)2)).
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Mit dieser Information, (3.6) sowie (3.7) rechnen wir schliefflich

u” = / ezwman(w) dw = / ezwmezav(a)tezg(a)(w—a)t(1 + O(h(w _ 04)2))&(’(0 _ Oé) dw
R R

<

_ eza(a:Jr'y(a)t) / ez(wfa):vez(wfa)g(a)td(w - a) dw + O(h)
R

— gre(@+y(a)t) / @9 DW=2)g 1, — o) dw + O(h).
R
Mit der Transformation g = w — « ergibt sich nun

— gre(@+y(a)t) / @I @OINLG (1) dp +O(h),
R

—a(a+g(a)t)

wobei wir im letzten Schritt die inverse Fouriertransformation benutzt haben. O

3.44 Bemerkung

Die Gruppengeschwindigkeit représentiert daher die Transportgeschwindigkeit der einhiil-
lenden Funktion a des Anfangswert durch die Differentialgleichung, wiahrend die Phasenge-
schwindigkeit die Geschwindigkeit einer bestimmten Frequenz beschreibt.

3.6 Randbedingungen

Randbedingungen sind bei den hyperbolischen Probleme vor allem in der Numerik schwer
zu handhaben. Wir betrachten im restlichen Verlauf dieses Kapitels die Advektionsgleichung
mit Randbedingungen und werden die Schwierigkeiten dabei untersuchen.

Wir moéchten im Folgenden die Advektionsgleichung auf ein bestimmtes Gebiet beschranken
und betrachten nun die Gleichung d;u = ¢ u fiir x > 0 und ¢t > 0.

e Fir ¢ < 0 haben wir bei z = 0 einen Finstromrand und brauchen Randbedingungen,
etwa u(0,t) = g(t).

e Fiir ¢ > 0 haben wir bei x = 0 einen Ausstrémrand, konnen aber keine Randbedingun-
gen vorgeben, da wegen u(0,t) = u®(ct) bereits diese Werte determiniert sind.
3.45 Beispiel (Randbedingungen beim Lax—Wendroff-Verfahren)
e Fiir ¢ < 0 brauchen wir Randbedingungen, etwa u’&“ = g(tn+t1).
e Fiir ¢ > 0 erhalten wir ug'H nicht aus dem Verfahren. Hierfir miissen wir den Wert
extra definieren. Wir unterscheiden zwei Falle

1
Loag™ = + r(uf —ud),

2. up ™ = w4 20 (U — ul).
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Wir beachten, daf die Stabilitéit eines Vefahrens durch Randbedingungen vernichtet werden
kann. Wahrend das Lax—Wendroff-Vefahren fiir Anfangswertprobleme stabil war, bleibt es
fiir die Randwerte bei ¢ < 0 stabil. Fiir ¢ > 0 bleibt es fiir die erste Moglichkeit der Definition
stabil, fiir die zweite wird es allerdings instabil (was wir spater noch zeigen werden).

Wir untersuchen dieses Phidnomen nun theoretisch. Zunichst wenden wir uns dem Einstrom-
rand (¢ < 0) zu. Wir betrachten im Folgenden ein Verfahren vom Typ

u}H_l = a1U?+1 + CLOU? + a_1u?,1, J=12,...
ungl _ g(tn+1) —. gn-‘rl’ (38)
u? =0.

Da wir hier Randbedingungen untersuchen wollen, nehmen wir keinen Anfangswert an. Fir
die Funktion G, tiber die wir Stabilitdt definiert haben, gilt dabei

G(a) = ar1e”? + ag + a_je .

3.46 Beispiel
Das Lax—Wendroff-Verfahren ist vom Typ (3.8). Fiir r = 5" gilt dabei

r4r 9 r2—rp

a=-—, ap=1—-7r" a 1= 5

Der folgende Satz besagt, dafl Probleme mit Einstrémrand harmlos in dem Sinne sind, daf3
sich Stabilitdt des Anfangswertproblems direkt aus der Stabilitdt des Anfangsrandwertpro-
blem vererbt.

3.47 Satz (Stabilitét fiir Einstromrand)
Falls das Differenzverfahren stabil fiir das Anfangswertproblem ist (i.e. |G(«)| < 1), dann
erfiillt es fir das Anfangsrandwertproblem (3.8) die Stabilitatsabschatzung

N N
P <Y [
n=0 n=0

BEWEIS
Wir definieren die Erzeugendenfunktionen

00 N
uj(z) = Z uyz ", g9(z) == Z gtz "
n=0 n=0

Wir halten fest, dafl die Erzeugendenfunktionen fiir |z| > 1 konvergieren, solange u? und g"
beschrankt bleiben. Fur alle anderen z betrachten wir die Potenzreihen zunéachst als formale
Potenzreihen.

Kapitel 3
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Multiplikation von (3.8) mit z~" und Summation iiber alle n liefert nun die lineare Rekursion

zu(2) = a1ujp1(2) + aouj(z) + a—1uj—1(2). (3.9)

Wir betrachten das charakteristische Polynom a1¢? + (ag — 2)¢ + a_1; und mdchten nun
wissen, wo dessen beide Nullstellen ((z), (2(z) liegen.

Da das Verfahren fiir das Anfangswertproblem stabil ist, gilt |a1¢ + ag +a_1¢7Y < 1 fiir
|¢| = 1. Also gilt fiir z = a1¢ + ap + a_1¢(" und || = 1, daBl |z| < 1 ist. Damit kann es fiir
|z] > 1 keine Nullstellen vom Betrag 1 geben.

Aus dem Satz von Vieta wissen wir, daB (1¢2 = "+ € Rund ¢ + (2 = = gilt, also ist
¢1(2) = 0 und (2(2) — oo fir z — oco. Fir |z| > 1 gibt es also genau eme Nullstelle, die
betragsméflig echt kleiner als 1 ist.

Eine allgemeine Losung der linearen Regression (3.9) ist u; = clgf + 02@. Fir j — oo ist
nur eine beschrankte Losung sinnvoll (was sich direkt aus der Schema ergibt, da wir mit
dem von uns geforderten Anfangswert fiir festes n fiir grofie j irgendwann u} = 0 erhalten;
genauer muf eine solche Losung sogar gegen Null gehen), i.e. es gilt co = 0. Damit gilt

uj(2) = uo(2)C(2) = g(2)¢1(2)’,

also gilt wegen [(1(2)| < 1 fiir |z] > 1 und einem Stetigkeitsargument

uj ()] < lg(2)] Vl|z[ = 1.

Durch mehrmaliges Anwenden der Parseval-Gleichung erhalten wir damit

S = /u b < o /r<ew>|2de=§:|g“.
n=0

n=0

Dabei beachten wir, dal die Summe nicht von n = —oo, sondern erst ab n = 0 beginnt, da
uy fir negative n analytisch ist und diese daher diese Summanden verschwinden.

Da v} unabhéngig von den g™ fiir m > n ist, kénnen wir diese in der Summe weglassen und
erhalten damit die gewtlinschte Abschitzung, indem wir ¢"* = 0 fiir m > N setzen und die
dann erhaltene Gleichung mit 7 multiplizieren. O

Wir betrachten nun den Ausstrémrand (¢ > 0). Hier betrachten wir nun ebenfalls ein Ver-
fahren mit Drei-Term-Rekursion

n+l __ n n n
U = a1uyyq +aouy +a-1uy g,

zu welcher wir die rationale Funktion a(z,¢) := a1 + ag + a_1{~" — 2 assoziieren.
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Fiir r = - definieren wir nun zwei Strategien fiir numerische Randbedingungen.

up™ =l 4 (Ul — ud), (3.10)
up™ =l 4 20 (U — ). (3.11)

Weiter sei die Anfangsbedingung u? gegeben, wobei u? beschréankt ist. Der Einfachheit halber
setzen wir af = Ug .= 0. Zu den beiden Randwertbedingungen assoziieren wir nun rationale
Funktionen. Dabei soll z symbolisch die Verschiebung in der Zeit und ¢ die Verschiebung im

Ort bezeichnen.
1. Zur Randwertbedingung (3.10) assoziieren wir b(z,() :=2z —1—r(¢ —1).
2. Zur Randwertbedingung (3.11) assoziieren wir b(z,() := z — 2=t — 2r(¢ — 1).

Fiir den folgenden Satz sei b(z, () eine allgemeine rationale Funktion, die wir mit den Rand-
werten assoziieren.

3.48 Satz (Instabilitdtskriterium von Godunov-Ryabenkii)
Falls es z,{ € C mit |z| > 1 und |{| < 1 mit a(z,{) = 0 und b(z,({) = 0 gibt, dann ist
das Verfahren instabil.

BEWEIS
Zu a(z,¢) = 0 gibt es — wie wir aus dem Beweis von Satz 3.47 wissen — zwei Losungen (;(z)
und (2(z) mit |¢1(2)] < 1 und |(2(2)| > 1.

? := (1(z)’ fiir j > 0. Dann ist ul = 2"(1(z)’ die Losung des Differenzenver-

fahrens (was wir durch Einsetzen {iberpriifen konnen). Fiir |z| > 1 wéichst u] exponentiell
mit der Zeit (also mit n) an und daher ist dies sogar exponentiell instabil. O

Wir wahlen

3.49 Bemerkung
Die Voraussetzung von Satz 3.48 ist etwa fiir das Verfahren von Lax—Wendroff mit der
Randbedingungsstrategie (3.11) erfiillt (Ubung!). Daher ist dieses Verfahren instabil.

3.50 Bemerkung (Stabilitdtsuntersuchung fiir die Strategie (3.10))
Wir untersuchen nun nur noch die Randbedingungsstrategie (3.10). Wir sehen, daf§ fiir r < 1

keine Nullstelle von b(z, () mit |z| > 1 und |{| < 1 existiert. Daher kénnen wir mit Satz 3.48
nicht direkt die Instabilitdt schlieSen.

Fiir die Erzeugendenfunktionen gilt aufgrund der Rekursion — wie im Beweis von Satz 3.47
o o
Z U?Hz*” =z Z u}”lz*(”“) = z(u;(z) — ug-)),
n=0 n=0

was zur inhomogenen (in j) linearen Rekursion

zuj(2) —uf = aruj (2) + aou;(2) + a—1uj1(2)

Kapitel 3
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fithrt. Fir j — oo haben wir eine beschrinkte Losung und lassen daher bei der allgemei-
nen Losung, die dhnlich wie im Beweis von Satz 3.47 hergeleitet wird, die Nullstelle, die
Unbeschranktheit implizieren wiirde, weg. Wir erhalten also

uj(2) = uo(2)¢1(2) + fi(2), (3.12)

wobei f; eine beschrinkte Losung der inhomogenen Gleichung mit fo = 0. Mit den Randbe-
dingungen aus (3.10) gilt

zuo(z) = up(2) + r(u1(z) —uo(z)).

Wir nehmen nun der Einfachheit halber an, daf§ die Anfangswerte verschwinden und erhalten
damit durch Einsetzen in (3.12) mit ¢ = (1(2)

(z =1 =7r(C—1)uo(z) = rfi(2),
also gilt

rf1(z)
z—1—-r(C—-1)

uo(z) =

Da beim Lax-Wendroff-Verfahren ¢1(z) = 1+ 2(z — 1) + O((z — 1)) — 1 (fiir = — 1) gilt,
wird diese Summe fiir z — 1 kritisch. In diesem Fall gilt

o0

1 1 1

1
e R e Y L =

nz ",
0

z

was lineare Instabilitdt (immerhin keine exponentielle) bedeuten wiirde.
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