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7. Ubungsblatt zur Numerik instationirer Differentialgleichungen

Aufgabe 17:

Zeigen Sie unter den Voraussetzungen der Vorlesung: Die Losung u(t) € V' des homogenen parabolis-
chen Problems v’ + Au =0 in V', u(04) = up in H, erfiillt fiir alle t > 0

Au(t) € H und |Au(t)| < %|u0|
und damit
Co
Ol < L,

mit von ¢ und ug unabhangigen Konstanten C7, Cs.

Aufgabe 18:

Unter den Voraussetzungen von Aufgabe 17 gilt fiir die Zeitableitungen

C
|U(k)(t)| < T:|u0|’ fir t >0 und k£ > 1.

Aufgabe 19: (Schrittweitensteuerung bei Runge-Kutta-Verfahren)

Zur Schrittweitensteuerung verwendet man ein eingebettetes Verfahren der Form

Ji=yo+h | bof(to.yo) + > _bY] | =vo+ | hbof(to,y0) + > d;Z;
j=1 Jj=1

mit denselben Knoten ¢;, aber mit niedrigerer Ordnung (bei Radau-Verfahren: Ordnung s). Damit
gilt

G — y1 = hbof (to, yo) + _ h(bj — b;)Y] = | Rbof(to, yo) + > _(d; — d;)Z;
j=1 Jj=1

Beachten Sie Aufgabe 8 zur Definition der Z; und d;.
(a) Machen Sie sich klar: Bei entsprechender Wahl der a?j gilt fiir den Fehler err := 33 — 11

|err| = Ch*TL + O(R*T2).

(b) Wendet man diese Fehlerschitzung allerdings bei der Testgleichung y' = Ay, y(0) = yo, fiir
hA — oo an, so verhélt sich die Fehlerschéitzung wie bphAyy (warum?) und ist damit fiir steife
Differentialgleichungen ungeeignet. Setzt man jedoch

err == (I — hboJ) " (1 — y1), (1)



so geht err — —yg flir hA — oo, wobei J = Al die Jacobi-Matrix der Testgleichung sei. Im
ersten und nach jedem verworfenen Schritt (|err|| > 1) setzt man auf Kosten einer zusétzlichen
Funktionsauswertung

érr = (I — hboJ) " (hbo f (to, yo + err) + > _(d; — d;) Z;).
j=1

Dann gilt err — 0 fir hA — oo, ebenso wie die numerische Losung. Zeigen Sie diese Aussagen.

(c) Wie reguliert man nun die Schrittweiten? Fiir den Fehler (1) im n-ten Schritt (also zur
Zeit tpy1) gilt |lerrni1] = Cphst! (warum?). Unter der nicht immer realistischen Annahme
Chi1 =~ O, ergibt sich aus einer Schétzung fiir err,4+1 und der Forderung ||errp4+1]| =~ 1 die
Schrittweite fiir den nachsten Schritt als

hnew = fac - hogllerrn ||~/ Y (2)
mit der gewichteten Norm
1 d errnt1i 2
lerrniall = P ; <sc2> ; s¢; = Atol; + max{|yn,il, [yn+1,i|} Rtol;.

und einem Faktor fac, der in Abhéngigkeit von der maximalen Anzahl der Newton-Schritte
kmax sowie der Anzahl Newt der im aktuellen RK-Schritt bereits gemachten Newton-Schritte
gegeben ist durch

2kmax +1

Jae =09 o Newt'

Dabei sind Atol; und Rtol; zu wahlende Toleranzen fiir den absoluten bzw. relativen Fehler.
Im Falle hpew < fac - hoyg folgt ||errpi1|| > 1 (warum?), d.h. Schrittweitenreduktionen um
mehr als fac sind nicht ohne Verwerfen des Schrittes moglich.

(d) Eine realistischere Annahme ist Cy,41/Cp, = C,,/Cp—1. Zeigen Sie, da8 aus Cy1h3EL =1 als
Anforderung an die neue Schrittweite folgt:

Y(s+1) 1/(s+1)

lerrn n—1 \llerrm|

Eine mogliche Schrittweitenstrategie besteht zum Beispiel in der Wahl des Minimums aus (2)
und (3).
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