Universitat Tiibingen Tiibingen, den 26.10.2021
Mathematisches Institut
Prof. Dr. Christian Lubich

2. Ubungsblatt zur Numerik stationirer Differentialgleichungen

Aufgabe 3:

Zum Randwertproblem

y =C(t)y+q(t),  Ay(a)+ By(b) =0

betrachte man die Sensitivitadtsmatrix

(a)

(b)

E(t) = AR(a,t) + BR(b,t)  (a <t <b).

Zeigen Sie: E(t) ist fiir alle ¢ € [a, b] invertierbar <= E(t) ist fiir ein ¢ € [a, b] invertierbar.
Dies sei im folgenden erfiillt.

Zeigen Sie: Die eindeutige Losung des obigen Randwertproblems ist gegeben durch

b
y(t) = / G(t, s)a(s)ds

mit der Green’schen Funktion

Glt,s) = E(t)"'AR(a,s) fira<s<t<b
T —E(t)"'BR(b,s) fira<t<s<b.

Hinweis: Stellen Sie y(t) als Summe der Losung v(t) des zugehorigen Anfangswertproblems mit
Anfangswert v(a) = 0 und der Losung w(t) des zugehorigen homogenen AWPs mit geeignetem
Anfangswert w(0) = wq dar.

(Empfindlichkeit gegeniiber Storungen der Inhomogenitit)
Seien y, § die Losungen der Randwertprobleme

y'=Cty+q(t), Ay(a) + By(b) = r
g =Cj+at),  Agla)+Byb)=r.

Zeigen Sie:

t)—y)| < t) —q(t
max ly(t) — 4(1)]| < v max flq(t) — (1)]

b
mit y = max/ |IG(t,s)||ds < (b—a) max |G(t,s)]|

a<t<b a<s,t<b

Aufgabe 4:

(a)

Schreiben Sie das Randwertproblem (mit reellem Parameter A # 0)
v’ = \u, w(0) =0, wu(l)=1

durch Einfithren von v = 4’/ in ein System 1. Ordnung um. Berechnen Sie dessen Resolvente
und die Green’sche Funktion des Randwertproblems. Weisen Sie nach, dass fiir A — +oco die
Resolvente wie e* wichst, wogegen die Green’sche Funktion unabhiingig von \ beschrinkt
bleibt.

(Somit ist das Anfangswertproblem schlecht konditioniert, das Randwertproblem gut kondi-
tioniert.)



(b) Fiir welche Werte von w € R ist das Randwertproblem

eindeutig losbar? Wir verhalten sich Resolvente des Anfangswertproblems und Green’sche
Funktion des Randwertproblems fiir w — 7?

(Anfangswertproblem gut konditioniert, Randwertproblem schlecht konditioniert)

C(t—s)

Hinweise: R(t,s) =e , C diagonalisieren. A = 4w in (b) erspart Ihnen Rechenarbeit.

Programmieraufgabe 1 :

Implementieren Sie das einfache Schielverfahren fiir das Randwertproblem
W) =N (u(t)?,  t€ab],
u(a) = ugq, u(b) = up,

mit A € R. Gehen Sie dabei wie folgt vor:

e Implementieren Sie zum Ldsen des zugehorigen Anfangswertproblems in jedem Newton-Schritt
(sowie zum Losen der Anfangswertprobleme zur Bestimmung der im Newton-Verfahren benotig-
ten Resolvente) das klassische Runge-Kutta-Verfahren.

e Berechnen Sie die in der Vorlesung definierten Matrizen A¥, B¥ und C* von Hand.

e Zum Losen des linearen Gleichungssystems in jedem Newton-Schritt kénnen Sie den eingebau-
ten Matlab-Operator \ benutzen.

e Brechen Sie ab, sobald die Randbedingungen bis auf einen Fehler < T'OL erfiillt sind.

Testen Sie Thr Programm mit a = 0,0 =1, u, =0, up = 1, A\ =1/2 und TOL = le — 7. Verwenden
Sie als Startwert «/(0) = —5. Plotten Sie die Trajektorie der gefundene Approximation an die
Losung gegen t. Vergleichen Sie diese mit den Trajektorien des zugehorigen Anfangswertproblems
mit u(0) = ug, v’ (0) = s und s = —4, —12.

Besprechung in der Ubung am 02.11.2021.
Abgabe der Programmieraufgabe bis 09.11.2021, 12 h s.t.



