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13. Übungsblatt zur Numerik stationärer Differentialgleichungen

Aufgabe 35:
Sei H Hilbertraum, T : H → H kompakt. Falls dimH =∞, so ist 0 ∈ σ(T ).

Aufgabe 36:
Seien Ω1 ⊂ Ω2 ⊂ Rn zwei Gebiete mit zugehörigen Dirichlet-Problemen

−∆u = λu in Ωi,

u = 0 auf ∂Ωi,

mit Eigenwerten λm(Ωi), i = 1, 2, m = 1, 2, . . . Zeigen Sie:

λm(Ω1) ≥ λm(Ω2).

Aufgabe 37:
Betrachten Sie das Wärmeleitungsgleichung

∂tu−∆u = 0 in Ω× (0, T ),

u = 0 auf ∂Ω× (0, T ),

u = u0 für t = 0,

mit u0 : Ω→ R. Zeigen Sie:

(a) Falls eine klassische Lösung u : Ω× [0, T ] existiert, so ist diese gegeben durch

u(·, t) =

∞∑
m=1

(u0, wm)e−λmtwm,

wobei λm und wm die Eigenwerte bzw. L2(Ω)-orthonormalen Eigenvektoren des Laplace-
Operators sind.
Hinweis: Machen Sie den Ansatz u(x, t) = ϕ(t)w(x).

(b) Folgern Sie für beliebige k ∈ N:∥∥∥∥ ∂k∂tk u(·, t)
∥∥∥∥
L2(Ω)

≤ C(t, k)‖u0‖L2(Ω).

Was geschieht im Falle t→∞?
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