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14. Ubungsblatt zur Numerik stationirer Differentialgleichungen

Aufgabe 38:
Betrachten Sie das Eigenwertproblem

u(0)

Au(x) in (0,7),
u(m) = 0.

Zur Diskretisierung werden lineare Finite Elemente mit einer dquidistanten Unterteilung von [0, 7]
in (N + 1) Teilintervalle der Liange h gewé&hlt.

(a) Geben Sie die Matrizen A und M des zugehorigen Systems Ap = AM p an.

(b) Die kontinuierlichen Eigenwerte und -vektoren lauten

A = m?, Um () = sin(mz), m=1,2,...

Die diskreten Eigenwerte und -vektoren sind gegeben durch

6 1 — cosmh

:ﬁm, Um,h:]._.[hum, m:1,2,...,N.

Am,h

Dabei bezeichnet II,v = 25:1 v(nh)yy, die stiickweise lineare Interpolation in den Gitterpunk-
ten mit der Finite Elemente-Basis (¢,,)2_;. Verifizieren Sie dies und zeigen Sie die Abschitzung

A — A < C(m)h?.

Aufgabe 39:

Betrachten Sie das Anfangs/Randwertproblem der Wirmeleitungsgleichung
u = Au+ f(z,t) in Q x (0,7)
u = 0 auf 0Q x (0,T)
u = U firt=20

mit stetigem f : Q x [0, 7] — und ug : Q —. B
Zeigen Sie unter der Annahme, dass eine klassische Losung u : ©Q x [0,7] — existiert, dass diese
gegeben ist durch

u(-,t) = i {(Uovwk)em + /t(f(‘a S)»wk)ek’“(ts)ds} Wy

k=1 0

Hinweis: Der Ausdruck in geschweiften Klammern ist die Losung des linearen skalaren Anfangswert-

problems

dak

E _ _Akak + (f(.’t)’wk). , Ctk(O) = (’U,(),’U)k)

Unter welchen (schwachen) Regularitétsvoraussetzungen an f und ug macht obige Formel noch Sinn?



Aufgabe 40:
Betrachten Sie die Wellengleichung

P4 = Au+ f(z,t) in Q x (0,7T)
u = 0 auf 09 x (0,7)
T— uo,%:vo firt=20

Wie sieht die Eigenbasisentwicklung einer (klassischen) Losung dieses Anfangs/Randwertproblems
aus?

Hinweis: Die Lésung von ‘573“ = —wla+¢(t), a0) = ag, d—ct“(O) = [y ist gegeben durch «a(t) =

coswt - o + wtsinwt - By + fgw_l sinw(t — s)p(s)ds.

Besprechung in der Ubung am 09.02.2016.
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