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1. Ubungsblatt zur Numerischen Behandlung von Differentialgleichungen I

Aufgabe 1:
Sei R(-,-) die Resolvente der linearen Differentialgleichung vy’ = C(t)y. Zeigen Sie:

(a) Fiir festes tg ist R(-,tg) die Losung des Anfangswertproblems

%R(ﬁ,to) = C(t)R(t, to), R(to,to) = 1.

(b) Die Losung des inhomogenen Anfangswertproblems

y =Cty+qt),  y(to) =yo

ist gegeben durch
t

y(t) = R(t,to)yo + | R(t, s)q(s)ds.

to

Aufgabe 2:

Zum Randwertproblem
y=Ct)y+q(t),  Ayla)+ By(b) =0

betrachte man die Sensitivitadtsmatrix

E(t) = AR(a,t) + BR(b,t)  (a <t <b).

(a) Zeigen Sie: E(t) ist fiir alle ¢ € [a,b] invertierbar <= E(t) ist fiir ein ¢t € [a, b] invertierbar.
Dies sei im folgenden erfiillt.

(b) Zeigen Sie: Die eindeutige Losung des obigen Randwertproblems ist gegeben durch

b
u(t) = [ Gt.9)a(s)ds

mit der Green’schen Funktion

Git.s) = E(t)"1AR(a,s) fira<s<t<b
8) = —~E(t)"'BR(b,s) fira<t<s<b.

(¢) (Empfindlichkeit gegeniiber Stérungen der Inhomogenitét)
Seien y, y die Losungen der Randwertprobleme

y' =C(t)y +q(t), Ay(a) + By(b) =1
g =Ct)g+qt), Ag(a) 4+ Bg(b) = r.

Zeigen Sie:

t) — ()] < t) —q(t
fg?;‘b”y( ) =g < vanglggbIIQ( ) —q@)

b
mit y = max/ |G(t,s)]|ds < (b—a) max [|G(t,s)]|

a<t<b a<s,t<b



Aufgabe 3:

(a)

Schreiben Sie das Randwertproblem (mit reellem Parameter A # 0)
u’ = XNu,  w(0)=0, u(l)=1

durch Einfithren von v = 4’/ in ein System 1. Ordnung um. Berechnen Sie dessen Resolvente
und die Green’sche Funktion des Randwertproblems. Weisen Sie nach, daf fiir A — +oo die
Resolvente wie e* wichst, wogegen die Green’sche Funktion unabhingig von \ beschrinkt
bleibt.

(Somit ist das Anfangswertproblem schlecht konditioniert, das Randwertproblem gut kondi-
tioniert.)

Fiir welche Werte von w € R ist das Randwertproblem

eindeutig 16sbar? Wir verhalten sich Resolvente des Anfangswertproblems und Green’sche
Funktion des Randwertproblems fiir w — 77

(Anfangswertproblem gut konditioniert, Randwertproblem schlecht konditioniert)

Hinweise: R(t,s) = e“(!=%) C diagonalisieren. A\ = iw in (b) erspart IThnen Rechenarbeit.

Besprechung in den Ubungen am 04.11.2009

Die Ubungen finden jeweils mittwochs von 15-17 Uhr im Raum 1.034 (Verfiigungsgebiiude) statt.
An den Terminen 02.12.2009, 10.02.2010 und 17.02.2010 findet die Ubung im Raum 1.033 (Verfiigungs-
gebidude) statt.



