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10. Übungsblatt zu Algorithmen der Numerischen Mathematik

Aufgabe 29: (Fletcher–Reeves)

Beim cg-Verfahren von Fletcher–Reeves kann man die eindimensionalen Minimierungsverfahren
näherungsweise lösen bis die Abbruchbedingung

|gTk+1dk| ≤ σgTk dk, σ ∈
(
0,

1

2

]
erfüllt ist.

Zeigen Sie, dass dann das Verfahren für jedes k ein Abstiegsverfahren ist, d.h., dass die Suchrichtung
−dk eine Abstiegsrichtung ist, d.h., dass für kleine α > 0 gilt

f(xk − αdk) < f(xk).

Hinweis: Zeigen Sie für d0 = g0 mit vollständiger Induktion∣∣∣∣gTk dkgTk gk
− 1

∣∣∣∣ ≤ k∑
j=0

σj − 1.

Welche Werte kann gTk dk also annehmen? Interpretieren Sie nun gTk dk geometrisch.

Aufgabe 30: (Matrix-Rang bei Arnoldi)

Zeigen Sie, dass die Matrix H̃k aus dem Arnoldi-Verfahren vollen Rang hat und dass lineare Aus-
gleichsprobleme mit dieser Matrix eindeutig lösbar sind.

Aufgabe 31: (Orthogonale Transformation bei Arnoldi)

Zur Lösung von Ax = b mit einer nichtsingulären Matrix A ∈ Rn×n wird das GMRES- bzw. das
FOM-Verfahren verwendet. Dabei sei {v1, . . . , vk} die Arnoldi-Basis zum Startvektor b. Zeigen Sie:

(a) Wendet man das Arnoldi-Verfahren auf das transformierte Problem Âx̂ = b̂ mit Â = QAQT

und b̂ = Qb an, wobei Q eine orthogonale Matrix ist, so gilt für die Vektoren {v̂1, ..., v̂k} der
neuen Arnoldi-Basis v̂j = Qvj .

(b) Zeigen Sie damit, dass GMRES und FOM für das transformierte Problem Âx̂ = b̂ die Lösung
x̂ = Qx liefern.

Aufgabe 32: (Invarianz unter Shifts)

Zeigen Sie, dass das Arnoldi- und das Lanczos-Verfahren invariant unter Shifts sind, d.h., wenn man
A durch A + λI mit λ ∈ R ersetzt, bleiben die Krylov-Basen Vk und beim Lanczos-Verfahren Wk

unverändert. Wie ändern sich die Hessenbergmatrizen Hk bzw. Tk?
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