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8. Übungsblatt zu Algorithmen der Numerischen Mathematik

Aufgabe 23: (Methode des steilsten Abstiegs)

Wie kann die Methode des steilsten Abstiegs zur Lösung des linearen Gleichungssystems Ax = b
mit symmetrisch positiv definiter Matrix A benutzt werden?
Zeigen Sie: In der Norm ‖v‖A =

√
vTAv gilt für den Fehler der Iterierten

‖xk − x‖A ≤
(

1− 1

cond2(A)

) k
2

‖x0 − x‖A.

(cond2(A) = ‖A‖2‖A−1‖2 = λmax(A)/λmin(A).) Das Verfahren konvergiert also (aber sehr langsam,
falls A schlecht konditioniert ist).

Hinweis: Verwenden Sie (zum Beispiel) das folgende Grundgerüst

‖xk − x‖2A = . . . = dTkA
−1dk = . . . = dTkA

−1dk−1 = . . .

= dTk−1A
−1dk−1

(
1−

dTk−1dk−1

dTk−1Adk−1

dTk−1dk−1

dTk−1A
−1dk−1

)
≤ . . . = ‖xk−1 − x‖2A

(
1− 1

cond2(A)

)
.

Machen Sie sich klar, dass zwei aufeinanderfolgende Suchrichtungen zueinander orthogonal sind.

Aufgabe 24: (Orthogonalität und Skalarprodukte)

Zeigen Sie:

a) Bzgl. des Skalarprodukts (·, ·) sind in der Methode des steilsten Abstiegs zwei aufeinanderfol-
gende Suchrichtungen und im cg-Verfahren die Gradienten gk zueinander orthogonal. (Aus der
Vorlesung wissen Sie bereits, dass im cg-Verfahren Suchrichtungen dk zueinander A-orthogonal
sind.)

b) Im cg-Verfahren ist

(dk, gk)

(Adk, dk)
=

(gk, gk)

(Adk, dk)
,

(Adk, gk+1)

(Adk, dk)
= −(gk+1, gk+1)

(gk, gk)
.

Aufgabe 25: (Orthogonale Zerlegung)

Seien V ≤W ≤ Rn und V ⊥ = {w ∈W : wTAv = 0 für alle v ∈ V } der zu V konjugierte Unterraum
von W (A ∈ Rn×n symmetrisch positiv definit). Dann existieren zu w ∈ W eindeutig bestimmte
v ∈ V und d ∈ V ⊥ mit

w = v + d,

wobei v =
∑k−1

j=0
(Adj ,w)
(Adj ,dj)

dj , falls d0, . . . , dk−1 eine A-orthogonale Basis von V ist (d.h. (Adi, dj) = 0

für i 6= j).
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