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2. Ubungsblatt zur Numerik

Aufgabe 5: Fiir jede auf [a, b] positive, stetige Funktion w ist durch

b
(f.9) = / w(@) f(@)g(z) dx

ein Skalarprodukt auf dem Raum der stetigen reellwertigen Funktionen definiert.
Zeigen Sie: Die beziiglich der Gewichtsfunktion w auf dem Intervall [a, b] orthogonalen Polynome pj,
erfiillen

1
pr(z) = Ckm@ [w(z)(z —a)*(b—2)*], C)eR, (Formel von Rodriguez)
falls die rechte Seite ein Polynom vom Grad k ist.

Hinweis: Weisen Sie nach, dass das wie oben definierte Polynom orthogonal zu allen Polynomen
vom Grad < k — 1 ist. Verwenden Sie dazu partielle Integration.

Aufgabe 6: Die Legendre-Polynome Py, sind durch die Bedingung Pj(1) = 1 normiert.
Zeigen Sie mit Hilfe von Aufgabe 5:

Nk ak
i) = Sy

Aufgabe 7: Gegeben seien die Trapezregel (TR) und die Mittelpunktsregel (MR) zur numerischen
Approximation eines Integrals. Bestimmen Sie die Knoten und Gewichte der Quadraturformel

b
a‘TR—i—B-MR%/ f(z)dx

in Abhéngigkeit von o und §. Fiir welche Wahl der Parameter wird die Ordnung maximal?
Begriinden Sie Thre Aussage anhand der Ordnungsbedingungen.

Aufgabe 8: Eine Folge {5, } erfiille
Sn+1 — S = pn(Sn — S) mit p, — p, p# 1.

Zeigen Sie, dass die durch die Aitken’sche A%-Regel erhaltene Folge {5’} schneller als die urspriing-
liche Folge gegen S konvergiert, d. h.

S — 8
S, — 8

Die Folge {5/} kann gegen S konvergieren, ohne dass {5, } konvergiert.

—0 fiir n — oo.
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Programmieraufgabe 2: (Adaptive numerische Integration)

(a) Es sei a < b, tol > 0 und £: R — R. Schreiben Sie eine Funktion adaptint(a,b,tol,f),
die das Integral ff f(x) dz adaptiv nach der Vorlesung berechnet, wobei Sie die Simpsonregel
mit Mittelpunktsregel benutzen sollen (anstatt GauB der Ordnung 15 mit entsprechender
eingebetteter Formel). Geben Sie auch die Anzahl der Funktionsauswertungen aus.

Hinweis: adaptint() soll adaptint() mit anderen Parameter aufrufen. Die Funktion soll
sich also rekursiv aufrufen.

(b) Schreiben Sie die Funktion adaptint_run(), welches das Integral

1
/ e—1002* g, (1)

-1

approximiert bis auf einen Fehler von tol = 107°. Dies soll einmal durch adaptint() und
einmal durch eine dquidistante Simpsonregel geschehen. Vergleichen Sie die Anzahl der Funk-
tionsauswertungen und erklédren Sie das Verhalten.

Hinweis: Sie diirfen die erste Programmieraufgabe benutzen. Dariiber hinaus diirfen Sie zum

N

Testen nutzen, dass Y7 eine sinnvolle Approximation von (1) ist.
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