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11. Übungsblatt zur Numerik

Aufgabe 41: Sei D ⊂ Rd offen und konvex, f : D → Rd stetig differenzierbar. Zeigen Sie: Für
y, z ∈ D gilt

〈f(y)− f(z), y − z〉 ≤ ` · ‖y − z‖2 mit ` = sup
u∈D

µ
(
f ′(u)

)
‖f(y)− f(z)‖ ≤ L · ‖y − z‖ mit L = sup

u∈D
‖f ′(u)‖,

wobei für euklidische Norm und Skalarprodukt und reelle d× d-Matrizen A

µ(A) = sup
v 6=0

〈Av, v〉
‖v‖2

= größter Eigenwert von
1

2
(A+AT ),

‖A‖ = sup
v 6=0

‖Av‖
‖v‖

=
√

größter Eigenwert von ATA.

Hinweis: f(y)− f(z) =
∫ 1
0 f
′(z + t(y − z)) · (y − z) dt und 〈Av, v〉 = 〈12(A+AT )v, v〉.

Aufgabe 42: Es sei die Differentialgleichung y′ = f(t, y) gegeben. Aufgrund von Rundungsfehlern
berechnet man beim Euler-Verfahren an Stelle von

yn+1 = yn + hf(tn, yn)

gestörte Werte
ỹn+1 = ỹn + hf(tn, ỹn) + δn.

Es sei ỹ0 = y0 und es gelte ‖δn‖ ≤ δ. Zeigen Sie: Falls f einer Lipschitzbedingung mit Konstante L
genügt, so ist

‖ỹn − yn‖ ≤M
δ

h

mit M = (eL(T−t0) − 1)/L für tn ∈ [t0, T ].
Hinweis: Lady Windermere’s Fächer.

Aufgabe 43: Die Differentialgleichung

y′ = Ay mit A =

(
998 −1998
999 −1999

)
werde mit dem expliziten und dem impliziten Euler-Verfahren gelöst. Zeigen Sie: Die exakte Lösung
erfüllt y(t) → 0 für t → ∞. Für welche Wahl der Schrittweite h geht die numerische Lösung des
expliziten bzw. impliziten Euler-Verfahrens gegen 0?
Hinweis: Diagonalisierung von A.

Bitte wenden



Aufgabe 44: Gegeben sei die Differentialgleichung y′ = Ay + g(t, y), wobei µ(A) ≤ ` und g
eine Lipschitzbedingung mit Konstante L erfülle (vgl. Aufgabe 41). Es werde das linear-implizite
Euler-Verfahren

yn+1 = yn + h(Ayn+1 + g(tn, yn))

betrachtet. Zeigen Sie:

• Falls `+ L ≤ 0, so gilt für zwei beliebige Lösungen y, z

‖y(t)− z(t)‖ ≤ ‖y(t0)− z(t0)‖ für t ≥ t0.

• Die numerische Lösung zu zwei Anfangswerten y0, z0 erfüllt für beliebige Schrittweiten h > 0

‖y1 − z1‖ ≤ ‖y0 − z0‖,

verhält sich also wie die exakte Lösung.
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