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11. Ubungsblatt zur Numerik

Aufgabe 41: Sei D C R? offen und konvex, f : D — R? stetig differenzierbar. Zeigen Sie: Fiir
y,z € D gilt

(fly) = f(z),y—2) <€ |ly—z|> mitl= sup (f'(w)

1f(y) = FEI < L-ly - =] mithilelng'(U)ll,

wobei fiir euklidische Norm und Skalarprodukt und reelle d x d-Matrizen A

A 1
1(A) = sup ( U’;}> = groBter Eigenwert von — (A + AT),
v0 ]l 2
A
[ Al = sup w = \/ grofiter Eigenwert von AT A.
v£A0 ||V

Hinweis: f(y) — f(z) = fol flz4+tly—2) - (y— 2)dt und (Av,v) = (3(A+ AT)v,v).

Aufgabe 42: Es sei die Differentialgleichung 3’ = f(¢,y) gegeben. Aufgrund von Rundungsfehlern
berechnet man beim Fuler-Verfahren an Stelle von

Yn+1 = Yn + hf(tm yn)

gestorte Werte

gn-i—l = Un+ hf(tmgn) + On.
Es sei gp = yo und es gelte ||d,|| < 0. Zeigen Sie: Falls f einer Lipschitzbedingung mit Konstante L
geniigt, so ist

1
Nn_ n §M*
5n — ynll N

mit M = (eL(T=%) —1)/L fiir t,, € [to, T).
Hinweis: Lady Windermere’s Fécher.

Aufgabe 43: Die Differentialgleichung

. ., (998 —1098
y =4y  mit A‘(999 —1999)

werde mit dem expliziten und dem impliziten Euler-Verfahren gelost. Zeigen Sie: Die exakte Losung
erfilllt y(t) — 0 fir t — oo. Fiir welche Wahl der Schrittweite h geht die numerische Losung des
expliziten bzw. impliziten Euler-Verfahrens gegen 07

Hinweis: Diagonalisierung von A.

Bitte wenden



Aufgabe 44: Gegeben sei die Differentialgleichung ' = Ay + g(t,y), wobei u(A) < ¢ und g
eine Lipschitzbedingung mit Konstante L erfiille (vgl. Aufgabe 41). Es werde das linear-implizite
Euler-Verfahren

Yn+l = Yn + h(Ayn—l—l + g(tna yn))

betrachtet. Zeigen Sie:
e Falls £+ L <0, so gilt fiir zwei beliebige Losungen y, z
ly(t) = 2O < [ly(to) — z(to)l|  fiir £ > to.
e Die numerische Losung zu zwei Anfangswerten yyg, 2o erfiillt fiir beliebige Schrittweiten A > 0

lyr = 21 < [lyo = 2oll;

verhélt sich also wie die exakte Losung.
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