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Wiederholungsfragen

Hinweise und Literatur: Die folgenden Fragen und Aufgaben dienen der Wiederholung des Vor-
lesungsstoffes und der Vorbereitung auf die Klausur. Begriinden Sie Thre Antworten jeweils. Bei
Riickfragen und Diskussionsbedarf stehe ich gerne zur Verfiigung.

Die Auswahl der Fragen basiert natiirlich auf der Vorlesung “Numerik” (frither “Numerische Mathe-
matik I”) von Prof. Ch. Lubich (siehe die Mitschriften von Markus Klein und Nils Rudolph), dariiber
hinaus auf dem Skript zur Vorlesung “Numerik fiir Informatiker und Bioinformatiker” von Dr. D. Weif.
Dem letztgenannten verdanke ich zahlreiche Beispiele und Anregungen. Die eingestreuten Aufgaben
gehen auf alte Klausuren vergangener Jahre zuriick sowie zu geringen Teilen auf die Lehrbiicher von
Deuflhard / Hohmann und Stoer / Bulirsch. Einzelreferenzen kann ich bei Nachfragen gerne angeben.

1 Numerische Integration

1. Was versteht man unter der Ordnung einer Quadraturformel (QF)? Wie héngt dies mit den
Ordnungsbedingungen

2 1
Y obicdTh=2,  1<q<p,
=1 q

fiir eine QF der Ordnung p zusammen?
Bestimmen Sie die Ordnung der QF

/:f(x)dmb;“-<3f<a+b;“>+f(b)>.

2. Seien Knoten (¢;);_; gegeben. Finden Sie zugehorige Gewichte (b;)5_; so, dass Thre QF Ordnung
p > s hat. Ist Ihre Wahl der b; eindeutig?

3. Wann heifst eine QF symmetrisch? Hat jede symmetrische QF gerade Ordnung? Ist jede QF
gerader Ordnung symmetrisch? Geben Sie ggf. ein Gegenbeispiel an.
Es sei der Knoten ¢; = % einer symmetrischen QF mit zwel Knoten gegeben. Bestimmen Sie den
Knoten ¢o und die Gewichte b1 und b2 so, dass die Ordnung der QF maximal wird. Wie grof ist
diese?

4. Was ist die maximale Ordnung einer s-stufigen QF? Wie konstruiert man QFn maximaler Ord-
nung, falls man Knoten und Gewichte frei wihlen kann? Was hat das mit den in der Vorlesung
behandelten orthogonalen Polynomen zu tun? Ist Gaul-Legendre-Quadratur symmetrisch?

5. Sei eine abstrakte QF der Ordnung > p gegeben. Geben Sie eine Abschitzung fiir den Fehler
der QF bei Anwendung auf eine beliebige, hinreichend oft differenzierbare Funktion iiber einem
beliebigen abgeschlossenen Intervall. Was gilt fiir den Fehler auf dem Gesamtintervall, wenn Sie
es in gleich grofse Teilintervalle zerlegen und auf jedem Teilintervall die QF anwenden?
Betrachten Sie die folgenden Fehlerplots fiir summierte QFn in Bild 1 und ordnen Sie jedem eine
mogliche QF zu.
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Figure 1: Fehlerplots fiir summierte QFn und zugeh. Werte.

Wieviele dquidistante Unterteilungen sind fiir die Simpsonregel erforderlich, damit die Naherung

fiir das Integral

/07r/2 sin(z) cos(x) dx

um nicht mehr als 10~° vom exakten Wert abweicht?
Approximieren Sie das Integral
1
1
/ dzx
0 1 + x

1

mit der summierten Trapezregel und aquidistanten Unterteilungen der Lange 55, 1 < i < 3.
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Verbessern Sie anschliefend Ihr Ergebnis mittels Extrapolation.

6. Sei f € C5—1,1] und p das Hermite-Interpolationspolynom zu f in den Knoten —1, 0 und 1

(vom Grad 5). Welche QF entsteht durch Integrieren von p iiber [—1,1]7 Welche Ordnung hat
sie? Zeigen Sie, dass der Peanokern auf [—1, 1] konstantes Vorzeichen hat. Bestimmen Sie mit
diesem Wissen eine Fehlerdarstellung fiir Ihre QF (Mittelwertsatz der Integralrechnung!).

2 Interpolation und Approximation

1. Was ist die Aufgabenstellung bei der Polynominterpolation? Ist das Interpolationspolynom (IP)

eindeutig?



. Leiten Sie die Fehlerdarstellung bei der Polynominterpolation her. Ist Polynominterpolation
iiberhaupt ein sinnvolles Vorgehen? Vergleichen Sie zur Beantwortung der letzten Frage den
Fehler f(z) — p(xz) mit f(z) — g(z), wo p das IP zu f in n + 1 gegebenen Knoten ist und ¢
irgendein Polynom vom Grad hochstens n.

. Es seien Daten (z;, ;)] und gestorte Daten (z;, 7)1, gegeben mit zugehorigen IPen p bzw. p.
Wie grof ist der Datenfehler p(z) — p(x) allgemein? Was passiert bei dquidistanten x;?

. Welche Darstellungen des IPs p kennen Sie? Wie bestimmen Sie jeweils die Koeflizienten?
Gegeben eine bestimmte Darstellung, wie werten Sie jeweils p an einem Punkt x aus? Kliren Sie
bei beiden Fragestellungen auch fiir jede Darstellung den Rechenaufwand.

. Die Funktion f(z) = exp(2z) wird auf [—1, 1] durch ein Polynom vom Grad < n in den Knoten

2k +1
xk:cos< + W), 0<k<mn,

n+1 2 -
interpoliert. Geben Sie eine moglichst gute Abschétzung des maximalen Interpolationsfehlers in
Abhingigkeit von n (unabh. von f) an. Fiir welches n ist dieser Fehler kleiner als 1074?
Allgemein: Welche sind die Vorziige der Tschebyscheff-Interpolation hinsichtlich des Daten- und
hinsichtlich des Interpolationsfehlers? Wie verhilt sich die Lebesgue-Konstante? Wie wertet
man das IP in Tschebyscheff-Darstellung an einem Punkt aus? Wie teuer ist dies?

. Berechnen Sie fiir die Funktion f(z) = cos(xz) mit Hilfe des Newton-Tableaus das kubische
Hermite-Interpolationspolynom p in —m und 0. Zeigen Sie, dass fiir z € [—,0] gilt:

|f(x) — p(z)] <0.26

. Welche Typen interpolierender kubischer Splines kennen Sie? Leiten Sie jeweils das zugehorige
LGS zur Bestimmung der Ableitungen v; her. Wie l6st man jeweils das LGS? Warum hat es eine
eindeutige Losung?

Fiir welche b, ¢ € R ist

x +4, <0
3+ + 4, 0<z<l1

s(z) = 3 2
—x>+br*+cx+6, 1<ax<2
Tx — 2, 2<x

ein natiirlicher kubischer interpolierender Spline?
Sei § der natiirliche kubische interpolierende Spline zu den Stiitzpunkten

zi |01 2 3 4 5 6
v |01 1 11 1 0
Kann § auf [1, 5] konstant sein?

. Welche Eigenschaften und Vorziige hat die Spline-Interpolation allgemein? Zeigen Sie: Ist s der
interpolierende kubische Spline (von einem der bekannten Typen) zu f iiber einem Intervall [a, b]
mit den duRersten Knoten in den Intervallgrenzen und ist y eine beliebige, auf [a,b] definierte
C2-Funktion mit [s”(y' — s’)]z =0, so gilt

Is"llz2 < [l 2

Wie deuten Sie dies? Gilt dies fiir die bekannten Spline-Typen aus der Vorlesung (mit entsprechen-
dem y)7



9. Gibt es einen Zusammenhang zwischen Interpolation und Quadratur? Wie entsteht zum Beispiel
die Simpsonregel?

10. Was ist die Idee des Extrapolationsverfahrens? Unter welcher Bedingung kann man es anwenden?
Berechnen Sie die Euler’sche Zahl e = fol e’ +1 dx mit Hilfe des Extrapolationsverfahrens. Setzen
Sie H=1, h; = nﬂ mit n; = 29~1. Brechen Sie ab, sobald |ej;| < 1077,
J

11. Berechnen Sie die Integrale

2
In:/ (Inx)" dx, n=12...
1

Zeigen Sie dazu zunichst die Rekursionsformel
I, =2(In2)" —nl,_1, n > 2.

Esist [1 = 0.3863... und Iy = 0.0124.... Wie wird der Eingabefehler verstérkt, wenn Sie
I7 aus I} (Vorwértsrekursion) bzw. Iy aus I7 berechnen (Riickwértsrekursion), jeweils mit vier
Stellen Genauigkeit? Schreiben Sie fiir eine der beiden rekursiven Berechnungen auch ein kleines
Programm in Pseudo-Code. Wie hat man &k zu wihlen, wenn man per Riickwirtsrekursion den
Wert Iy aus I7yp = 0 berechnen méchte mit acht Stellen Genauigkeit?

3 Lineare Gleichungssysteme, Kondition & Stabilitit, lineare Aus-
gleichsrechnung

1. Sei A € R™*™ gegeben. Gesucht sind (nichttriviale) Zerlegungen A = BC' mit entsprechend
dimensionierten Matrizen B und C. Fiir welche Eigenschaften von A kennen Sie derartige Zer-
legungen? Wie und mit welchem Aufwand lassen sich die IThnen bekannten Zerlegungen jeweils
berechnen? Wie und mit welchem Aufwand kénnen Sie damit ein LGS Ax = b fiir geg. b € R"
l6sen (falls m = n und A invertierbar ist)?

e Warum pivotisiert man bei der Gauss-Elimination? Welche Rolle spielt die Permutations-
matrix in PA = LR?

e Wie berechnet man die Determinante einer Matrix A7 Warum eignet sich dafiir eine aus
der Vorlesung bekannte Zerlegung von A?

e Wie priift man eine symmetrische Matrix auf positive Definitheit (und warum klappt dies
50)?
Fiir welche a € R ist die Matrix

2 -1 0
Ala)=[-1 2 —a
0 —a 2

positiv definit?

e Argumentieren Sie: Fiir (n x n)-Bandmatrizen mit nur p-vielen besetzten Nebendiagonalen
berechnet man die LR-Zerlegung in O(np?) vielen Operationen. Wie teuer ist damit das
Vor- und Riickwértseinsetzen zum Losen eines zugehérigen LGS?



e Bestimmen Sie die Cholesky-Zerlegung der Matrix
1 1
1 2 1
1 2 1 66
1 92 1 e R>*%.
1 2 1
15
Schreiben Sie ein Matlab-Programm, das fiir eine gegebene symmetrische und positiv defi-
nite Matrix A die Cholesky-Zerlegung A = LL" berechnet.

2. Was versteht man unter der (relativen, absoluten) Kondition eines Problems? Was bedeutet es,
dass ein Algorithmus stabil (im Sinne der Vorwérts- bzw. im Sinne der Riickwértsanalyse) ist?
Impliziert die Riickwértsstabilitdt die Vorwartsstabilitét eines Algorithmus?

e Ist die Subtraktion zweier reeller Zahlen gut konditioniert?
Betrachten Sie die Funktion

1 —cosx

f(‘r)_ 2

X

und bestimmen Sie den Wertebereich fiir x # 0. Werten Sie an 7 = 1.2 - 107 aus, wobei
der cos bis auf zehn Stellen genau gerundet werde. Was ist der exakte Wert?

e Betrachten Sie das LGS

1 1 4
R R

und bestimmen Sie die exakte Losung. Was passiert, wenn man mit gestorter rechter Seite
(44 e,4 — 2¢)" rechnet? Erklaren Sie Thre Beobachtung, indem Sie die Konditionszahl von
A (z.B. bzgl. || - |loc) berechnen. Spielt es fiir diese Problematik eine Rolle, mit welcher
Vorgehensweise Sie das LGS 16sen?

Leiten Sie allgemein her, dass die relative Konditionszahl des Problems Ax = b bei Stérungen
der rechten Seite gerade ||A||[|A™Y| ist.

e Was ist eine untere Schranke fiir die Konditionszahl einer jeden Matrix? Nennen Sie
Beispiele von Matrizen mit kleiner und von solchen mit grofser Konditionszahl.

10
4= 2)

welche auf ein LGS Az = b mit zwei entkoppelten Gleichungen fiir die beiden Losungskom-
ponenten zx; fiihrt, also ein gut konditioniertes Problem bei Stérungen der Diagonaleintrige
und der rechten Seite ist. Berechnen Sie allerdings die Konditionszahl von A bzgl. der
oo-Norm. Wie deuten Sie den erhaltenen Wert?

e Betrachten Sie die Diagonalmatrix

e Zeigen Sie: Die relative Kondition der Berechnung des Integrals f; f(x) dx bzgl. der Norm
b .
£l = J, 1f ()] da st

£l
f:f(x) da:‘

Fiir welche Integranden ist das Problem also schlecht konditioniert?

cond; =




e Zeigen Sie die Riickwirtsstabilitit des Standardskalarprodukts im R™.

o Ist die LR-Zerlegung riickwértsstabil? Gibt es pathologische Félle? Ist die QR-Zerlegung
stabil?

e Ist bei einem stabilen Algorithmus der Ausgabefehler immer von derselben Gréfenordnung
wie der Fingabefehler? Stimmt es, dass Algorithmen fiir gut konditionierte Probleme auch
immer stabil sind?

e Uberlegen Sie: Was spricht dagegen, zum Losen von Az = b zuerst numerisch die Inverse
A~! zu berechnen und dann das Produkt A~'b6 zu bilden? Denken Sie dabei sowohl an
den Rechenaufwand als auch an mdgliche Stabilitdtsprobleme. Betrachten Sie fiir letzteres
insbesondere nochmals die Matrix

1 1
1 1-¢)’

bilden Sie (algebraisch) deren Inverse und bedenken Sie dann den Effekt von Rundungs-

fehlern.
3. Leiten Sie her: Die Matrix H =1—2- % liefert eine Spiegelung an der Senkrechten zu v € R™.
Ist H orthogonal? Wie bringt man eine Matrix mit Hilfe von Householder-Spiegelungen auf
Dreiecksgestalt?

Berechnen Sie zu

c R4><2

— e
=~ = O

die QR-Zerlegung mittels Householder-Transformationen. Muss man die einzelnen Matrizen Q);
dafiir explizit berechnen?

4. Betrachten Sie die Matrizen

: 1 % i 1 1 1 1 1

1 1 1

i1 11 1 -1 1 -1 2
M=11 2 % t|1.A=(; | | _1|'"7 |3

% 2 2 2

;5 -+ —3 & 1 -1 -1 1 4

und zeigen Sie, dass M orthogonal ist. Geben Sie eine QR-Zerlegung von A an. Ldsen Sie damit
das LGS Az =b.

5. Was ist die Aufgabenstellung bei der linearen Ausgleichsrechnung? Wie ist der Zusammen-
hang zur Normalengleichung? Mit Hilfe welcher Zerlegung kénnen Sie das zugehérige Min-
imierungsproblem l6sen? Was gilt fiir die Kondition der Normalengleichungen? Sollte man zur
Losung des linearen Ausgleichsproblems daher bedenkenlos die Normalengleichungen benutzen?
Lésen Sie das Ausgleichsgeraden-Problem zu Daten




4 Nichtlineare Gleichungssysteme

1. Zusammenhang nichtlineare Gleichungssysteme - Fixpunktiterationen: Das Problem
“Finde x € R" mit f(z) =0 fiir geg. f: D CR” — R™
ist dquivalent zum Fixpunktproblem
“Finde z* € R" mit F(z*) = ™"
mit F(x) =z — A(x) f(x) fur eine bel. invertierbare Matrix A(xz) € R™*™. Begriinden Sie dies.
Unter welchen Bedingungen konvergiert die durch die Fixpunktiteration
Tpy1 = F(x)
gegebene Folge {z) }ren gegen einen eindeutigen Grenzwert?
e Betrachten Sie
fla) =we"™2 —1,
Fy(x) =e*7,
Fy(x) =2 —In(x)
und zeigen Sie, dass f genau eine Nullstelle z* in [1,2] hat. Wenden Sie das Newton-

Verfahren (NV) auf f und die Fixpunktiterationen xp11 = Fj(zx) an. Wie ist jeweils die
Konvergenzgeschwindigkeit der Fixpunktiterationen?

e Geben Sie ein lokal quadratisch konvergentes Iterationsverfahren zur Berechnung von =z =
Va mit a > 0 an. Verwenden Sie dabei nur die arithmetischen Grundoperationen.

2. Konvergiert das NV fiir beliebige Startwerte? Was ist die Konvergenz des NV? Wofiir benotigt
man in héheren Dimensionen in jedem Schritt des NV eine der obigen Matrizenzerlegungen?

e Wenden Sie das gewdhnliche NV auf die Funktion

‘ Ui —Y3 + 251+ Y2+ Ays — 7
FiRY R |y | = |43 — v} —dys —yo — Tys + 12
Y3 —y3 4+ 2y1 + 4yo + 8ys — 14

an mit Startwert zo = (0,0,0)". Fiithren Sie eine Iteration des Verfahrens aus.
e Bestimmen Sie approximativ eine Losung des nichtlinearen Gleichungssystems
2sinx 4+ cosy = 1.1,
cosx — 2siny = 0.9.
e Zeigen Sie, dass das gewohnliche NV fiir f(z) = e — 1 auf ganz R konvergiert. Zeigen Sie

weiter, dass die Konvergenz fiir groke zy langsam ist in dem Sinne, dass |z, — z*| > 1 fiir
alle zop > n + 1 (wo z* die gesuchte Nullstelle von f ist).

3. Was ist der Vorteil beim vereinfachten Newton-Verfahren? Was gilt flir die Konvergenz der
durch das vereinfachte Newton-Verfahren erzeugten Folge? Was ist die Idee beim gedampften
Newton-Verfahren?

4. Betrachten Sie das nichtlineare Ausgleichsproblem

I/ ()2 = min!

und fithren Sie es durch Linearisierung auf eine Folge linearer Ausgleichsprobleme zuriick. Wie
ist die Konvergenz?
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