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1 Grundlagen

Definition 1.1. Sei X eine Menge. Eine Abbildung d: X x X — [0, 00) heiit Metrik
auf X, wenn fiir alle x,y, z € X folgendes gilt:

e d(z,y) =0 < x =y (Definitheit)
e d(x,y) = d(y,x) (Symmetrie)
o d(z,z) <d(x,y) + d(y, z) (Dreiecksungleichung)

(X, d) nennt man einen metrischen Raum und d(z,y) den Abstand von zwei Punkten
x und y.

Definition 1.2. Sei V ein Vektorraum iiber R. Dann heifit || - ||: V — [0,00) Norm,
wenn fiir alle v € V, A € R gilt:

e |[v]| =0 < v =0 (Definitheit)

o || Av|| =|A] - ||v]] (Homogenitét)

o ||[v+w| < |lv|| + ||lw]| (Dreiecksungleichung)
Beispiel 1.3. p-Norm: ||z], = (>, |$z‘p)%

Fir p = 1 erhélt man die Summennorm : ||z|; = > 1 |z
Fiir p = 2 die euklidische Norm : ||z]|s = />, 22

=11

Maximumsnorm : ||z||s = max{|x1], ..., |x.|}

Definition 1.4. Sei V' ein R-Vektorraum. Dann heifit (-,-): V' xV — R Skalarprodukt,
wenn fiir alle v, w,u € V, A\, u € R gilt:

o (\v+ pw,u) = N, w) + p(w, u)
o (v,w) = (w,v)

e (v,v) >0und (v,v) =0 v=0

Bemerkung 1.5. (a) || - ||: V — [0,00), ||v|| := v/{v,v) heifit die induzierte Norm.
Z.B. induziert das kanonische Skalarprodukt (z,y) := > | x;y; die euklidische Norm auf
dem R” ||z := /> 1, 2?2

(b)d:V xV —[0,00) mit d(v,w) := ||v — w|| heiit die von || - || induzierte Metrik auf V.

Bemerkung 1.6 (Ungleichung von Cauchy-Schwarz).
Ist || - || die von (-,-) induzierte Norm, dann gilt: |(v, w)| < ||v|| + ||Jw]]

Definition 1.7. Zwei Normen ||-||; und |- ||2 heilen &quivalent :< Es existieren ¢, C' > 0,
sodass fiir alle v € V gilt: ¢|lv|l; < ||v|l2 < Clv]|1.



2 Folgen und Konvergenz

Definition 2.1. Eine Folge (z,)n,en € R" konvergiert gegen a € R" :&
Ve>03dK eN:VEk > K : ||z —a| <e.
Man schreibt dann:

lim z, = a
n—oo

Bemerkung 2.2. Konvergenz in R” ist dquivalent zu komponentenweiser Konvergenz,
d.h.

lim 2z, =a < lim x,;, = a;
k—o0 k—o0 7 J

firj=1,...,n

Definition 2.3. Eine Folgen (z,,) in R™ heifit Cauchy-Folge :< Fiir alle ¢ > 0 existiert
ein ng € N, sodass fiir alle n,m > ng gilt: d(z,, x,) < .

(mit Quantoren: Ve > 0 Ing € NVn,m > ng: d(xy,, x,) < €)

Aquivalente Definition: Ve > 03K > 1Vk > K, VI > 1: ||z, — x| < €.

Satz 2.4. Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge.
In R™ konvergiert eine Folge genau dann, wenn sie eine Cauchy-Folge ist.

Bemerkung 2.5. Sind zwei Normen || - ||; und || - ||2 #quivalent, dann konvergiert eine
Folge bzgl. || - ||1 genau dann, wenn sie bzgl. || - ||2 konvergiert. Auf R" sind alle Normen
dquivalent.

Definition 2.6. Eine Folge () in R™ heifit beschrénkt, falls ein M > 0 existiert, sodass
fir alle & > 1 gilt: ||| < M.

Satz 2.7. (Bolzano-Weierstrafl in R"™)
Jede beschrinkte Folge in R™ hat eine konvergente Teilfolge.

3 Umgebungen, offene und abgeschlossene Mengen

Definition 3.1. Sei a € R",r € R,;. Dann heifit B,(a) := {z € R" : ||z — a|]| < r} die
offene Kugel um a vom Radius r bzgl. || - ||.

Definition 3.2. Eine Menge U C R" heifit Umgebung von a € R", falls ein § > 0
existiert, sodass Bs(a) C U.

Definition 3.3. Eine Menge U C R" heifit offen, falls sie Umgebung aller ihrer Punkte
ist.

Definition 3.4. Eine Menge A C R"” heifit abgeschlossen, falls fiir fiir jede konvergente
Folge in A auch der Grenzwert in A liegt.

Proposition 3.5. A ist genau dann abgeschlossen, wenn A® offen ist.

Bemerkung 3.6.

1. Endliche Durchschnitte und beliebige Vereinigungen von offenen Mengen sind selbst
offen.

2. Endliche Vereinigungen und beliebige Durchschnitte abgeschlossener Mengen sind selbst
abgeschlossen.

3. Es gibt Teilmengen, die weder offen noch abgeschlossen sind und Teilmengen, die offen
und abgeschlossen sind (z.B. @ und R").



4 Kompaktheit

Definition 4.1. Eine Menge K C R" heifit kompakt, falls jede Folge in K eine Teilfolge
hat, die gegen einen Punkt von K konvergiert.

Theorem 4.2 (Heine-Borel). Eine Teilmenge K C R" ist kompakt < K ist be-
schrankt und abgeschlossen.

Definition 4.3. Eine Menge K ist beschrinkt, wenn ein B > 0 existiert, sodass fiir alle
r e K gilt: ||z]| < B.

Definition 4.4. Eine Familie (U;);c; von Teilmengen U; heifit eine offene Uberdeckung
von Y &

(a) U; ist offen fiir alle i € I,

(b) Y C Uie[ Ui

Satz 4.5. Eine offene Teilmenge K C X ist kompakt < Jede offene Uberdeckung (U;)
von K enthélt eine endliche Teiliiberdeckung, d.h. 44,15, ...7,, € I:

KCU,U...uU,.

Beachte: Das ist nicht gleichbedeutend mit der Forderung, dass eine endliche offene
Uberdeckung existiert.

Beispiel 4.6.

(a) Sei K = {1, ..., 2, } endlich. Dann ist K kompakt, da man aus einer offenen Uberdeckung
(U;) diejenigen iy € I mit x € U;, wéhlen kann und dann K C U;, U ... U U;, gilt.

(b) Sein (x,) konvergente Folge in X mit dem Grenzwert a. Dann ist K := {z, € X :
n € N} U {a} kompakt.

(c) Das offene Intervall (0,1) C R ist nicht kompakt, da die offene Uberdeckung | J7* (2, 1)
keine endliche Teiliiberdeckung enthélt.

5 Stetigkeit

Definition 5.1. Sei ¢ € R", X C R". Dann heifit f: X — R™ stetig in a :< Fiir jede
Folge (z,,) in X mit (x,) — a gilt: (f(z,)) — f(a) (Folgenkriterium).

Aquivalent dazu sind folgende Definitionen:

(a) Ve > 030 >0Ver € X mit |z —al <0: ||f(z) — f(a)] <e.

(b) Ve > 036 > 0: f(By(a)) C B.(f(a))

Man schreibt auch (wie in Analysis 1): f ist stetig, wenn lim,,, f(z) = f(a) gilt.

Proposition 5.2. (a) Seien f: X — Y C R™ g: X — R™ h:Y — Z C R! und
j: X — R stetig.

Dann sind die Funktionen f+ g (Addition stetiger Funktionen), ho f (Komposition) und
f - 7 ebenfalls stetig.

(b) f: X - R™ stetigina < f;: X — R stetigin a fiir j =1,..,m.

(c) In einem normierten Raum ist die Norm || - || stetig.



Beispiel 5.3. f:R? - R,
Ty ..
M fiir (2, y) # (0,0
I
0 fiir (z,y) = (0,0)

ist in (0,0) unstetig. Beweis:
Die Folge (%, L) on konvergiert fiir n — oo gegen 0, aber es gilt:

(L) = 1 on? 1
n'n) L+L w2 2 2
Also konvergiert (f(%, %))neN nicht gegen f(0,0) = 0.
Satz 5.4. (Hausdorff )
f: X =Y ist stetig.
& Das Urbild jeder offenen Menge in Y ist offen in X, d.h. V C Y offen = f~1(V) C X
offen.

& Das Urbild f~1(A) jeder abgeschlossenen Menge A C Y ist abgeschlossen.

Definition 5.5. Zwei Mengen X C R™ Y C R™ heiflen hom6omorph , wenn es eine
bijektive Abbildung f: X — Y gibt, sodass f und f~! stetig sind. Die Abbildung f heift

dann Hom6omorphismus .

Satz 5.6. Sei K C R" kompakt, f: K — R™ stetig. Dann ist f(K) ebenfalls kompakt.

Theorem 5.7 (Satz von Minimum und Maximum, Weierstraf}). Sei X C R"
kompakt, f: K — R stetig. Dann nimmt f ihr Maximum und Minimum an, d.h. es
gibt 1,29 € K, sodass fiir alle x € K gilt: f(x1) < f(z) < f(z2).

Definition 5.8. Sei X C R". Eine Funktion f: X — R™ heifit gleichmé&flig stetig, falls
Ve > 030 > 0Ve,y € X mit ||z —y| <d: ||[f(z) = fly)| <e.

Satz 5.9. Sei K C R" kompakt und f: K — R™ stetig. Dann ist f gleichméf8ig stetig.

Definition 5.10. X C R” heifit wegzusammenhingend, wenn fiir alle a,b € X ein
Weg, d.h. eine stetige Abbildung «: [0,1] — X mit a(0) = a, a(1) = b existiert.

Proposition 5.11. Sei x C R™ wegzusammenhéngend und f: X — R™ stetig. Dann ist
auch f(X) wegzusammenhéngend.

Satz 5.12. (Zwischenwertsatz)
Sei X C R™ wegzusammenhéngend, f: X — R stetig und zg, x; € X. Dann existiert fiir
alle ¢ € R zwischen f(z¢) und f(z1) ein £ € X mit f(§) = c.

5.1 Gleichmiflige Konvergenz

Definition 5.13. Seien f,,f: X — Y (n € N). Dann konvergiert f, gleichmifig
gegen f < Fiir alle ¢ > 0 existiert ein ng € N, sodass fiir alle z € X und n > ng gilt:
| fn(z) — f(x)]| < e. (Beachte: ng hingt nur von ¢, aber nicht von z ab.)

Zum Vergleich: (f,) konvergiert punktweise gegen f :< Fiir alle € X und fiir alle
e > 0 existiert ein ng € N, sodass fiir alle n > ng gilt: || f.(z) — f(2)]| < & (no hingt auch
von z ab).

Satz 5.14. Seien f,,: X — Y stetig und gleichméfig konvergent gegen f: X — Y. Dann
ist auch f stetig.



6 Differenzierbarkeit

Im Folgenden sei G C R" offen.

Definition 6.1. Sei xg € G und f: G — R™. f heifit in xy differenzierbar, wenn es
eine lineare Abbildung f'(z¢) : R” — R™ und eine in z( stetige Funktion r: G — R™ mit
r(zo) = 0 gibt, sodass fiir alle z € G gilt:

f(&) = f(xo) + f'(wo(x — x0) + 7 (x)[lz — ol

Die lineare Abbildung f’(z¢) heit Ableitung von f in z und wird mit D f(z() bezeich-
net.

Proposition 6.2. f: G — R™ ist genau dann differenzierbar in zy, wenn f;: G — R
( = 1,...,m) differenzierbar sind.

Satz 6.3. Falls f in z( differenzierbar ist, gilt fiir alle v € R”

P (wo)v = iy f(zo+ t1;) ~ f(ao)

Der Grenzwert wird mit 0, f(zo) bezeichnet und heifit Richtungsableitung von f in
Richtung v.

Definition 6.4. Sei a € R", f: R" — R™. Der Grenzwert

lim fla+h-ej)— f(a) — lim flar,..;a; +h,...,a,) — f(a,...,ap)
h—0 h h—0 h

(wobei e; der j-te Einheitsvektor ist) heifit partielle Ableitung von f nach z; an der

0
stelle @ und wird mit %(a) oder 0, f(a) bezeichnet.
j

Bemerkung 6.5. Man berechnet die j-te partielle Ableitung 0; f(x), indem man nur nach
der Variable z; differenziert und alle anderen z; mit ¢ # j wie Konstanten behandelt.

Beispiel 6.6. Die Radiusfunktion

r: R = Rr(x) = ||z)|s = /23 + ... + 22

ist fiir alle z € R"\{0} und fiir alle j € {1, ...,n} in die j-te Richtung partiell differenzier-
bar mit (verwende Kettenregel)

a_f(x) _1
Iz; 2T+ +a2 =zl

Satz 6.7. Die Jacobi-Matrix (oder Funktionalmatrix) von f = (fi, ..., fn), f: R" —
R™ in xq, D f(xg), ist die Matrix, durch die die lineare Abbildung f’(z() beschrieben wird.

QI‘]‘ ZL‘j

Fiir ihre Eintrédge a;; gilt (1 =1,...,m;j =1,...,n) a;; = a—i(xo), also:
L
A fi(zo) .. Onfi(wo)
Df(m.o) — ; ... : eRan
a1fm<x0) e anfm($0)



Satz 6.8. (Kriterium fiir Differenzierbarkeit) Existieren in einer Umgebung von z
alle partiallen Ableitungen 0, f, ..., 0, f und sind in z( stetig, dann ist f in z( differenzier-
bar.

Bemerkung 6.9. Zusammenfassung:
stetig partiell differenzierbar

I
differenzierbar
I ¥

partiell diff.bar ¢ stetig

Beispiel 6.10. (Aus partieller Differenzierbarkeit folgt nicht Stetigkeit.)
f:R? = R,
i (,y) £ (0,0)

fla,y) = q 2 +v°
0 fir (z,y) = (0,0)

ist auf ganz R? partiell differenzierbar (aber in (0, 0) nicht stetig, siehe [Bsp. 3.3)). Beweis:
Auf R*\{0} ist f eine Zusammensetzung von partiell differenzierbaren Funktionen und
daher selbst partiell differenzierbar. Betrachte den Fall (z,y) = (0,0):

1

1 O0+h-0 1 h—0
E(f(O‘l'h,O)—f(O,O)):E(;Lz—W_O) =5 0—0
1 1 Oh 1 h—0

Also ist f auch in (0,0) in z- und y-Richtung partiell differenzierbar.

Satz 6.11. (Kettenregel)
Sei f:R" — R™ ¢g: R™ — R 2y € R", yg := f(xg), f differenzierbar in zy und g
differenzierbar in yo. Dann ist g o f differenzierbar in xq und es gilt

(g0 f)(z0) = ¢ (yo)f'(x0) bzw. D(go f)(xo) = Dg(yo)D [ (o).

Definition 6.12. Fiir f: R" — R heifit Vf(z) = grad f(z) := (01 f(x), 0o f (), ..., On f(2))T
der Gradient von f in x.

Theorem 6.13. (Mittelwertsatz)
Sei f: G — R differenzierbar, a,b € G, deren Verbindungsstrecke in G liegt (d.h.
[a,b] :={a+t(b—a)|t €[0,1]} C G. Dann existiert ein £ € [a, b], sodass gilt:

f(b) = fla) = f(§)(b—a)

Satz 6.14. (Schrankensatz)
Sei f: G — R™ stetig differenzierbar, a,b € G, sodass [a,b] C G. Ist

1/ (x)(b = a)|| < M|[b— al[Vx € [a,b]

dann folgt
1F(b) = fla)l| < M][b — al|

7



6.1 Hohere partielle Ableitungen
Satz 6.15. Sei f: R? — R so, dass in einer Umgebung von (x¢,,) die partiellen Ab-

leitungen %, Z—ch, (%g—i existieren und stetig sind. Dann existiert auch %a_y und es
gilt:

0 o 0) = 2L (0, 10)

0z Oy 0,Y0) = oz Oy 0> Yo

Definition 6.16. f: G — R™ heifit k-mal stetig differenzierbar, falls in jedem x € G
alle partiellen Ableitungen bis zur k-ten Ordnung existieren und stetig sind.

Definition 6.17.

9?2 02 9?2
8$1afx1 (l‘) axlgxg (.T) T 8x18f:;3n (.ZU)
H(z) = V2f(z) = | D05 € Mat, (B)
Bmangm ({L‘) T 817[1(;;" ({L‘)

ist die Hesse-Matrix von f in z .
Wenn f zweimal stetig differenzierbar ist, ist die Hesse-Matrix symmetrisch.

7 Wichtige Sitze

7.1 Banachscher Fixpunktsatz

Definition 7.1. f: A — A heifit Kontraktion :< 39 € (0,1): Vz,y € A:
1f (@) = f)ll <9+ llz—yll.

Theorem 7.2 (Banachscher Fixpunktsatz ).
Sei A C R™ abgeschlossen, f: A — A eine Kontraktion. Dann gilt: f hat genau einen
Fixpunkt, d.h. ein a € A mit f(a) = a.

7.2 Satz von der lokalen Umkehrbarkeit

Definition 7.3. Seien GG, D C R" Gebiete. Eine stetig differenzierbare Abbildung f: G —
D heif3t Diffeomorphismus, wenn gilt:

(a) f ist bijektiv

(b) f~': D — G ist stetig differenzierbar.

Theorem 7.4 (Satz von der lokalen Umkehrbarkeit).

Sei G C R" offen, xg € G, f: G — R" stetig differenzierbar und D f(zy) invertierbar.
Dann existieren offene Umgebungen U C G von xy und V' C R” von yy := f(z9),
sodass f: U — V ein Diffeomorphismus ist.

Fiir g := f~1: V — U gilt dann: Dg(yo) = Df(zo) "t




7.3 Satz iiber implizite Funktionen

Motivation: Eine Funktion g ist nicht immer explizit durch y = g(x) gegeben, sondern
hdufig nur implizit durch eine Gleichung der Form F(x, g(x)) = 0, wobei F' gegeben ist.
Die implizite Gleichung F'(z,y) = 0 mochte man dann ,nach y auflésen*.

Beispiel 7.5. Betrachte F': R? = R, (z,y) — 22+y*—1. C = {(z,y) € R? : F(x,y) =0}
ist die Einheitskreislinie, aber nicht der Graph einer Funktion g: R — R, denn fiir z € R
mit > 1 existiert kein y € R mit F(z,y) = 0 und fiir z € R mit |z| < 1 existieren zwei
y € R mit F(z,y) =0, ndmlich y = £v/1 — 22

Ist allerdings (a,b) € C' mit b # 0, so kann man F(z,y) lokal um (a,b) nach y oder x
auflésen, d.h. es existiert eine Umgebung U; C R? von a und eine Umgebung U, C R?
von b und eine Funktion g: U; — U, sodass fiir alle (x,y) € Uy x U, gilt:

F(r,y) =0« g(z) =y

Theorem 7.6 (Satz iiber implizite Funktionen ). Sei W C R™ x R™ offen und
F: W — R™ stetig differenzierbar, sowie (a,b) € W mit F(a,b) = 0. Aulerdem sei

o oR
o o

D Fat) = 2@ =| & i |y
Y OF, OF,,
TR

invertierbar. Dann gibt es offene Umgebungen U; C R"™ von a und U; € R™ von b
mit Uy x Uy C W und eine stetig differenzierbare Funktion ¢g: U; — U, sodass fiir
alle (z,y) € Uy x U, gilt:

Fr,y) =0 & y=g(z)

Die Ableitung von g ist

Dgla) =~ (5 (@.6) " 5 (a.b).
~

mxm mxn

Bemerkung 7.7. Der Satz besagt, dass es unter den genannten Voraussetzungen eine ste-
tig differenzierbare Funktion g mit g(x) = y gibt, sodass die implizit gegebene Gleichung
F(z,y) = 0 fir alle (z,y) in einer Umgebung von (a,b) erfiillt ist.

Beispiel 7.8. Sei f: G C R" — R stetig differenzierbar. Eine Niveaufldche von f ist
gegeben durch N, := {x € G : f(x) = ¢} (,H6henlinien").

/ (a',a,) # 0 ist, dann gibt es Um-
x

gebungen U’ C R™ ! von o’ und I C R von a, mit U’ x I C G und eine C!-Funktion
g: U — I, sodass fiir alle z € U’ x I gilt:

Wenn a = (d/,a,) € N, d = (ai,...,a,_1) und

f(@' x,) —c=0 & g(2) =z,

also N. = Graph(g).



8 Lokale Extrema

Definition 8.1. Sei f: G — R. 2y € G heifit

(a) lokales Minimum von f, wenn es ein 0 > 0 gibt mit f(z) > f(zo) fiir alle z €
Bg(ZBo) NG.

(b) lokales Maximum von f, wenn es ein § > 0 gibt mit f(z) < f(zo) fiir alle x €
B5<£L‘0) NG.

(c) Gilt sogar f(z) > f(xg) bzaw. f(z) < f(xo), dann heifit das lokale Minimum bzw.

Maximum strikt.

Satz 8.2 (Notwendige Bedingung fiir lokale Extrema). Sei f: G — R stetig diffe-
renzierbar. Wenn xy € G ein lokales Extremum von f ist, dann gilt V f(zq) = 0.
Ahnlich wie im eindimensionalen Fall ist dieses Kriterium nur notwendig, aber nicht hin-
reichend.

Definition 8.3. Sei V' ein R-Vektorraum. ¢g: V' — V ist eine quadratische Form, wenn
eine symmetrische Bilinearform s: V' x V' — R existiert, sodass q(v) = s(v,v).

Beispiel: A € Mat,(R) symmetrisch, d.h A* = A. Dann ist s,: R" x R® = R, sa(z,y) =
' Ay = (x, Ay) eine symmetrische Bilinearform.

Definition 8.4. Eine quadratische Form ¢: V' — V heifit
e positiv definit, falls ¢(v) > 0 fiir alle v € V\{0}
e negativ definit, falls ¢(v) < 0 fiir alle v € V\{0}
e indefinit, falls v,w € V existieren mit ¢(v) < 0 und ¢(w) > 0.
e positiv semidefinit, falls ¢(v) > 0 fiir alle v € V\{0}
e negativ semidefinit, falls ¢(v) < 0 fiir alle v € V\{0}

Eine symmetrische Bilinearform heifit positiv definit, wenn ihre zugehorige quadratische
Form positiv definit ist.

Eine symmetrische Matrix A € Sym,(R) heiit positiv definit (negativ definit und inde-
finit analog), falls (z, Az) > 0 fiir alle z € R\{0}.

Bemerkung 8.5. A € Sym,(R) ist genau dann positiv bzw. negativ definit, wenn alle
Eigenwerte > 0 bzw. < 0 sind. Sie ist genau dann positiv bwz. negativ semidefinit, wenn
alle Eigenwerte > 0 bzw. < 0 sind und genau dann indefinit, wenn es einen Eigenwert
> ( und einen Eigenwert < 0 gibt.

Satz 8.6 (Hinreichendes Kriterium fiir lokale Extrema ). Sei f: G — R zweimal

stetig differenzierbar, xq € G.
Wenn V f(zy) =0 und ...

... V2f(xq) positiv definit ist, dann besitzt f in x( ein (striktes) lokales Minimum.
... V2f(z0) negativ definit ist, dann besitzt f in xq ein (striktes) lokales Maximum.

... V2f(z0) indefinit ist, dann besitzt f in 2 kein lokales Extremum.
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Beispiel 8.7. f: R? - R, f(z,y) = 2?+4*. Der Gradient V f(z,y) = (2x, 2y) verschwin-
det in (0,0) und die Hesse-Matrix
2, (20
=5 5

ist positiv definit. Also hat f in (0,0) ein striktes lokales Minimum.
g: R* 5 R, g(x,y) = z*> — y?. Der Gradient V(g)(x,y) = (2x, —2y) verschwindet zwar in

(0,0), aber
> (20
v (o )

ist indefinit, also besitzt g in (0, 0) kein lokales Extremum.

Bemerkung 8.8. Ist V2f(z) nur positiv semidefinit, kann man i.A. keine Aussage iiber
ein lokales Extremum in z treffen.

8.1 Extrema unter Nebenbedingungen

Definition 8.9. Seien f, h: G — R stetig differenzierbar. a € GG heifit ein lokales Ma-
ximum bzw. Minimum von f unter der Nebenbedingung h = 0, wenn h(a) = 0
und es eine offene Umgebung U C G von a gibt, sodass fir alle x € U mit h(z) = 0 gilt:

f(x) < fla) baw. f(z) = f(a).

Theorem 8.10 (Satz von Lagrange; notwendige Bedingung).

Seien f: G — R, h: G — R™ stetig differenzierbar und Vhy(a), ..., Vh,(a) linear
unabhéngig. Sei a € G ein lokales Extremum von f unter der Nebenbedingung

h(z) = 0. Dann gibt es Ay, ..., A, € R (,,Lagrange-Multiplikatoren*), sodass gilt:

Vf(a)— Z A\iVhi(a) =0

Bemerkung 8.11. Der Satz besagt, dass fiir ein lokales Extremum unter einer Nebenbe-
dingung der Gradient senkrecht auf den Tangentialvektoren von M = {z € G : h(z) = 0}
stehen muss.

Beispiel 8.12. Wir betrachten auf dem Kompaktum K = {(z,y) € R? : 2% + y? < 1}
(Kreisscheibe um den Ursprung mit Radius 1) die stetige Funktion f: K — R, f(x,y) =
y? — 2. Nach dem Satz von Weierstral nimmt f ihr Maximum an. Wo liegen die globalen
Maxima von f7

Angenommen, (z9,1,) € K = {(z,y) € K : 22 +1* < 1} wiire ein Maximum von f. Dann
muss gelten: grad(f)(zo, yo) = (—2x0, 2yo) = 0. Also ist xy = yo = 0. Aber:

Hess(£)(0,0) = (_02 g)

ist indefinit. Das globale Maximum kann also nicht in {(x,y) € K : 22 + y? < 1} liegen.
Es muss also auf dem Rand M := {(z,y) € R? : 2% + y* = 1} liegen. Fiir (z,y) € M ver-
schwindet der Gradient nicht, wir suchen also ein Maximum unter einer Nebenbedingung.
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Setze dazu h: R?* — R, h(x,y) = 2? + y*> — 1. Wenn f in (z9,yo) ein Extremum un-
ter der Nebenbedingung h = 0 hat, muss es ein A € R geben mit grad(f)(zo,yo) =
A - grad(h)(xo, yo). Wir miissen also das folgende LGS 16sen:

—2x = A2z (1)
2y = A2y (2)
4yt =1 (3)

Fall 1:  # 0. Dann muss nach (1) A = —1 sein. Aus (2) erhélt man damit 2y = —2y und
damit ist y = 0. Mit (3) folgt dann x = +£1.

Fall 2: z = 0. Aus (3) folgt damit y = +1.

Betrachte nun die Funktionswerte an den Punkten (+1,0) und (0, £1):

f(£1,0) = —1 und f(0,+£1) = 1. Das Maximum von f wird also in (0, £1) angenommen.
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